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Capitolo 1

Numeri complessi

In questo capitolo si da una ricapitolazione sommaria delle nozioni di base sui
numeri complessi.
1.1 Generalita sui numeri complessi

Denotiamo con C I'insieme delle coppie (z,y) € R? con la struttura di spazio
vettoriale su R. Definiamo su C un’operazione di prodotto secondo la seguente
regola. Presi z = (z,y), w = (u,v) si pone

z-w = (zu—yv,zv + yu) .

Osserviamo che questa operazione & commutativa e che, posto 1 = (1,0), questo
ne ¢ l'elemento neutro. Inoltre per z # (0, 0) esiste un inverso

1 (l‘ y>
z \a24+y2 22 +9y2)
Si verificano inoltre le proprieta associativa
(zw)¢ = 2(w()
e distributiva di somma e prodotto
(z +w)¢ =20 +w( .

Risulta quindi che (C,+,-) & un campo. Si indica con i = (0, 1), e si chiama
questo elemento unita immaginaria, risulta

Preso z = (z,y) risulta
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e, per semplicita sara conveniente scrivere un generico numero complesso con la
notazione

z=x 41y

sottintendendo x e y reali. Si dira che = € la parte reale di z e y & la parte
immaginaria. Si scrivera anche

x=RNez , y=mz .

Si intendera R come sottoinsieme di C identificandolo come la retta (detta retta
reale)
{z =2+ 1i0lz € R}

si chiamera retta immaginaria la retta
iR={z=0+1iyly e R} .

Per ogni z € C si definisce coniugato di z = z+1iy il numero complesso z = x—1iy.
Si verifica che z = Zse e solose z € R, inoltre siha (z + w) = Z+wez-w = Z-w
. Risulta anche:

zZ+z Z2—Z
Rez = , Smz = -
2 29

Per ogni z € C si chiama modulo di z = 2+ iy il numero |z| = /22 4 y2, ovvero
la lunghezza euclidea del vettore (z,y). Si verificano le seguenti proprieta

|2|* = 2z,
lzw| = |z|w] ,
|z| = |2] .

Vale poi l'identita
|z +w|* = |2|* + 2Re (20) + |w]?

da cui segue la disuguaglianza triangolare
|2+ w| < [2] + fwl .
Il modulo |- | induce una struttura metrica su C, che ¢ la stessa metrica euclidea
su R2, di conseguenza C eredita la struttura topologica di R2.
1.2 Rappresentazione in coordinate polari.
Preso z € C\ {0}, z si puo rappresentare
z =r(cosf + isinf)

dove r =|z| > 0 e § € R. 0 & determinato a meno di multipli interi di 2.
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Definizione 1.1. Per ogni z # 0 si definisce argomento di z l’insieme
argz = {0 € R|z = |z|(cosf + isinf)} .

Sottolineiamo che 'applicazione C\ {0} > z — argz non & una funzione a
un valore, ma una applicazione a valori insiemi. Osserviamo anche che fissato
un qualunque elemento 6y € arg z abbiamo

argz = {0y + 2knlk € Z} .

In alcune circostanze ¢ conveniente individuare una particolare determinazione
dell’argomento. Qui stabiliamo la seguente convenzione.

Definizione 1.2. Per ogni z # 0 si definisce argomento principale di z il
numero
Argz=120

tale che 0 € argz e 0 € (—m, 7).

Si nota che C\ {0} > z — Argz & una funzione, discontinua sulla semiretta
reale negativa {z = x + 0|z < 0}.

1.3 Successioni e serie nel campo complesso

Con la metrica ereditata da R? abbiamo su C una naturale nozione di conver-
genza. Presa una successione {z,} C C si dira che {z,} converge a z € C se e
solo se |z, — z| — 0 per n — oo. Dalla completezza di R? come spazio metrico,
segue che per successioni {z,} C C vale il criterio di Cauchy.
Diremo poi che la serie Y 7o, z; & convergente, se e solo se & convergente la
. . . n . . . .
successione delle somme parziali s, = >, _, 2. Per serie di numeri complessi,
. . . . . N . . o0 N
il criterio di Cauchy si puo esprimere nel seguente modo: la serie ) .~z €
convergente, se e solo se

Ve>0,3NeNta1eche|Z:z;€|<eh’n,m7 m>n>N .

k=n

Diremo che la serie Z;O:O zi € assolutamente convergente, se converge la serie
> heo |zl Per il suddetto criterio di Cauchy, la convergenza assoluta ¢ una
condizione sufficiente (non necessaria) per la convergenza della serie Y - k.
Ricordiamo poi che, se vale la convergenza assoluta, allora la somma della serie &
indipendente dall’ordine degli addendi. Inoltre, se >~ 2k, Y peo Wk SONO due
serie assolutamente convergenti, allora valgono le regole

o0 o0 o0

E 2k + E wg = E (Zk + wk)
k=0 k=0 k=0
oo oo o n

E Zk E WE = E E ZpWn—k -
k=0 k=0 n=0 k=0
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1.4 Successioni e serie di funzioni

Sia f,, : A C C — C una successione di funzioni.

Definizione 1.3. Si dice che f,, converge puntualmente a una funzione f : A C
C—C se
fn(z) = f(2), perm —o00, Vz€A.

Si dice che f,, converge uniformemente a f se

sup |fn(2) — f(2)] = 0 pern — 0o
zEA

Analoghe nozioni conseguono per serie di funzioni.
Consideriamo qui una particolare categoria di serie di funzioni: le serie di
potenze

(oo}
Zanz" ,a, €C,zeC.
n=0
D’ora in avanti, per ogni r > 0 e per ogni 2y € C indicheremo con
B (z0) ={z € Cl||z — 2| < r}

la palla (disco) aperta di raggio r e centro 2.

Teorema 1.4. Se esiste zg # 0 tale che la serie numerica EZOZO anzo"™ con-
. . - o0 n
verge, allora per ogni r, 0 < r < |zo| la serie di potenze )~ anz™ converge

assolutamente e uniformemente nella palla chiusa B,.(0).

Dimostrazione. Se Y > a,z" converge, allora il termine generale a,zo" di
questa serie tende a zero, in particolare esistera M > 0 tale che

lanzo"| < M ¥n .
[— n
Sia r tale che 0 < r < |z| e sia z € B,(0), si ha |a,2"| = |anz" (i) | <

n
M ( T ) . Allora posto 6 = ﬁ e osservato che § < 1 si ottiene

[20]

m m
sup Z|akzk| SMZék%Opern,m%oo :
2€B:(0) k=n k=n

Quindi, per il criterio di Cauchy, la serie Y7 a,2™ converge assolutamente e

uniformemente nella palla chiusa B, (0). O

Definizione 1.5. Data la serie di potenze fozo anz™ si definisce raggio di
convergenza della serie il numero

R = sup {|zo

oo
E anzy € convergente p .

n=0
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Dal Teorema precedente si ricava che se R e il raggio di convergenza di
oo g anz" allora la serie converge per ogni z tale che |z| < R|, non converge
per nessun z tale che |z| > R e la convergenza ¢ assoluta e uniforme in ogni
palla chiusa B,.(0) con r < R.

Ricordiamo anche la seguente caratterizzazione del raggio di convergenza,
nota come criterio della radice.

oo
n=

Teorema 1.6. Il raggio di convergenza R della serie di potenze

dato da
R™! =limsup {/|a,| .

n—r oo

0 an2" €

Nel seguito sara utile considerare serie di potenze di (z — zg) invece che z,
in questo caso I'insieme di convergenza sara una palla (compresi o meno i punti
sul suo bordo) di centro zy anziché 0.

Esempi.

e > >, n"z" converge solo in z = 0 cio¢ ha raggio di convergenza zero.

S nz" h io di R=1 s
n=1 nz a raggio di convergenza = 1, non converge per nessun z,

2] > 1.
(o) — . .
e > .n 12" ha raggio di convergenza R = 1, non converge per nessun z,
|z| > 1, converge per z = —1, non converge per z = 1.

e > >, n 22" ha raggio di convergenza R = 1, converge su tutto By (0).
° >, %T,L ha raggio di convergenza R = oo.

Definizione 1.7. Si chiama esponenziale complesso la funzione somma della
serie

e la si indica exp z 0 anche e*.

Dalle proprieta del prodotto tra serie, e dalla formula del binomio di Newton,
si ricava la regola di addizione dell’esponenziale

Introduciamo poi le funzioni coseno e seno iperbolico

e +e * e —e” %
coshz= —— | sinhz= ——
2 2
e risultera
oo 2n 0 2n+1
z z
coshz = —— , sinhz = —_,
2 ol 2 G
n=0 n=0
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e tali serie hanno raggio di convergenza co. Ricordando gli sviluppi di Taylor
reali delle funzioni trigonometriche, estendiamo le funzioni coseno e seno a tutto
C, ponendo

B oo ( 1)n22n ) B s (_1)nz2n+1
COSz = T;) (27])' , SInz = 7;) (Qn T 1)'

e anche qui il raggio di convergenza ¢ co. Si ricava

iz —iz
) e” +e
cos z = cosh(iz) = —

) sinh(iz) e
sinz = - = .
1 2
Altra formula notevole si ottiene separando parte reale e immaginaria nell’ar-
gomento dell’esponenziale:

e"TW = e®(cosy + isiny) .
Ricordiamo in particolare la formula di Eulero

e =-1.

1.5 Radici m-sime

Sia w € C \ {0}, preso m intero positivo, se ne vogliono individuare le radici
m-sime, ovvero le soluzioni dell’equazione

ZM=w .
Scriviamo w, z in coordinate polari
w = pe'? |z = re'?
quindi avremo
T,meime — p6i¢> )

Questa equazione ¢ soddisfatta se e solo se

r™=p, mb = ¢+ 2kn , per qualche k € Z

Quindi
r= %/p
o= L BT ey
m m

ora, ogni intero k si puo scrivere in modo unico nella forma

k=mj+l,j€Z,1=01,...,m—1
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quindi

2
0=2 8" Loin e
m m

Se ne ricava che w ha m radici distinte date da
g = /pe it ) 1=0,1,...,m—1.

Ovvero le radici m-sime di w sono m punti che si trovano sulla circonferenza di
raggio ¥/|w| e centro l'origine, tra loro equispaziati da un angolo di ampiezza
21

1.6 Logaritmo complesso

La funzione esponenziale complessa prima introdotta non & iniettiva, infatti
e = e" se solo se Im(z — w) = 2kw per qualche k € Z. Notiamo inoltre che la
formula

e" T = e®(cosy + isiny)

chiarisce che l'insieme immagine dell’esponenziale & C \ {0}.
Per ogni z € C\ {0}, la retroimmagine mediante ’esponenziale non ¢ un solo
punto ma un insieme, poniamo

logz = {( € Clet = z} ,
osserviamo poi che si puo scrivere
z =8+ vp ¢ arg

Qui, per il numero reale positivo |z|, log|z| va inteso nel senso consueto della
funzione reale di variabile reale, inversa dell’esponenziale reale. Si ottiene

logz =log|z| +iargz
dove si sottintende
log |z| +iargz = {¢ =log |z| + 0|0 € arg z} .

Come per I'argomento ¢ utile introdurre una specifica determinazione del loga-
ritmo complesso.

Definizione 1.8. Per ogni z # 0 si definisce logaritmo principale di z il numero

Log z = log|z| + iArg z .

10



Capitolo 2

Funzioni olomorfe

2.1 Funzioni di variabile complessa

Se prendiamo funzioni f :  C C — C la nozione di continuita ¢ la stessa di
quella che abbiamo interpretando f come un’applicazione f : R2 — R2, perché
la topologia di C & la stessa identica topologia che abbiamo su R?. La cosa si
fa pit complessa se si considera la nozione di funzioni differenziabili. In breve,
un’applicazione si dice differenziabile in un punto se si approssima bene con
un’applicazione lineare; e qui interviene il discrimine, perché su C abbiamo due
strutture di spazio vettoriale: una struttura di spazio vettoriale di dimensione 2
che ci viene identificando C con R? sul campo R, oppure interpretando C come
spazio vettoriale su se stesso, e, in questo senso, C ha dimensione 1. Quindi
abbiamo due nozioni di linearita: rispetto ad R e rispetto a C. Questo significa
che le applicazioni lineari T : C — C, se le interpretiamo come applicazioni
lineari sul campo R sono una certa classe, e se invece le interpretiamo come
applicazioni lineari sul campo C sono una classe piu ristretta. In dettaglio:

Definizione 2.1. T : C — C ¢ R-lineare se e solo se Tz = ax + by , con
a,be C, dove T(1) =a e T(i) =b.

Definizione 2.2. T': C — C ¢ C-lineare se e solo se Tz =az , con a € C. In
questo caso: T(1) = a.

Se il campo sottostante ¢ C e si conosce T in un punto qualsiasi z # 0, allora la
si conosce ovunque (infatti qualsiasi elemento z € C\ {0} costituisce una base
di C).

Il coniugio Tz = Z ¢ un esempio di una funzione R-lineare ma non C-lineare.

11
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2.2 Derivata complessa

Definizione 2.3. Sia Q C C aperto ed f : Q € C — C. Si dice che f ¢
derivabile, in senso complesso, in un punto zg € ) se esiste finito il limite:

lim f(z) = f(20)

zZ—20 zZ— 20
Se tale limite esiste lo si chiama derivata complessa di f in zg e lo si indica
con f'(zo) oppure a f.
dz

Osservazione. Se f ¢ derivabile in zy, allora:

f(2) = f(20) = f'(20)(z = 20) + oz = 20]) (2.1)

J'(20)(z — z0) & una fuzione C-lineare di (z — zp). Allora & anche R-lineare e
quindi f & differenziabile nel senso reale nello stesso punto; ¢ differenziabile cioe
come f : R? — R2. Questo significa che esistono in quel punto le derivate par-
ziali e deve valere la formula del differenziale reale. Indicando 0,,0, le derivate
parziali rispetto alle variabili reali x e y, sappiamo che:

f(2) = f(20) = 02 f (20)(x — @0) + 9y f (20)(y — o) + o(|z — z0) (2.2)
Quindi se vale la formulazione (2.1), vale anche (2.2). Cerchiamo ora di capire
che relazione c’e tra questi oggetti e la derivata complessa che abbiamo intro-
dotto.

Osserviamo che si puo sempre scrivere un’espressione R-lineare come una com-
binazione lineare a coefficienti complessi di z e Z (in questo caso z—zp e z — zg).
Esprimendo & — zg € y — yo in termini di 2z — zg e 2 — 2q, dalla (2.2) otteniamo:
f(2) = f(z0) = Ou f(20)(x — 20) + Oy f (20)(y — yo) + o(|z — 20]) =
1 _ 1 . —
= 5(02f(20) =0y f(20)) (2 = 20) + 5 (92 f(20) +10y f(20))(2 = 20) + 0(|2 — 20]) -
(2.3)

2.3 Equazioni di Cauchy-Riemann

Se f & derivabile in senso complesso, deve aversi che i termini lineari in (2.1) e
in (2.3) sono coincidenti (perché i resti sono di ordine superiore). Quindi:

5 (01 (z0) — 10,1 (20)) = f'(z0) (2.4)

S (0.7 (z0) + 10,7 (20)) = 0 (25)

12
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Questo significa che, se f & derivabile in senso complesso, le derivate parziali di
f non sono indipendenti, ma sono vincolate tra loro mediante queste equazioni.
Quindi le funzioni derivabili in senso complesso sono una classe strettamen-
te piu ridotta della classe delle funzioni differenziabili in senso reale; infatti
la differenziabilita in senso complesso ci da dei vincoli sulle derivate parziali
(equazione (2.5) ) che altrimenti non avremmo. Siccome questi oggetti che ab-
biamo introdotto qui appariranno spesso d’ora in avanti ¢ conveniente dar loro
un nome.

Definizione 2.4. Introduciamo i sequenti operatori:

1 .
0, = 5(695 — i0y)

0 = (0. +id,)

Teorema 2.5. Se f : Q C C — C é differenziabile in senso complesso in zg € 2,
allora f e differenziabile in senso reale in zy e inoltre:

9:f(20) = ['(20) (2.6)
0:f(20) =0 (2.7)

La dimostrazione ¢ immediata dato che (2.6), (2.7) non sono altro che la ri-
scrittura delle formule (2.4), (2.5), una volta introdotti gli operatori 0, e 0;.
L’equazione (2.7) & fondamentale in tutta la teoria e prende il nome di equazio-
ne di Cauchy-Riemann (abbreviato C-R). Si tratta di un’equazione complessa,
quindi si scompone in due equazioni reali che legano le derivate parziali delle
parti reali e immaginarie di f. Scomponiamo f in parte reale e immaginaria
f = u+iv e riformuliamo C-R per le componenti.

0:f=0
significa:
%(aw i) (u + iv) = 0
cioe:
(Ozu — Oyv) + 1(Oyu + 0v) =0
che da luogo al sistema di equazioni:

Oz = Oyv (2.8)
Oyu = —0zv (2.9)

Vediamolo in termini piu geometrici:

Indichiamo con Vu = Oy il gradiente di u e indico con J = 0 -1 la
Oyu 1 0

13
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rotazione del piano di 90 gradi in senso antiorario.
Allora il sistema di equazioni di C-R si pu0 scrivere come:

Vv =JVu.

Questo chiarisce il vincolo dato dalle equazioni di Cauchy-Riemann: parte reale
e parte immaginaria hanno gradiente della stessa lunghezza e Vo si puo ottenere
ruotando Vu di 90 gradi.

In termini della matrice jacobiana:

A(u,v)" {uz —uy}

Uy Uy

Dove Vu # 0, Vu lo si puo scrivere come Vu = |Vu| [

sin(0)
cos(0)|
A(u,v) " |Vl cos() —sin(9)

oz,y) sin(f)  cos(9)
Cioe, valgono le equazioni di C-R se e solo se la matrice Jacobiana ¢ data dalla
composizione di una dilatazione con una rotazione.

2.4 Funzioni olomorfe

Definizione 2.6. Preso Q) C C, si definisce H(Q) la classe delle funzioni f
derivabili in senso complesso in ogni punto di e tali che f' ¢ continua in §.
Tali funzioni si dicono olomorfe (o analitiche complesse).

Nota: Se la funzione f ¢ derivabile in ogni punto si dimostrera pitt avanti (Teo-
rema 2.37, di Goursat) che automaticamente f’ & continua. Per il momento,
pero, € conveniente mettere questa ipotesi.

La nozione di analiticita ha un’origine diversa rispetto a quella di olomorfia
ed e legata alla rappresentabilita in serie di potenze: una funzione si dice anali-
tica se, in un intorno di ogni punto, la funzione ¢ rappresentabile come somma di
una serie di potenze convergente centrata in quel punto. Quello che mostreremo

piu avanti, Teorema 2.35, € che le due nozioni sono coincidenti.

Per prima cosa studiamo alcune proprieta della classe delle funzioni olomor-
fe.

Osservazione. Se f ¢ olomorfa, f = u + iv:
1
fl=0.f= 5(81 — i0y)(u + iv)

14
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= %(&u — i0yu) + %(%v — 10yv)
Usando le eq. di C-R:
= 0,u — i0yu = 20,u = 2i0,v
da cui:
17 = (82u)* + (9yu)? = (9zv)* + (9yv)°

Osservazione. Per la linearita di 9, e di 95 si ha:

9:(fg) = (0:f)g + f(9.9)
0:(fg) analogamente.

Valgono:

Supponiamo di avere due funzioni g = g(w) , f = f(2) e ammettiamo di poterle
comporre. Nel seguito ci sara utile calcolare 9.(g o f) e 0:(g o f). Valgono le
seguenti identita:

82(9 © f) = 8wg(f)8zf + 3wg(f)8zf
9z(g 0 f) = 0uwg(f)O=f + dug(f)0:f

la dimostrazione ¢ lasciata per esercizio.
Proposizione 2.7. Siano f,g € H(Q). Allora f+g € H(Q) , f-g € H(Q).
Dimostrazione. Immediata (basta verificare C-R).

1
Proposizione 2.8. Sia f € H(Q2) e f(z) #0,Vz € Q. Allora 7 € H(Q).

Proposizione 2.9. Sia f € H(Q) , e sia f(Q) C G aperto di C. Sia g € H(G).

Allora go f € H(Q).

Dimostrazione.

dz(go f) = 0wg(f)O:f + Oag(f)O:f =0

essendo per ipotesi d;f =0 e dgzg(f) = 0.
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Proposizione 2.10. Sia f € H(Q) , sia zo € Q tale che f'(z0) # 0.
Allora 3r > 0 tale che B.(z0) C Q e f & invertibile in B,(z)
e la sua inversa f~1 & olomorfa e vale che:

1

—1\/ __
U = g

Dimostrazione. f =u 4+ iv

A(u, /
o (33) et

Quindi la mappa (z,y) — (u,v) ha jacobiana non singolare nel punto (zg, yo)-
Per il teorema di inversione locale (u(z,y),v(x,y)) € un diffeomorfismo in un
intorno di (zg,yo). Cio¢ f : B.(z9) — G ¢ un diffeomorfismo in senso reale.
Indichiamo con g : G — B,(z9) l'applicazione inversa, cio¢ go f(z) = z, Vz €
BT(Z()).
Oz(g0 f)(2) = 02(2) = 0
quindi:
0wg(f)0zf + Owg(f)O:f =0

Per ipotesi 0; f = 0, quindi rimane:

0+ 0wg(f)0:f = 0ag(f)0-f =0
ed essendo 0, f # 0 troviamo:

Iwg(f) =0

g verifica C-R rispetto alla sua variabile w.

9:(g0 f)(2) = 9:(2) = 1

per le formule viste prima:

8wg(f)8zf + 6wg(f)8zf =1

ricordando che dzg(f) = 0:
0wg(f)O.f =1

cioe
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Proveremo piu avanti che in effetti, se f € olomorfa e invertibile, allora si ha
f' # 0 in ogni punto.

Esempi di funzioni olomorfe.

1) P(z) = ao + a1z + a2 + ... + an2" , P(z) € H(C)
Un polinomio della variabile z & ottenuto come combinazione lineari di potenze
di z.

2) Preso z = x+iy ricordiamo la funzione esponenziale exp(z) = e* = ::6 %T,L
Verifichiamo che exp € H(C). Vediamolo attraverso la definizione di derivabilita,

cioe calcoliamo il rapporto incrementale nel punto z.

ez+w _ ez

per w — 0. Quindi la funzione & differenziabile e la sua derivata & ’esponenziale
stesso; e la derivata & una funzione continua, quindi exp € H(C).

Abbiamo visto che se f = w + iv e olomorfa allora verifica I'equazione di
Cauchy-Riemann. Vale anche il viceversa.

Proposizione 2.11. Sia f : Q@ C C — C una funzione con componenti u,v €
C(Q) nel senso reale. Se f verifica

allora f e olomorfa.

Dimostrazione. f & differenziabile in senso reale in ogni punto zg € 2, 'equa-
zione di Cauchy-Riemann ci da

f(z) — f(Zo) = azf(zo)(z - Zo) + 0(|Z — z0|) per z — 2o

ovvero f & differenziabile in senso complesso. O

Definizione 2.12. f: Q C C — C si dice antiolomorfa se z — f(z) é olomorfa.

E’ evidente che una funzione f & antiolomorfa se e solo se & C! in senso reale e
verifica

8.f=0.
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2.5 Serie di potenze e loro derivata

—+oo
Osservazione. Sia f(z E anz"™ una serie di potenze che ha raggio di

n=0
—+o0

convergenza R > 0 , allora anche la serie di potenze Znanz”_l ha raggio
n=0

di convergenza R. Usando la teoria delle serie di potenze si puo vedere che la

somma [ verifica C-R e che si ha proprio f'(z Znan 7=l Diamo una

dimostrazione alternativa.

Teorema 2.13. Sia f(z Z anz" , dove la serie a secondo membro ha raggio

di convergenza R > 0. Allora f € H(Br(0)) e f'(z Znan

Dimostrazione. Studiamo il seguente limite

i 1) = ()

w—z w — z

Sia r tale che |z| < r < R; supponiamo anche |w| < r.

fM—WL:1<Z%M72%ﬂ
=Y a

= Zan(w’“1 + w224 w4 2

Wt w4 w242 5 n™ !t (per w — 2)

Wl w2+ w2 =" gy,

dove il resto r,, ¢ dato da

ovvero
= (w—2) (W24 .+ 2" D 2w 4+ 2V 42

e tornando al rapporto incrementale:

f(wu)):ﬁ(z) :Zan(wnfl w"™ 22+ w2 2_’_an1)

18
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sostituendo 1’espressione appena ricavata:

= Z an(nz""t +r,)
scriviamo una maggiorazione del resto:
[7n] < Jw—z|((n—1)r" 24 (n—2)r" 2 4 ..+ 17772

<|w—zr" 21424 ..+ (n—1))

n—2 n(n _ 1)

= |w— z|r 5

E anTn

consideriamo la serie:

-1
lanrn| < |Jw— zHaﬂr”ﬂ%
converge perché r < R. Quindi:
+oo
Zanrn < Clw — z|
n=0
percio:
“+o0 —+o00
flw) = f(z -
‘(w)—z() . Znanz” H< Zanrn <Clw—%2 — 0
n=0 n=0
per w — z. O

Definizione 2.14. Una funzione f : Q@ C C — C si dice rappresentabile in
serie di potenze se Vz € Q, AB,(z9) C Q tale che Vz € B(2)

“+oo
f2) =Y an(z—z0)"
n=0

dove la serie di potenze a secondo membro ha raggio di convergenza R > r.

E’ evidente, per quanto visto prima, che una funzione rappresentabile in serie
di potenze & olomorfa e tutte le sue derivate sono ancora olomorfe.

2.5.1 Un criterio di rappresentabilita in serie di potenze

Teorema 2.15. Siano p, ¢ : [a,b] — C continue (a tratti).
Sia Q C C aperto tale che QN ¢([a,b]) =0, allora la funzione:

o - [ e
a d)(l‘) -z
¢ rappresentabile in serie di potenze.
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Dimostrazione. Sia K = [a,b] , K & compatto in R. Essendo ¢ continua, ne
segue che ¢(K) & un compatto di C contenuto nel complementare di .

Sia zg € Q, quindi 2o ¢ ¢(K) pertanto esiste 7 > 0 tale che B,.(z9) N ¢(K) = 0.
Cioe |zg — ¢(x)| > 7, Vz € [a, b].

Sia z € B;.(zp). Consideriamo:

Z— 20 T
o) —z0| 6@ =zl
Poniamo:
po R0
¢($) — 20
+00 +oo n
(z — z0)" B 1 z— 2o
,LZ::O ((x) —z0)"*t — ¢(z) — 20 7;0 (¢($) - Zo)
1 =
ORI
_ 1
Cg(r)—z 1—p
1 1 !
Cod)—z o _ET % o(x) — 2z
o(x) — 20
Otteniamo:
[ 1 _ [ (= —z)n
f(Z) _/a p((E) : ¢($) — dx _/a p(.’E) (TLZ_O (gzﬁ(a:) _ Zo)n+1> dx

Per scambiare integrale e serie dobbiamo avere la garanzia che la serie sotto il
segno di integrale converga uniformemente rispetto alla variabile z (pensiamo z
fissata).

z—2zy)" 1 1
‘ ( ) ™ < —lpl”

(@) — 2z0)"*1| ~ [6(x) — 20

E’ verificato il criterio di convergenza totale, e quindi vale la convergenza uni-

forme.
+oo b
f(z) = Z (/ p() - Md$> (2 —20)" (2.10)

n=0

O
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Osservazione. Osservando la (2.10), notiamo che, se si pone

b 1
"= (/ A G =T d””)

2 |p(a)|dz

Jan| < 25—

si puo valutare

da cui si deduce che la serie in (2.10) ha raggio di convergenza R > r. Notiamo
anche che derivando termine a termine nella (2.10) e calcolando le derivate in
2o Si ricava

an = F"(z0)

n!

cioé la serie in (2.10) & proprio la serie di Taylor per f.

21



Analisi Complessa

2.6 Curve, cammini, integrali su cammini

Definizione 2.16. Un’applicazione continua v : [a,b] — C si dice curva.

Una curva si dice chiusa se y(a) = v(b).

Una curva si dice C* a tratti se esiste una partizione di [a,b], a = tg < t; <
... <ty =D tale che y ristretto a [t;,t;11] é continua con la derivata prima per
ogni j =0,....k — 1. Una curva C' a tratti si chiama anche cammino.

Una curva si dice regolare a tratti se ¢ C' a tratti e in ogni tratto [t tiva] ,

7' #0.
Nota: la condizione " # 0 garantisce che su ogni tratto la curva ¢ dotata di
retta tangente.

Definizione 2.17. Presa una curva vy, si chiama sostegno di vy l'immagine di
[a, b] mediante v e si indica: v* = vy([a,b]).

2.6.1 Integrali su cammini

Definizione 2.18. Sia v : [a,b] = C un cammino. Sia Q C C tale che v* C .
Presa f continua su Q2 (f € C(Q)). Poniamo per definizione:

b
[ 1)z s, [ 000 0) e

Osservazione. L'oggetto al secondo membro ¢ ben definito, perché ~/(¢) € una
funzione continua a tratti, mentre f(vy(t)) € la composizione di funzioni continue.
Nel complesso abbiamo una funzione della variabile ¢, continua a tratti e a valori
in C; quindi, come integrale di Riemann, ¢ ben definito.

Questo e un particolare tipo di integrale curvilineo di una forma differenziale
lineare su C. Ricordiamo che in generale, prese A, B € C(Q), l'integrale della
forma A(z,y)dz + B(x,y)dy e dato da:

b
/AmwM+wa@:@ﬁ/mmwww+3wwwmﬁ

a

Le due definizioni coincidono se, formalmente, interpretiamo dz = dx + idy e
poniamo A = f, B =if ; dando per sottointeso che y(t) = x(t) + iy(¢).

Definizione 2.19. Siano ~,v; due cammini in C.
v :a,b) = C

Tt [Oé,ﬂ]*}@

Allora v e v, si dicono equivalenti se esiste ¢ : o, 5] — [a,b] , continua e C' a
tratti, verificante ¢’ > 0 su ogni tratto, e per cui vale y; =y o @.

Cioée linvarianza a meno di un diffeomorfismo (a meno del tratti) che conserva
lorientazione.
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Proposizione 2.20. Se v e 1 sono cammini equivalenti, allora

Lf(z)dZZ 5 f(z)dz

Dimostrazione.

b B
/ f(z)dz = / fFoy@®)y' ()t = / FIv(@(s)]Y (8(s)) ¢'(s) ds

B
- j/ fon((s) ds= [ f(z)dz
O

Definizione 2.21. Sia 7 : [a,b] — C un cammino. Poniamo 1 : [a,b] — C
dato da v, (t) = v(a+b—1).
Y1 i chiama cammino opposto a 7y e lo possiamo indicare con v, = —.

Lemma 2.22. Sia f € H(Q) e sia v un cammino chiuso tale che v* C Q.

Allora
/ f'(2)dz=0.
¥

Dimostrazione. Sia v : [a,b] — £ e sia y(a) = (b), abbiamo

b
/f@w=/fwmwmﬁ=
b

= [ L seenar=o.

a

O

Vedremo piu avanti che se f € H(Q) allora anche f' € H(Q). Alla luce del
Lemma abbiamo che se una funzione olomorfa & dotata di primitiva (cioe & la
derivata di un’altra funzione olomorfa) allora ogni suo integrale lungo cammini
chiusi ¢ nullo. Questa proprieta non & vera per tutte le funzioni olomorfe. Nel
seguente paragrafo esamineremo in dettaglio gli integrali curvilinei della funzione

flz) = ﬁ che ¢ olomorfa su C\ {z}.

2.6.2 Numero di avvitamento

Definizione 2.23. Sia v un cammino chiuso e sia Q@ = C\~v*. Vz € Q poniamo
per definizione:

1 d
Ind(2) =gey. By / C—Cz
.

Questa funzione si chiama indice del punto z rispetto a -y, o numero di avvitamento
di vy rispetto a z.
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Esempio. '
y:[0,2n] = C, ~(t) =N, NezZ-{0}

Calcoliamo:
1 27

L Nt
Indv(O):% o W'ZNB’L dt = N
cioe il numero di giri che la curva gli fa intorno (da qui il nome di numero di
avvitamento di v rispetto a z).
Ind,(z) , dove definita (fuori dal sostegno di «y), ¢ una funzione olomorfa di

z, si veda il Teorema 2.15.

Teorema 2.24.
Ind,: Q2 —C

e una funzione a valori in Z, costante in ogni componente connessa di €.

Ind, = 0 sulla componente illimitata di ).

Dimostrazione. Proviamo che, fissato z € Q , si ha che w = Ind, € Z. Osser-
viamo il seguente fatto:

w € C & intero se e solo se 2™ = 1.

Dobbiamo far vedere che vale:

()
([ 5)-en ([ 52)

per definizione:

Poniamo:
=ex il s€la
o9 =cap ([ 2% ) s ey
derivando:
A
d) (S) - ¢(S) ’Y(S) — 2

dividendo ambo i membri per v(s) — z e riportando tutto a primo membro:

S A
N O A T ps il

a primo membro si riconosce una derivata, quindi:

i () -0
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Quindi, poiché ¢ costante. Allora:
g

$la) _ _9(b)

y(a)—z () -2

ma «y e chiusa, quindi i denominatori sono uguali, per cui:

1:exp</a“j('g>_dtz)=¢<a>=¢<b>:exp</:j('g>_d’;>

Quindi Ind, € Z. Ora, siccome Ind, ¢ rappresentabile mediante serie di
potenze, Ind,(-) € H(?) e in particolare & continua. Se €2 &

Q=[Jo

dove ; sono aperti connessi disgiunti (ricordiamo che un aperto del piano si
scompone sempre in un insieme al pitt numerabile di componenti connesse, le
quali sono anche loro aperte). T ndﬂﬂi ¢ continua e a valori in Z, quindi neces-
sariamente e costante, perché I'immagine deve essere connessa. Ora facciamo
vedere che sulla componente illimitata 1’indice e 0.

Sia R > 0 tale che v* C Bg(0) (il sostegno di v ¢ compatto, quindi sta dentro
una palla abbastanza grande). Allora sia €; la componente connessa di 2 tale
che ©; D il complementare di Br(0).

Ind,(z) ! / do z €
¥

= omi C—z

poiché ¢ € v:
=zl =]zl = [¢l = [z| - R

e usiamo questa disuguaglianza per valutare 'integrale:

[ 3] =5 Lo (5r5) = 3 ()

Per |z| — oo, l'ultimo membro della disuguaglianza tende a 0. Questo signifi-
ca che per valori grandi 'indice puo solo essere 0, perché essendo Ind. a valori
interi e sapendo che sta in vicinanza di 0, 'unica possibilita e che valga proprio 0.

1

T or

[Indy(2)]

1
In altri termini 3Ry > R tale che se |z| > Ry , |Ind,(z)| < 50 ma essen-

do Ind, € Z segue che Ind,(z) = 0, Vz € complementare di Br(0) e, per
continuita, Vz € ;. O

Introduciamo alcune nozioni e una maggiorazione che ci saranno utili in seguito.
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Lemma 2.25. Sia ¢ : [a,b] = C una funzione continua a valori complessi.

Allora:
b
/ o(t)dt

Dimostrazione. E’ sufficiente approssimare gli integrali con somme di Riemann,
dalla disuguaglianza triangolare abbiamo:

b
< / () dt

N
> 6(te) (b — te1)
k=1

N
< ot (te — tro1) <
k=1

quando il passo della partizione tende a zero, si ottiene la tesi. O

Definizione 2.26. Sia 7 : [a,b] = C un cammino. Poniamo:

b
Liy) = / (1) dt

e la chiamiamo lunghezza di 7.

Definizione 2.27. Presi due punti z,w € C indichiamo con [z,w] il segmento
orientato che congiunge z a w dato dal cammino y(t) = (1 —t)z + tw,t € [0,1].

Notiamo in particolare che, per un segmento orientato, la nozione appena in-
trodotta di lunghezza coincide con quella elementare: L([z,w]) = |w — z|.

Lemma 2.28. Sia v : [a,b] = C un cammino. f continua in 2 aperto di C
tale che v* C Q. Allora:

| #1a

~

Lf(z)dz

b b
< [ 1@l @l < [ 1@l mas,-|1) =
i

< L(y) - maz| ]

Dimostrazione.

< <

b
/ FO @) (1)t

= L(7y) - maz-

2.6.3 Formule di Gauss-Green

Richiamiamo senza dimostrazione delle formule che riguardano integrali multi-
pli: le formule di Gauss-Green e il teorema della divergenza. C’e bisogno intanto
una nozione.
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Definizione 2.29. Preso G aperto di R* ( ~ C ) si dice che G ha frontiera
regolare a tratti se Vzg € G , Ir > 0 tale che G N B(z9) = v*

dove 7y & una curva regolare a tratti tale che B(z9) \ v* ha esattamente due
componenti connesse di cui una coincide con G N B.(29) e Ualtra sta nel com-

plementare di G.

Convenzione: diremo che 7 & orientato positivamente se il versore normale
/

v = —i‘v—l‘ punta verso l'esterno a G (la moltiplicazione per —i fa ruotare
Y
/

in senso orario di 90 gradi il versore tangente ﬁ ).
2

/BG f(z)dz

lintegrale curvilineo fatto su G prendendo 'orientazione positiva.

Presa f € C(G), indicheremo con

Esempio 1. G = Bg(0)

/ f(z)dz , z=Re? | 6e|0,27]
9BR(0)

27

/ f(z)dz = f(Re)iRe™ do
aBR (0) 0

Esempio 2. G = B3(0) \ B1(-1)

Convenzionalmente:
0G = 0B5(0) — 9By (-1)

e f(z)dz = /BBS(O)f(Z)dZ — /631(—1)f(2)dz

Teorema 2.30 (Formule di Gauss-Green). Sia G aperto limitato in C con la
frontiera regolare a tratti. Sia u € C*(G,R). Vale:

/ Dpulz, y)dedy = / u(z, y)dy
G oG

/8yu(x,y)dmdy = —/ u(z,y)dx
G le
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Teorema 2.31 (Teorema della divergenza). Sia G aperto limitato in C con la
frontiera regolare a tratti. Siano u,v € C'(G,R). Allora:

/(8wu+8yv)dmdy = / udy — vdx
G oG

E’ una semplice riformulazione delle formule di Gauss-Green. Qui u,v sono a
valori reali. Se le prendiamo a valori complessi non cambia nulla.

Teorema 2.32 (Formule di Gauss-Green in versione complessa).

7

1
/8Zudxdy = —— u dz
G 2i Joa

1
/(%udxdy:—_ u dz
G 2t Joc

Dimostrazione.
1
du= 5(8zu — i0yu)

z+z 2=z
Tr = =
2 YT Ty
Regola di calcolo formale:
do — dz + dz Cdy = dz—.dZ
2 24

si ha che
1

u u
f(dy—l—idx):/ i—dz=—— udz
/8G 2 oG 2 2t Jac

O

La seconda formula ci da un’informazione molto forte su quando si ha a che fare
con funzioni olomorfe, perché in questo caso 9z ¢ sempre 0.

2.7 Identita di Cauchy e Formula di Cauchy

Conseguenza immediata delle formule di Gauss-Green ¢ il seguente.
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Teorema 2.33 (Identita di Cauchy). Sia G aperto limitato con frontiera rego-
lare a tratti in C.
Sia f € CYH(G)N H(Q), allora vale che:

f(z)dz=0
file,

Questa formula prende il nome di identita di Cauchy.

Da questa identita ricaviamo una formula che si chiama formula di Cauchy.

Teorema 2.34 (Formula di Cauchy). Siano G ed f come prima; per ogni zg € G
vale che:
1 (2)
20) = — ——dz
f(z0) 21t Joq # — 2o
Notare: prendiamo zy dentro ’aperto, quindi questo punto sara a una distanza
positiva dal bordo. Se guardiamo ’espressione:

f(2)

Z— 20

quando z percorre la frontiera, z — zg non si annulla mai, f(z) € continua fin sul
bordo, quindi la funzione sotto il segno di integrale & continua.

Per una funzione olomorfa, quindi, possiamo rappresentare i valori all'interno
esclusivamente in termini di quelli sul bordo.

Dimostrazione. Sia r > 0 tale che B,(z9) C G. Allora B.(z9) C G per ogni
O<e<r.

Definiamo G. = G \ ( Bc(z0) ). G. ha frontiera regolare a tratti, 0G, =
OG — 0B (2p).

Poniamo:

f(z)

zZ— 20

9(z) =
g(2) ¢ olomorfa in G\ {20}, quindi, a maggior ragione, ¢ olomorfa in G.. Ed &

C! su Ge..
Quindi a g(z) possiamo applicare I'identita di Cauchy.

/acg g(z)dz =0

Ovvero

/ g(z)dz — / g(z)dz =10
oG 3B6(ZO)

/ 1) dz = / 7]”(2) dz
aG # — 20 8B.(20) # — 20
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NN PR S G N
9B.(20) Z ~ 20 9B.(0) %0

= 2mi f(z0)

/" f(z) = f(=0)
8B (20) Z =20

facendo vedere che ¢ piccolo quando e ¢ piccolo.

f(2) = f(z0)

Z— 20

Stimiamo

= f'(20) +0(1)

Quindi esiste C' > 0 tale che: f(2)=1(z0)

/ f(z) — f(Zo)dZ
OB (z0)

zZ— 20

<C.

< L(0Be(2)) - C =2me-C — 0

per € — 0. Allora:
(2)

aG % — R0

dz = 2mif(z0) + O(e)

Introduciamo la seguente notazione

d k
k) — [ 2
= () s
Teorema 2.35. Sia f € H(Q) allora é rappresentabile in serie di potenze e ogni
sua derivata %) ¢ ancora olomorfa.

Dimostrazione. Per ogni zg € € si fissi 7 > 0 tale che B,(z9) C Br(29) C Q.
Per la formula di Cauchy, per ogni z € B,.(z) si ha

1 f(©)
1) = 5 /<> ¢

e per il Teorema 2.15 f & rappresentabile in serie di potenze. O

2.8 Teorema di Morera

L’identita di Cauchy si puo riformulare cosi:
Sia f € H(€2). Per ogni D aperto con frontiera regolare a tratti tale che D C
D C ) vale:

f(z)dz=0
oD

Nel seguente teorema mostriamo che questa condizione integrale e in effetti
coincidente con 'olomorfia.
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Teorema 2.36 (Teorema di Morera). Sia f € C(Q) tale che per ogni D, aperto
con frontiera regolare a tratti, tale che D C D C 2 wvale:

/ f(z)dz=0
oD
Allora f € H(Q).

Dimostrazione. Introduciamo una nuova funzione. Sia zg € {2 e sia r tale che
B, (zp) C Q. Prendiamo un altro punto z all’interno della palla e consideriamo
il segmento che da zy porta a z; questo € un segmento che sta dentro alla palla,
e dentro .

Poniamo:

F@[ S0

Vz € BT(Zo).

Proviamo che f € H(B,(zp)). Cerchiamo di calcolarci la sua derivata complessa:
per fare questo ci scriviamo il rapporto incrementale:

F(z4+w)— F(z)

Cominciamo scrivendo lintegrale di f esteso al bordo del triangolo T (vd.
figura):

0= ¢ = d d d
[ 1 Lmﬂoc+ﬁﬁﬂﬂoc+/ F(Q)dc

[z+w,z0]
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= Fz) + /[ T+ (P )

Quindi:
Flz+w)-F(z) _ 1
2 -2 /Ww] F(Q)dc

_ fa) 1 _t(s
= L¢ /[zm]d“w /[Ww](f(o f(2))dc

Valutiamo il primo integrale. Scegliamo una parametrizzazione per il segmento
[z,z+w]: ( =z+tw,te€[0,1]. Quindi:

Il secondo termine vedremo che tende 0.

! 1
1
— ful s 70~ ) = nax 170~ £ >0

per |w| — 0, sfruttando la continuitd di f nel punto z. In conclusione:

F(z +w) — F(2) :1./[ . ]f(C)dC — f(2)

w w

per w — 0.

Quello che abbiamo ottenuto e che f, quella da cui siamo partiti, e la derivata di

una funzione olomorfa. Per il Teorema 2.35 otteniamo che anche f & olomorfa.
O

Osservazione. Nell’enunciato del teorema di Morera & sufficiente supporre:

f(z)dz=0
orT

per ogni triangolo T, T CT C Q ,
perché questo ¢ quello che abbiamo usato nella dimostrazione del teorema.

2.9 Teorema di Goursat
Sfrutteremo il teorema di Morera per verificare che, se quando noi si definisce

le funzioni olomorfe si rinuncia alla richiesta che la derivata sia continua, non si
perde assolutamente nulla.
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Teorema 2.37 (Teorema di Goursat). Se f é derivabile in senso complesso in
ogni punto di Q, allora f € H(Q).

Dimostrazione. f € C(Q) perché f & derivabile in senso complesso e quindi &
differenziabile in senso complesso e quindi € continua in Q (questo ci permettera
di applicare il teorema di Morera).

Sia T un triangolo tale che T C Q. Proviamo che:

/8Tf(z)dz:O.

Prendiamo ogni lato del triangolo T e lo dividiamo a meta e congiungiamo tra
loro questi punti medi. In questo modo suddividiamo il triangolino in quattro
triangolini che sono tutti simili a quello di partenza. Quindi ciascuno di questi
ha dimensioni che sono la meta del triangolo di partenza: passando dal triangolo
grande a questi triangolini il diametro si dimezza (o il perimetro...).

Siano 717, 75,73, Ty i quattro triangolini ottenuti in questo modo.

f(z)dz| < f(z)dz| + f(z)dz| + f(z)dz| + f(z)d=
oT 6T1 8T2 8’T3 3T4
< 4 max f(z)dz
v oT;
Esiste i € {1,2,3,4} tale che:
1
f(z)dz| > = f(z)dz
T, 41 Jor

Poniamo Dy =T , Dy = T;. Suddividendo successivamente Dq in 4 triangoli,
ne esistera uno (D2) tale che:
L
0D

/8D2 f(z)dz

Troviamo una successione { Dy} di triangoli simili tali che:

1

>
— 4

1

> 1z f(z)dz

dDg

Dk+1 C Dy, Vk

e diam Dy, = 2% diam Dj.

> 47k

(2)dz

f(z)dz

dDg

dDy,

Si puo pensare che per ciascuno di questi Dy selezioniamo un vertice, quindi
abbiamo una successione di punti che sta dentro un compatto; allora questa
successione ha almeno una sottosuccessione convergente. Quindi, eventualmente
passando alla sottosuccessione, questa successione di vertici ha un punto limite
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che sta dentro al triangolo e siccome il diametro di questi triangolini tende a 0,
esistera zg € Dy = T tale che:

(D = {2}
k

Allora
(= [ fads + [ (7 - Sz
oDy, oDy, aDy,
Il primo termine del secondo membro ( f(20)dz ) & = 0 per lidentita di

ODy,
Cauchy (infatti f(z0) € una funzione costante, quindi ¢ olomorfa in Dy). Adesso

usiamo 'ipotesi che f(z) sia una funzione derivabile in senso complesso. Si ha
quindi:

f(2) = f(z0) = f'(20)(z — 20) + o(|z — 20])

Quindi:
feds =0+ [ (1)~ fla))ds
ODy, 9Dy
= f'(20)(2 = 20) + o(|z — z0|)dz
9Dy,
= f(z0)(z — 20) + / o(|z — zo|)dz
aDy, aDy,
=0
e poiché
|z — 20| < diam(Dy,)
= o( diam(Dy)?)
allora:
f(2)dz| = o( diam(Dy,)?)
aDy,

= o( 4 *diam(Dy)?)

Ma diam(Dy)? & costante rispetto a k. Quindi:

< 4Fo(47F) = o(1)

(z)dz

dDg
per k — oo. Quindi:

f(z)dz = 0
aT
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2.9.1 Formula per le derivate successive

Sia f € H(R2), z0 € 2 e B,.(20) C 2. Per questa palla possiamo usare la formula
di Cauchy:
1 10,

2mi OB, (20) 6 — 7

flz) = ¢

Consideriamo F'

f(Q)
(—z
per ogni p < r, le funzioni F, 9, F, 9; F sono uniformemente continue su 9 B,.(zp) X
B,(2p), di conseguenza si pud applicare la derivazione sotto il segno di integrale,

F(¢2) =

ovvero per ogni z € B,(29):

a. F(¢,2)d¢ = /63( )aZF(g,z)dg

aBT(Z[))
03 F(¢,2)d¢ = / 0:F(¢,2)d¢ =0
OB, (z0) OB, (z0)
e quindi, per I'arbitarieta di p < r:

1 f©)

2ri 9B, (=) (€ —2)?

f(z) = d¢ , Vz € Bu(z)

Possiamo ripetere la derivazione. Vk =1,2,3, ...

(d)kﬂz) _ M IO g

dz 2mi Jop, () (€ — 2)FF1

Quindi, dalla formula di Cauchy, ricaviamo delle formule che ci permettono di
individuare tutte le derivate successive della nostra funzione. ossia, abbiamo
ottenuto il seguente.

Teorema 2.38. Sia f € H(QY) , sia z0 € Q e B.(z0) C Q. Allora f é derivabile
infinite volte e Vz € B,.(2o) vale:

(d>kf<z> -0 s

dz 2mi Jop, (z9) (€ — 2)FH
Possiamo ottenere anche delle valutazioni di queste derivate.

Corollario 2.39. Posto

M p—
et
vale: M
Pl < S
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Dimostrazione.
k!
P = 1 g G
¢ =z + re
allora: e »
¥ (z) = % ; % ire’df
quindi:

k[T M ME!
(*) < = Zdp =
|f (ZO)‘ = 27A Tk ’I“k

O

Da un’altro punto di vista, ovvero riprendendo ’argomento usato nel Teorema
2.15 nella formula di Cauchy:

1 £(0)
fe) =5 /amzo) Fac

1 £
= i /@BMZO) € - G_w™

raccogliamo (¢ — 2p):

1 1
= —/ 1) . ——-d¢ (2.11)
2mi JoB, () C — %0 1— C%S
Ma, poiché ( sta dentro la palla e z sta sul bordo, posto:
Z— 20
w(() = ——
===
si ha
lw(¢)] <1

quindi possiamo interpretare la frazione

1

__ 2”20
1 ¢—=z0

che compare sotto il segno di integrale in (2.11) come la somma di una serie
geometrica, quindi:

1 (IR
£(2) /WZO) S [ dC .

27 ¢—20 P
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Infatti, fissato p: 0 < p < r e preso z € B,(2p),

Quindi

k=0

converge uniformemente per ¢ € 9B, (zp).

RS 10 (2= 2
e = %ikz_o/am@ C-—20) C—zF ©

SIE /© e,
A b g dC| (2 - - e
192:;) [2717 /6B7‘(ZO) (C _ Zo)k‘H ¢ (Z Zo) kzzo 7l (Z ZO)
2.9.2 Formula di Cauchy, variante

Facciamo una precisazione sulla formula di Cauchy che conosciamo.

Teorema 2.40. Sia f € H(Bgr(z0)) N C°(Br(20)). Per ogni z € Br(zo)

abbiamo:
P /)

T omi 9Br(z0) C — 2

dg

Osservazione. La diversita rispetto a quella dimostrata in precedenza € che
stavolta prendiamo la funzione olomorfa proprio nella palla aperta e che si
estenda con continuita fin sul bordo.

Dimostrazione. Vz € Br(z) sia € > 0 tale che |z — 29| < R — .

1 JQ go o L [T HR= 9" + 20)

270 JoBp_ (20) C — 2mi Jq (R—¢)et? — 2 i €)e

f(z)

Osserviamo che la funzione integranda e uniformemente continua sia rispetto
ad € che a #. Quindi possiamo passare al limite per ¢ — 0T sotto il segno di
integrale.
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2.10 Teorema degli zeri

Una importante conseguenza che ricaviamo ora dalla sviluppabilita in serie di
potenze delle funzioni olomorfe & quello che si chiama il teorema degli zeri, che,
in sintesi, ci dice che localmente una funzione olomorfa si comporta come un
polinomio.

Richiamiamo alcuni concetti topologici.

Definizione 2.41. Un insieme E C Q aperto di C si dice che é composto di
punti isolati se Vzo € E | esiste r > 0 tale che EN B.(20) = 2p.

Definizione 2.42. Un insieme E C C si dice connesso se per ogni A C E tale
che A ed E\ A sono aperti nella topologia indotta, allora A =0 oppure A= FE.

Teorema 2.43 (Teorema degli zeri). Sia Q aperto connesso di C. Sia f € H(QY)
non identicamente nulla. Allora gli zeri di f sono isolati. Inoltre, se zy € ) €
uno zero per f, allora esiste un naturale m > 1 e una funzione g € H(QY) tale
che:

f(z)=(z—20)"g(2) , g(z0) #0. (2.12)

Cioe f si puo fattorizzare localmente come un polinomio per una funzione
olomorfa che non si annulla.

Dimostrazione. Introduciamo i seguenti insiemi: per ogni m =0, 1,2, ... sia
Np={z€9 | f™(z) =0}

cioe l'insieme degli zeri della derivata m-esima. Questo & un chiuso perché e
I'insieme degli zeri di una funzione continua (f ha infinite derivate e queste
sono tutte funzioni olomorfe, in particolare sono continue). Chiamiamo

+oo
N = ﬂ N,,
m=0

anche N ¢ chiuso.
N={zeQf™(z)=0,¥ym=0,1,2...}

Ora facciamo vedere che N ¢ anche aperto. Sia zg € N. Allora esiste r > 0 tale
che B, (z9) C Q (perché Q & aperto), e la serie

Jio S (20)

m! (2= 20)"

m=0
converge nella palla aperta e ha somma f(z). Ma visto che zy € N, si ha:

—+o0

f(z)zZOzO, Vz € Br(2p) .

m=0
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Quindi anche le derivate di f sono zero in tutta questa palla:
™ (2) =0 ,¥m,V¥z € B,(2)

dunque B,.(zp) C N. Cioé ogni punto di N & interno a N, ovvero N & aperto e
chiuso. Quindi, dato che Q ¢ connesso, N = () oppure N = Q. Se N =Q, f &
identicamente nulla, contro I'ipotesi. Quindi vale N = §); cio¢ per ogni z9 € Q
esiste m =0, 1,2, ..., k tale che

FM(z0) £0 , fP(2) =0, Ve<m.

Cioe se fissiamo un punto zp, li ¢’¢ almeno una derivata che in quel punto non si
annulla (sia m il primo ordine di derivata per cui si verifica questa condizione).
Esaminiamo la serie di Taylor di f centrata in zq:

Quando z # zp, possiamo dividere per (z — z9)™ da tutt’e due le parti. Quindi
poniamo:

f(2)

m quando z # zg

9(=) =19, o
Z fT('ZO)(z — 20)"™™  quando |z — z| <7
k=m ’

g(z) & definita fuori dal punto zy come:
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ed & una funzione olomorfa in Q\ {zp}. Nella palla B,.(zg) & definita come:

+o0 (k)
> ! k(l@ (z—z0)"™
k=m ’

Nella palla bucata B,(z9) \ {20} le due definizioni sono coincidenti. Quindi g,
nel complesso, ¢ univocamente definita ed ¢ olomorfa.

(m) (4
geH®) e gla) =L g
m!
Moltiplicando per (z — z¢)™ otteniamo:
f&)=(z—-20)"g9(z) , Vzel.

Per continuita si trova p,0 < p < r tale che g(z) # 0 in B,(20), quindi in B,(20),
f si annulla solo in zy. Cioe zg € un punto isolato.

Corollario 2.44 (Principio di unicita). Sia Q connesso ed f,g € H(S). Se
E={zeQ|[f(z) =g(2)}
ha almeno un punto di accumulazione in ), allora f = g (coincidono).

Dimostrazione. La dimostrazione & immediata: si applica il teorema degli zeri
a f — g. Consideriamo la funzione f — g, la quale & olomorfa. Allora f —g o &
identicamente nulla (e allora segue la tesi) oppure f — g ha solo zeri isolati. Se
f — g ha solo zeri isolati, significa che E non ha punti di accumulazione. O

2.10.1 Determinazione olomorfa della radice m-esima

Osservazione. Calcoliamo la radice m-esima di 1+ ¢, con ¢ reale, |t| < 1. Si
trova la nota formula di Taylor:

Vi+t= g (’}})tk (2.13)

dove il coefficiente binomiale generalizzato ¢ dato da

(a) ala—1)... (a—k+)

k)~ !
Consideriamo la serie in (2.13) come funzione di una variabile complessa

m(2) = io (%)Zk ) (2.14)

k=0

Questa converge nella palla di centro 0 e raggio 1. Nel caso reale, z =t questa
serie produce una radice m-esima di 1+4¢. Verifichiamo che la funzione r,,(z) ha
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lo stesso effetto. Sappiamo che nel campo complesso, per ogni numero diverso
da 0, troviamo m radici distinte. Se abbiamo radici di un numero che dipende
da un parametro, otterrd m funzioni distinte di questo parametro. Mostriamo
che la funzione r,,(z) ci da una radice m-esima di 1 + z, quando |z| < 1 ed & al
tempo stesso olomorfa.

Proviamo che (r,,(2))™ = 14z, Vz € B1(0). Prendiamo ©Q = B;(0) (aperto
connesso), e prendiamo f(z) =1+ z € H(Q2), e poi considero:

9(2) = (rm(2))™ € H(Q)
Ma quando z =t € R, f(z) = g(z), Vz € B1(0) N {Im(z) = 0} , cioe:

E={2eQ]f(2) =9(2)}

ha infiniti punti di accumulazione dentro . Quindi f = g.

Osservazione. Se zp € uno zero di una funzione olomorfa non identicamente
nulla possiamo scrivere:

f(z) = (2= 20)"g(2)
con g(zp) # 0. d’altra parte:

9(2) = g(20) + O(|z — 20])

quindi:
f(z) = 9(20) (2 = 20)™ + O(|z — 2| ™) .

Questa formula ci dice che il comportamento in vicinanza di uno zero di una
funzione olomorfa & lo stesso di un polinomio: cioé una potenza di (z — zp).
Quello che resta € un infinitesimo di un ordine superiore.

Questo serve per arrivare ad un teorema che da un’informazione topologica sulle
funzioni olomorfe, il quale & legato al teorema degli zeri che abbiamo appena
visto: il teorema della mappa aperta.

2.11 Teorema della mappa aperta

Teorema 2.45 (Teorema della mappa aperta). Sia € aperto connesso. Sia f €
H(Q) non identicamente costante.

Allora f : Q — C & una mappa aperta (cioé un’applicazione che trasporta aperti
in aperti).

Dimostrazione. Si deve dimostrare che YU aperto in Q, f(U) ¢ aperto in C.
Sara sufficiente dimostrare che

Vzp € Q, esiste r > 0 tale che Vp < r, f(B,(2)) € aperta (dato che ogni aperto
di © & unione di palle aperte, ci bastera dimostrare che per palle aperte suffi-
cientemente piccole 'immagine & aperta).

41



Analisi Complessa

Prendiamo due casi prototipo.

Primo esempio. Sia f tale che in un punto zy verifichi f’(z9) # 0. Se prendia-
mo un punto vicino a zg, li la derivata & diversa da zero e quindi, per l'inverti-
bilita delle funzioni olomorfe, esiste tutto un intorno di zg su cui f ¢ invertibile
(come funzione olomorfa); anche I'inversa & olomorfa, in particolare I'inversa &
continua, quindi la funzione di partenza € una mappa aperta in vicinanza di zg.

Secondo esempio. Per una potenza f(z) = (z — 2¢)™, l'unico punto dove
/' pud annullarsi & zg. esaminiamo "immagine di un intorno di zg:

F(By(20)) = {f(2)|z =20 +te®, 0 <t < p,0< 6 < 2n}

f(By(20)) = {t™e™0<t < p,0<0 <21} = B,m(0) .

Quindi f trasforma intorni aperti di zg in intorni aperti di 0. In conclusione
f(z) = (2 — 20)™ & aperta.

Ora mettiamo insieme questi due esempi e trattiamo il caso generale.

Sia zg € Q. Se f'(z0) # 0 , abbiamo appena visto che 3r > 0 tale che
B..(z0) C Qs e fiB, (=) ¢ invertibile con inversa f~! olomorfa e quindi f(B,(z0))
e aperto Vp < r.

Sia viceversa f'(z9) = 0. Consideriamo f(z) — f(20), la quale & una funzione
che si annulla in zg; quindi si scrivera come:

f(Z)—f(Zo) = (Z_ZO)mg(Z) ’ m:2737'“ € g(ZO) 7é0

9(z) =g(z0) + h(z) con h(z)=0 e he H(Q)

o) = o) 1+ 215 )

9(z0) ha m radici m-sime distinte: ne scegliamo una, p. Il secondo fattore ¢ 14+
qualcosa di piccolo: abbiamo visto prima che anche questo possiamo esprimerlo
come una potenza m-esima. Inoltre se z — zy e sufficientemente piccolo, poiché
h(z9) = 0, si ha:

quindi:

o= (o (55))

dove 7y, ¢ la funzione introdotta in (2.14), allora:

£2) = 16a0) = (s = 20)"p" (1 (522 ))m
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poniamo:

¢(2) =p (2= 20) Tm <gh((;0))>

¢ ¢ olomorfa e ¢(z9) =0, ¢'(z9) # 0 (perché r,,(0) vale 1)

f(2) = f(z0) = (6(2))" (2.15)

Ovvero f(z) — f(z0) & ottenuta localmente come composizione della la potenza
m~esima con ¢ che ¢ invertibile. In conclusione, preso un intorno arbitrariamente
piccolo di zg, questo e trasformato da ¢ in un intorno di 0 che la potenza m-sima
trasforma in un nuovo intorno aperto di 0. O

Osservazione. Gli argomenti nella precedente dimostrazione ci permettono
anche di stabilire che se f ¢ olomorfa invertibile allora f’ non si annulla mai.
Infatti se f’ si annullasse in zg, in un intorno di questo punto f si pud rappre-
sentare come in (2.15) con m > 2 e quindi non ¢ invertibile.

Un’altra conseguenza della formula di rappresentazione locale (2.12) & la se-
guente variante del principio di unicita.

Corollario 2.46 (Principio di unicita II). Sia Q aperto connesso, f € H(2).
Se esiste zg € § tale che VN = 1,2, ... esistono cy >0, vy > 0 tali che:

[f(2)] S enlz =20 . V2 € Bry(20)
allora f é identicamente nulla.

Dimostrazione. Se f non ¢ identicamente uguale a 0, allora zy € uno zero isolato
per f ed esiste m intero > 0 tale che:

fz)=(2=20)"g(2) , g(20) #0 , g€ H(Q)
per il teorema degli zeri. Usando l'ipotesi:
(2 = 20)"9(2)| = |f(2)| < enlz = 20|Y , Vz € Bry(20)
ora preso z # zg e dividendo per |z — 2zo|™ :
l9(2)] < enlz — 2|7
che & vera VN,Vz € B, (20),z # z9. In particolare, preso N > m, si ricava che

lg(z)] = 0 per z — 2.
11 che & assurdo perché g verifica g(zg) # 0. O
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2.12 Principio del massimo modulo

Teorema 2.47 (Principio del massimo modulo). Sia  un aperto connesso,
f e HQ), e sia M =supg |f| .
Se esiste zg € Q tale che |f(z0)| = M, allora f & costante.

Quindi, se prendiamo f € H(Q2) non costante, ¥z €

| (z0)| < sup|f].
Q

(e se esiste un punto di massimo interno, allora la funzione f & costante)

Dimostrazione. Sia A = f(€Q). f & una mappa aperta, quindi A ¢ un aperto di
C. Consideriamo ora
M =sup{|w|:w € A},

allora A C Bjs(0). Supponiamo che |f(z0)] = M. Sia ( = f(z9) € A. ¢ ha
modulo M, quindi ¢ € 0By (0). Essendo A aperto, 3p > 0 tale che B,(¢) C A.
Quindi B,(¢) contiene sia punti dentro la palla di raggio M sia punti al di fuori
di essa. Questi punti esterni violano la condizione A C By (0).

B, (C)
€ o
B, (0)
7
0
Piu in dettaglio, si ponga
¢ = % (M+§) € B,(() .
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Facciamo vedere che ¢’ dista £ da ¢.

/ ¢ P ) ¢p
—(==(M+=-M)===
== gy (M5 M2
dunque, se prendiamo il modulo:
I P
¢ —¢l=2.

Dacui (' € B,(¢) C A, ma ¢’ ¢ By (0), il che contraddice A C B (0). Quindi
I'unica possibilita € che la mappa f sia costante e in tal caso tutta la mappa f
va in un singolo punto (cioé la mappa non & aperta). O

Con qualche cautela aggiuntiva, si puo formulare anche un principio di minimo
modulo.

Proposizione 2.48. (Teorema del minimo modulo)
Sia Q un aperto connesso, f € H(§2)
Se esiste zg € Q tale che |f(z0)| = infq |f| > 0, allora f é costante.

Dimostrazione. Se infq |f| > 0, & definita g = % e g € H(Q). Allora a g si puo

applicare il principio del massimo modulo.

9z0)] = : 4
9(z0)| = = - =suplg
If(20)] infolf] o
Quindi g e costante. Allora anche f & costante. O
Osservazione. Nella circostanza in cui infg |f| = 0 non si puo dire niente.

Infatti basta prendere f(z) = z in Q = B1(0). f non & costante, eppure |f(0)| =
0 = infq |f(2)].

2.13 Teorema di Liouville

Definizione 2.49. Le funzioni f € H(C) si dicono funzioni intere (intere nel
senso che sono definite sull’intero piano).

Teorema 2.50 (Teorema di Liouville). Sia f intera. Se f é limitata (la sua
immagine é un insieme limitato), allora é costante.

Dimostrazione. Sia M = supg |f| < oo . Come conseguenza della formula di
Cauchy, Vzo € Ce Vr >0

[/ (z0)] < ( sup |f|> -%S%—m

9By (z0) r

r positivo arbitrario. Mandiamo r — oo, quindi f & costante (infatti, essendo f
¢ olomorfa, se non fosse costante, f’ avrebbe zeri isolati). O
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Diamo una dimostrazione del teorema fondamentale dell’algebra usando il teo-
rema di Liouville.

Teorema 2.51 (Teorema fondamentale dell’algebra). C é algebricamente com-
pleto. Cioé, ogni polinomio

N
p(z) =) ar",
k=0

di grado N > 1 (any #0 ), ha almeno una radice.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che p(z) # 0, Vz € C. Posto

si ha che anche f ¢ intera (f € H(C)). Facciamo vedere che questa funzione f
¢ limitata: |f| € una funzione continua su tutto C. E’ sufficiente far vedere che
| /| = 0 all’infinito per ottenere che f & limitata.

N-1
p(z) =anzN + Z apz”
k=0

p(2)] > lanz"] ~

= an||2Y (1 -

N-1
E akzk
k=0

N
2~ Jan[2]

)

e, poiché
S apek
> otz | 0
2~ Jan[[2]

per |z| — oo, si ha:
p(2)] > lanl[z[V (1 +o(1)) = +00
per |z| = oco. Quindi:

1
lim 2= ———7—=0
\z\—mo'f( ) lim [p(z)]
|z| =00

Pertanto | f| ¢ una funzione C(C), infinitesima all’infinito e quindi limitata. Inol-
tre f & olomorfa, quindi (per il teorema di Liouville) segue che f & costante.
Allora anche p e costante, cioe p ha grado 0. Assurdo. O

Generalizziamo questo risultato.
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Proposizione 2.52. Sia f intera (f € H(C)) tale che esistono C, R >0 ed N
intero positivo tali che

If() < CnlY Yzl 2 R

(cioé supponiamo che f non cresca pit rapidamente di un polinomio) allora é
un polinomio di grado al piu N.

Dimostrazione. Fissiamo zg € C , r >0

(N +1)!
p g < EDL L g iy
| (z0) ri+ aBr(zo)| |

Se si sceglie 7 > |zg| + R risulta (per la disuguaglianza triangolare) che Bg(0) C
B, (zp). Di conseguenza 0B, (z) ¢ esterna a Br(0), cio¢ Vz € 0B,(z) si ha
|z] > R. Quindi, Vz € 8B, (z) :

[f(2)] < Cnlz|™
ma |z| si maggiora cosi:

2| <[z = 20| + [20] = 7 + |20]

Allora:
sup | f] < On(r+|20])"
OB, (20)
Quindi, risostituendo:
(N +1)!
FV (z0)| < =it - swp |f
POl St s 1]
(N+1)!

S N 'CN(T+|Z()DN—>O per 1 — 0o
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Proposizione 2.53 (Versione alternativa del teorema di Liouville). Sia f €
H(C) non costante. Yw € C, 3{z,} C C tale che f(z,) — w.

Dimostrazione. Se w € f(C), non c¢’¢ nulla da dire, perché: sia z tale che
1

f(z) =w. Allora z, = z + o

1
Supponiamo che w ¢ f(C), allora g(z) = W , g € HC) , g non co-
z) —w
stante (perché f non & costante). Per Liouville g non ¢ limitata. Allora Vn € N,
3z, tale che |g(z,)| > n. Quindi:

B

e

1
|f(zn) - w‘ < E
Quindi f(z,) — w. O

2.14 Convergenza uniforme e successioni di fun-
zioni olomorfe
Definizione 2.54. Sia Q) aperto di C. Sia {f,} una successione di funzioni qua-

lunque definite su ). Si dice che la successione converge uniformemente sui compatti
a una funzione f se per ogni sottoinsieme compatto K di Q si ha:

sup [ fn — f| =0
K

per n — Q.

Teorema 2.55. Sia {f,} C H(Q) tali che f,, converge uniformemente sui com-
patti a una funzione f. Allora f € H(Q) e inoltre {f]} converge uniformemente
sui compatti a f’.

Dimostrazione. Prima parte: Sia D aperto con frontiera regolare a tratti tale
che D C Q. Quindi D & un compatto contenuto in 2. Per la formula di Cauchy:

fu(z)dz=0 , Vn
oD
Poiché D C D, f, converge uniformemente su 9D, quindi si pud scambiare
limite ed integrale. Quindi, per il teorema di passaggio al limite sotto il segno
di integrale:
f(z) dz = lim fn(2)dz=0
oD n— JoD
Per il teorema di Morera f ¢ olomorfa. Seconda parte: Facciamo vedere che c’e
la convergenza punto per punto delle derivate prime. Se zg € 2 e r > 0 tale che
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B, (z9) C Q allora consideriamo f(z) — fn(2) ; questa & olomorfa in € e quindi
possiamo usare la stima per le derivate prime:

1

|f'(z0) = fr(20)] < a%i?ii) Ilf — fal- s 0

per n — oo. Infatti la frontiera della palla € un compatto dentro Q e quindi,
in virtu della convergenza uniforme, quel massimo tende a 0. E quindi almeno
puntualmente c’e la convergenza per le derivate prime. Specializziamo la cosa
e facciamo vedere che c’e la convergenza uniforme sui compatti. Sia K C €2
compatto , allora Vzp € K sia r(zg) > 0 tale che:

Br(zo) (2’0) c N

Allora
K C B (Zo)
z()LEJK 2
Ma K & compatto, quindi da questo ricoprimento di K possiamo estrarre un
sottoricoprimento finito.
Jz1, 2 € K

tali che:
M

K C U Br(zzm)(zm)

m=1

Allora Vz € K , 3m € {1, ..., M} tale che
z € B?‘(zm) (Zm)

2
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Preso
S B?“(Zm) (zm)

2
[f'(z) = fa(z)l < max " |f = fnl

T OB (e (
2

2 max_|f — fal

<
T(Zm) BBT(zm,)(Zm)

Con queste palline ricopriamo tutto K, quindi:

2
/ /
_ < _
Izne%?('f(z) Il = me M 7(2m) 48Br(r?:)x(zm)|f I

Per n — oo quest’ultimo membro tende a 0.

Quindi abbiamo ottenuto che sul compatto arbitrario K le derivate prime con-

vergono uniformemente.
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Capitolo 3

Singolarita isolate

3.1 Singolarita rimovibili, polari, essenziali

Definizione 3.1. Sia Q C C aperto e sia zg € Q. Se f € H(Q) \ {#0}) si dice

che zp € un punto di singolarita isolata per f.

Esempio. 0 ¢ singolarita isolata per f(z) = —.
z

Ci sono pero funzioni che si definiscono su un insieme bucato in un punto e

pero si possono estendere come funzioni olomorfe anche a quel punto.

Definizione 3.2. Se f € H(Q\ {z0}) si puo estendere al punto zy in modo
che f risulta olomorfa in Q si dice che zg € punto di singolarita rimovibile (o
eliminabile ).

Esempio. f(z) = sin(z) ¢ definita per z # 0, ma se la si estende ponen-
z

do f(z) = 1 per z = 0 risulta olomorfa ovunque. Infatti, f cosi estesa &
rappresentabile in seri di potenze:

n2n

2n—|—1

OM%%

Teorema 3.3 (Criterio di r1mov1b1hta) Sia f € HQ\{20}). Sed M,r > 0 tali
che By(z0) C Qe |f(z)] < M ,Vz € Br(20) \ {20} allora zy € una singolarita
rimovibile.

Dimostrazione. Introduciamo una nuova funzione

g(z) = {f(z) (2 —20)? quando z # 2

0 quando z = zg
g € H(Q\ {20}) ma & anche derivabile in senso complesso in zg, perché:

19(2) — g(20)| SM|Z—Zo|2 =0
|Z—Z(]‘ |Z—Z()‘
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Conclusione: g ¢ derivabile in senso complesso in tutti i punti di 2, quindi g €
H(Q) (teorema di Goursat: g € C1).
Quindi & rappresentabile in serie di potenze e per |z — zg| < p < r vale:

+oo
9(z) = enlz —20)"

n=0

Pero sappiamo anche che:
l9(2)] < M|z = z|?

quindi i primi due termini della serie devono essere necessariamente 0 (perché
Pordine di zero di g & almeno 2).

—+oo

9(2) = (2= 20)* Y _ chralz — 20)"

k=0

Allora definiamo I'estensione di f come:

fz) = {f(z) quando z # zy

Co quando z = zg

la quale avra rappresentazione

+o00o
F(2) =) eryalz—20)* , [z—20| <p
k=0

Questo ci dice che la singolarita e rimovibile. O

Se prendiamo con k = 1,2,..., osserviamo che queste sono funzioni

z— zp)k
che hanno singolarita non rimovibili, il cui modulo diverge avvicinandosi al
punto di singolarita. Ci domandiamo se questo & il comportamento tipico in
una singolarita non rimovibile. Negli zeri abbiamo visto che il comportamento
di una funzione olomorfa ¢ quello di una potenza positiva di z — zg. Per le
singolarita, abbiamo una suddivisione in tre possibili tipi di comportamento.

Teorema 3.4. Sia f € H(Q\ {20}), 20 € Q. Si danno tre casi:
1. zp ¢ una singolarita rimovibile.

2. 2y € una singolarita polare, ovvero 3 cy1,....,¢,, € C con ¢, # 0 tali
che

fo) =3 2 (3.1)

< (2 — 20)"

m
k=

ha una singolarita rimouvibile.
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3. 20 ¢ una singolarita essenziale ovvero: ¥r > 0 tale che B,.(zp) C Q

f(Br(20) \ {20})

e un insieme denso in C.

Nota: Ovviamente 3) ¢ esclusiva delle altre due. Se zp ¢ una singolarita rimo-
vibile, f si estende in modo olomorfo a quel punto; quindi se ci stringiamo in
vicinanza di quel punto, I'immagine di un intornino sempre piu stretto sara un
intornino sempre pil stretto nell’immagine (qualcosa che non ¢ densa in C).

Se zg € una singolarita polare, la somma di potenze negative che compare in
(3.1) diverge in modulo quando z — zp. Quindi, se siamo in un intorno del pun-
to di singolarita, I'immagine & un intorno del punto all’infinito e quindi neanche
in questo caso si verifica la condizione descritta in 3).

Dimostrazione. Usiamo lo stesso argomento gia usato nella dimostrazione della
versione alternativa del Teorema di Liouville. Supponiamo che non valga la terza
condizione. Negando la condizione espressa in 3), si ha che esistono w € C,§ > 0
e r > 0 tali che:

F(2)—wl>6 , Vze Bu(x)\ {z0}

Prendiamo, per ogni z € B,.(20) \ {#0},

l9(2)] <

Per il teorema visto prima, g(z) ha una singolarita eliminabile in zp. Quindi,
estendendo opportunamente g in 0, otteniamo una funzione olomorfa la quale &
sviluppabile in serie di potenze:

+oo
g(z) = Z ar(z — z0)" .
k=0

Consideriamo il primo addendo non nullo. Sia m > 0 tale che
am#Z0 e ar=0 Vk<m

quindi abbiamo, come prima

+oo
9(2) = (z = 2)™ > sz — 20)"
k=0

e chiamiamo

“+o0
hz) =3 thm(z — 20)"
k=0
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che ¢ un’altra funzione olomorfa con la peculiarita che h(zg) # 0. Ritornando

alla f:
1 1

f(z)=w+ —w+ —
B =wt e =T G k)
1
h(z) non si annulla in zp quindi m ¢ ancora olomorfa in un intorno di zg;
z
quindi definiamo:
1 = 1
k(z) = = bp(z — by = 0
(2) 8 kZ:O k(2 —20)" , bo 7o) #
) =wt ()
Z)=w+ — - k(z
(z — z0)™
1
= ——— - ( by +b1(z — ceo (2 —20)™ + ...
w+(z—zo)m ( bo+0b1(z—20) + .o +bim(z —20)" + ... )
b() bl bmfl
= ciot ——— + by, + b, —
w+(z—z0)m+(z—z0)m—1+ +(Z_ZO)+ + bmy1(z — 20) +

quindi possiamo raccogliere questa espressione in due addendi: uno che ¢ una
somma finita di termini con potenze negative e poi una serie di potenze nonne-
gative (w lo possiamo accorpare con by, ).

Cm, Cm—1 &1

- (z — ZO)m + (Z _ Zo)m_l +.o+ m +[(w + bm) +bm+1(z - Z()) + ]

m pud essere anche 0 (perché g potrebbe non annullarsi) e allora non ci sono
neanche i primi termini singolari.

Quindi, o c’¢ una singolarita polare, se m > 1, oppure si parte direttamente
dalla serie di potenze (m = 0) e abbiamo una singolarita rimovibile. O

3.2 Serie di Laurent

Consideriamo una somma della seguente forma, detta Serie di Laurent,

+oo
E anz"

n=—oo

intesa come somma delle due serie

4o —1 +o00 1 k
(p) Z anz" e (n) Z anz" = Z a—j ()
n=0 n=-—00 k=1 o

La serie (p) avra un raggio di convergenza R , 0 < R < oco. Posto w = %, la

serie
+o0
E a_kwk
k=1
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avra raggio di convergenza S , 0 < S < co. Quindi

-1
E anz"

n=—oo

convergera per |z| > % Quindi, mettendo insieme queste due serie (p) e (n),
abbiamo un oggetto che ha senso quando |z| verifica simultaneamente le due
condizioni |z| < R e |z| > £. Quindi I'insieme di convergenza della serie di

Laurent
—+oo
E anz"

n=-—oo

¢ I'insieme vuoto o una corona circolare, che potra essere una corona circolare
degenere se R o S & co.

Se l'insieme dei punti z che verificano la condizione % < |#| < R & non vuoto,
all’interno di questa corona circolare la somma della serie ¢ effettivamente una
funzione olomorfa, in quanto limite uniforme sui compatti delle somme parzia-
li. Quindi possiamo anche derivare termine a termine all’interno della corona
circolare, quante volte vogliamo. In particolare:

d “+oo “+o0
dz( Z anz”> = Z Nay 2"t

n—=—oo

3.3 Rappresentazione in serie di Laurent

Da un altro punto di vista: partiamo da una funzione olomorfa in una coro-
na circolare, vediamo se possiamo rappresentare questa funzione come serie di
Laurent. Premettiamo un lemma.

Lemma 3.5. Sia g € H(Bgr(20) \ By(20)) , con 0 < p < R < 4o00. Allora

Vr € (p, R)
/ 9(z)dz
8Br(z())

Dimostrazione. Siano rq1,79 tali che p < r; <19 < R. Sia

e indipendente da r.

G= BTz (ZO) \ BTl (Zo)

abbiamo che G C Bg(20) \ B,(20), quindi per l'identita di Cauchy

/BGg(z)dz =0.

La frontiera di GG, orientata positivamente, ha la circonferenza esterna orientata
nel verso antiorario e quella interna orientata nel verso orario:

oG = 8BT2 (Zo) — 8BT1 (Zo)
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allora:
0= / g(z)dz = / g(z)dz — / g(z)dz
oG 8By, (20) 9By, (20)
quindi:
9(z)dz
9B, (z0)
¢ indipendente da 7. O

Teorema 3.6 (Teorema di rappresentazione in serie di Laurent). Sia f €
H(BRr(20) \ By(20)) con 0 < p < R < 4o00. Allora f si rappresenta in serie
di Laurent:

400

f@ =Y anlz—z)"

n=—oo
dove i coefficienti a,, sono dati da:

1 f(©)

" 2w Jop, (z) (C— 20)7H ¢

vre(p,R) , YnezZ

a

e la serie di Laurent converge nella corona: Br(zo) \ By(20)-

Nota 1: Se p = 0 si intende Bg(2q) \ {20}
Nota 2: a,, dipende solo dall’indice n e da f (non da r) per il lemma precedente.

Dimostrazione. Preso z € Bg\ B,. p <711 < |2| <72 < R. Per la formula di

Cauchy:
s i, 1)
Fz) = 27i </,33T2(ZO) ¢— ch /aBT1 (z0) & — Zd<>

56



Singolarita isolate

Trattiamo il primo integrale come nel teorema di rappresentazione fatto per la
serie di Taylor. Dal secondo integrale, invece, si ricavano i termini con potenze
negative. Consideriamo allora:

1 f(©)

2w 8B, (z0) C — %

d¢

b f(©)
2mi /aﬁz,1 (20) (€ —20) — (2 — Zfo)dC

A questo punto, invece di raccogliere ({ — 2g), raccogliamo (z — zp):

1 GRS (C—Zo>k
T 2mi /8B7‘1(ZO) (z — 20) Z z— 20 dc

k=0
_ioi FOC - 20)F de — 2
- = 271 JoB,, (z0) =0 (z — 29)FH1

Ponendo n = —(k + 1):

> L 1©) .
- n;oo 2mi /aBT1 (20) W d¢ (z — 20)

-1

= Z an (z—z)"

n—=—oo
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Proposizione 3.7. Sia f € H(Bgr(z0) \ {20}) e sia
“+o0
f2)= Y an(z—2)"
n=—oo
il suo sviluppo di Laurent. Si ha quanto segue:
1. zy é una singolarita rimovibile se e solo se a, =0 , Vn < 0.

2. zg € un polo se e solo se esite un m < 0 tale che a,, #0 ea, =0Vn < m.

3. zg € singolarita essenziale se e solo se esitono infiniti indici negativi n tali

che a, # 0.

Diamo ora qualche esempio.

Esempio 1.

cos(z) — 1
1) sil(rl()z4)
Che singolarita ha nel punto z = 07
2 4
cos(z)—lz—?—l—z—

Invece 1
sin(z?) = 2% — 23—' o=z k(2) con  k(0)#0
allora ()1 )
cos(z) —
f(z) = “en(sh) ?9(2)

con g(0) # 0 e g(z) = ap + a1z + ... , quindi z = 0 & un polo di ordine due,
poiché:

_cos(z)—1 ap a1
1(z) = sin(z4) 22 * z ozt
Esempio 2.
_ (sin(2))?
f(Z) - sin(zQ) z 7& 0
si osserva che
lim f(z) =1

quindi f(z) & limitata in un intorno di z = 0. Allora z = 0 & una singolarita
rimovibile.

Esempio 3. '
f(Z) — el/sm(z)
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Prima consideriamo:
1
g(w) =ew

“+oo
1 Z r _,
ew = —'w
n:
n=0

w = 0 singolarita essenziale. Cosa succede se questa funzione la componiamo
ulteriormente con sin(z) ?

f(z) = g(sin(z))

Vp >0, g(B,(0)\ {0}) & denso in C. sin(z) manda 0 in 0 ed & aperta. Quindi
Vr >0, sin(B,(0)) = U, , dove U, & un intorno aperto di 0. Quindi Jp > 0 tale
che U, contiene B,(0). Di conseguenza:

F(B(0)\ {0}) = g(U\ {0}) 2 g(B,(0) \ {0})

e denso in C, quindi 0 & una singolarita essenziale.
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Capitolo 4

Calcolo dei residui

Osservazione. Prendiamo un dominio G con frontiera regolare a tratti e sia
zp € G. Preso n € Z si ha:

1 dz
1 — -_— = Ind Z = ]_ sen = 71 ;
97 (z — 20)"dz =  2mi /SG (z — 20) a6(20)
e 0 sen#—1.

Infatti, per n # —1, (2 — 20)" ¢ la derivata (a meno di un fattore) di =25
Quindi abbiamo l'integrale su un cammino chiuso di una derivata e questo &
= 0. L’unico caso in cui (z — zp)" non ¢ la derivata di un’altra potenza & quando
n = —1. Quindi

1

1
— — d
; G(z 20)"dz

¢ particolarmente significativo. Se abbiamo una funzione olomorfa con varie
singolarita isolate, quello che effettivamente conta nel calcolo degli integrali sono
i coefficienti di indice —1 nello sviluppo locale di Laurent fatto sulle singolarita
isolate.

Definizione 4.1. Sia f € H(Q\ {#0}), sia:

“+o0

f(z) = Z an(z — z0)"

n—=—oo

lo sviluppo di Laurent di f centrato in zo. Sia r > 0 tale che B,(z) C Q.
Chiamiamo residuo di f in zy il numero

Res(f,20) = a1 = —— F(Q)dc

27Ti 8BT(zo)
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4.1 Teorema dei residui

Teorema 4.2 (Teorema dei residui). Sia f € H (Q\{z1,..., 2 }). Sia G aperto
con frontiera regolare a tratti tale che G C Q e z1, ..., 2z, ¢ 0G. Allora si ha

1
271 oG

F(Q)d¢ =Y Res(f, z)

z2L€G

Dimostrazione. Se z; € G, Ir > 0 tale che B,.(z;) C Gj siccome z1, ..., 2 sono in
un numero finito, possiamo prendere 7 che va bene per tutti i punti di singolarita
interni a G.

61



Analisi Complessa

Poniamo

D:G\ U Br(zz)

z; €G

e osserviamo che € un aperto con frontiera regolare a tratti. Quindi

1
— d¢=0
w7 [, S0
e sappiamo che, se z;,,...,2;, sono i punti di singolarita interni a G
0D = 0G — 0B, (2j,) — ... — 0By (zj)
allora
S roi =Y oo [ o = Y Resthz)
- = e = es\J, %i
27T’L aG 2eG 271'2 aBT(zi) 2eG
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4.2 Regole di calcolo dei residui

Polo del prim’ordine. Supponiamo che f abbia una singolarita polare di
ordine 1 in zg, avremo quindi uno sviluppo di Laurent cosi fatto

f(z)=a_1(z — 29)~ Zan

se moltiplichiamo ambo i membri per z — zg, otteniamo
a_1=(z—2)f E an(z — 2)" !

da cui

Res(f,z0) = lim [(z — 20) f(2)] .

zZ—r 20

Polo del prim’ordine, regola pratica. Se f si scrive

_ 9(2)

dove ¢, 1 sono due funzioni olomorfe in un intorno di zg, tali che ¢(z9) # 0 e 2o
¢ uno zero del prim’ordine per v, allora si calcola:

Res(f, 20) = Jim {(z _ ZO)Z((zﬂ _

o ¢(z) | _ (=)
= lm EE0C) | T ()

Polo d’ordine m > 1. Supponiamo che f abbia una singolarita polare di
ordine m > 1 in zgp, in questo caso avremo uno sviluppo di Laurent cosi fatto

fR)=a_m(z—20) "+ ...+a_1(z — 20)" +Zanz—zo

moltiplichiamo ambo i membri per (z — 2z9)™,

+oo

(z—20)"f(2) =am+ ... Fa_1(z — 20)™ + Z an(z — 29)™t"
n=0
quindi in questo caso a_ € il coefficiente di ordine m — 1 nello sviluppo di Taylor
della funzione g(z) = (z — 29)™ f(z), ovvero
o = 9" (20)

YT m =)

in altri termini
1 dmfl

Res(f,z0) = Zlgleo (m— 1) o1 ((z —20)"f(2))
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4.3 Integrali impropri e calcolo dei residui

Teorema 4.3. Siano z1,...,zx punti con parte immaginaria positiva e sia
[ olomorfa nell’insieme {z € C|Smz > 0} \ {#1,...,2K}. Supponiamo che
esistano o, R > 0 tali che:

[f() < Clel 77", V2R (4.1)

e supponiamo che f si estenda con continuita fino alla retta reale R = {Smz =
0} . Allora abbiamo:

+o0 K
/ f(z)dx = 2mi Z Res(f, zi) (4.2)
> k=1

Dimostrazione. Notiamo intanto che la condizione (4.1) garantisce la convergen-
za assoluta dell’integrale (doppiamente) improprio in (4.2). Si prende p > R, si
considera G, = {z € C|Imz > 0,|z| < p}. Abbiamo

G, = [—p,pl + 7

dove [—p,p] & lintervallo in R e A/j ¢ la semicirconferenza di raggio p nel
semipiano {Smz > 0}. Si osserva che per (4.1) si ha

|/ f(2)dz] < Cp™%m — 0 per p = ©
+
~

P

e quindi

“+o0

/ f(z)dx = lim f(z)dz .

—o0 p—r0 oG,
Applicando il calcolo dei residui a f integrata su 9G, si ottiene la tesi. O
Esempio.

1
&)=

questa funzione verifica la condizione (4.1) e ha due sole singolaritad nei punti
i, —1, € solo i & nel semipiano superiore. Quindi

+oo 1

— 00

Nel seguito tratteremo integrali sulla retta di funzioni della forma g(z) =
f(x)e'*® con f che verifica un’ipotesi pitt debole della (4.1), per cui non & ga-
rantita la convergenza degli integrali impropri a +00 e —oco. Per questa ragione
introduciamo una nozione rilassata di integrale, che prende il nome di integrale
in valore principale dato dal seguente limite (se esiste)

“+o0 R
P.V./iOO g(x)dz:Rgrfm 7Rg(o:)d:v.
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Teorema 4.4. Siano z1,...,zx punti con parte immaginaria positiva e sia f
olomorfa in {z € C|Smz > 0} \ {#1,..., 2K} tale che:
max [f(z)] = 0 per R — +co . (4.3)

|z|=R , Smz>0

Supponiamo inoltre che f si estenda con continuita fino a {Smz =0} . Allora,
per ogni « > 0 esiste l'integrale in valore principale di f(x)e*** e vale:

+o0 K
P.V. / f(x)e"*®dr = 2mi Z Res(f(2)e™, z) .

- k=1
Facciamo precedere alla dimostrazione di questo teorema il seguente.

Teorema 4.5 (Lemma di Jordan). Sia g continua nell’insieme ottenuto da un
semipiano meno un semicerchio, cosi descritto

{z€C:8mz>0,|z| > Ry}
e sia g tale che

li =0

A A 90
Allora per ogni o > 0 wale:
lim g(2)e"**dz = 0
R=+00 J{jz1=R , Smz>0}

Dimostrazione del Lemma di Jordan. Sia

Mp = ax lg(z)] = 0

m
|z|=R , Smz>0
valutiamo:

/ g(2)e'*dz| <
{|z|=R , Smz>0}

< /W ‘g(ReiG)‘ e—aRsineRde <
0

< MR/ RefaRsinGdoz
0

ed, essendo il seno simmetrico pari rispetto a 7, si prosegue:

s

:2MR/2 RefaRsinGdo .
0

s

Dato che sinf ¢ una funzione concava in [0, %], si ottiene:

20
sinf > —
T
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pertanto

T aR20

§2MR/2R67 T df =
0

/ g(z)e"**dz
{|z|=R , Smz>0}

e cambiando variabile t = R6:

@ a2t
:2MR/2 e ™ dt<
0

allargando 'intervallo di integrazione:

n a2t

oo _

§2MR/ e T dt<
0

<" Mr 0.
(6%
O

Dimostrazione del Teorema 4.4. Analogamente a quanto fatto nel Teorema 4.3
si considera Gg = {z € C|Smz > 0, |2| < R} e abbiamo

8G(R = [_R7 R] + ’Y}-i%_
Possiamo applicare il lemma di Jordan:

N f(2)e'**dz

Tr

—0 per R— 400

e otteniamo che:

R K
lim /R f(z)e™**dx = QWiZ Res(f(2)e™, z1,) .
- k=1

R—+o00

4.4 Funzioni meromorfe

Definizione 4.6. Una funzione ¢ : § C C — C U {00} si dice meromorfa se
per ogni zg € ), esiste un intorno U di zy e due funzioni f,g € H(U), g # 0

tali cheqS:é suU.

Osservazione. Una funzione ¢ ¢ meromorfa in {2 se e solo se ¢ ¢ una funzione
olomorfa con singolarita isolate solo polari.

Sia ¢ meromorfa in §2 non identicamente nulla, sia K compatto C 2. K contiene
un numero finito di zeri di ¢: z1, ..., 2y € un numero finito di poli: wy, ..., wg. Sia
m; la molteplicita dello zero z; (cioe, in vicinanza di z; si ha: ¢(z) ~ (z—z2;)"9),
sia pi Pordine del polo wy, (ovvero, vicino wy: ¢(2) ~ (z — wy) P*).
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Teorema 4.7 (Principio dell’argomento). Sia ¢ una funzione meromorfa in §Q
non identicamente nulla. Sia G C G C 2 un aperto con frontiera regolare a
tratti tale che OG non contiene nessun polo né zero di ¢. Sia N la somma delle
molteplicita degli zeri di ¢ dentro G e P la somma degli ordini dei poli in G.

Allora ) ,
LY@, N_p
2mi Joc ¢(2)
Dimostrazione. Se ¢ € meromorfa, anche % € una funzione meromorfa in €.

I poli in G della funzione meromorfa % sono gli zeri e i poli di ¢.
Se z; € uno zero di molteplicita m; per ¢.

¢(2) = am; (2 — 2;)™ (1 + 9(2))
dove g ¢ olomorfa in un intorno di zp € g(z9) =0
¢'(2) = mjam, (z — 2;)™ 7 (1 + h(2))
e anche qui, h & olomorfa in un intorno di zg e h(zg) =0
'(z m; 1+ h(z m;
q;((z)) B (z —sz) 1 iir- gEz; - (z —sz) (1+r(z))

dove, di nuovo, r & olomorfa in un intorno di zg e 7(29) = 0, quindi

Res (gg,zj) =m; .

Se wj & un polo di ordine pg:

3(2) = — B (1 4 g(2))

(z — wy, )P*

/ _ G—p, - (_pk) P
Y= et (1 HACD

dove, come sopra, g, h sono olomorfe in un intorno di zy e nulle in quel punto,

S e o,
(D)~ Gowy L TTED

dove, ancora, 7 & olomorfa in un intorno di zg e r(z9) = 0, quindi

Res <(Z,wk> = —pg .

L[ 9@, . N
271 Joa as(z)dz_;Reb(qs’ZJ)+ZR€5<¢’“”€>‘

k

In conclusione:
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4.5 Teorema di Rouche

Teorema 4.8 (Teorema di Rouche). Siano f,g € H(Q) e sia G C G C Q un
aperto con frontiera regolare a tratti. Sia N(f) il numero di zeri di f in G
(contati con le rispettive molteplicita) e sia N(g) il numero di zeri di g in G
(sempre contati con le rispettive molteplicita). Se vale

If =gl <|fl+1g] sudG (4.4)
allora
N(f)=Nl(g) .

Dimostrazione. Se vale (4.4), sulla frontiera di G si ha |f],|g| > 0, quindi né f
né g hanno zeri sul bordo. Posto ¢ = £, ¢ & una funzione meromorfa in  che
non ha né zeri né poli su OG. Utilizziamo il principio dell’argomento e proviamo

che: ) o
— [ Ca:=N()-N(g) .
57t Jo 02 =N = N9
Infatti , , , , ,
vy, (fg—f9> I
¢ f 9 fog
1 ! 1 ! 1 !
Y R R R B T
210 Jog @ 2mi Joc f 2mi Jog 9
Ora si tratta di valutare l'integrale sulla sinistra. Dividendo per |g| in (4.4):
¢ =1 <ol +1

0 — 1 < (|¢] + 1)
|§)? — 2Red 4+ 1 < |¢]? +2|p| + 1
Rep + |¢| >0 .

Posto ¢ = a+ib si ha che va? + b2 +a > 0 che & ovviamente verificata se b # 0.
Se invece b = 0 si ha |a| + a > 0 che & vera solo se a > 0. Pertanto

Red + |6| >0

¢ verificata se e solo se ¢ € C\ R™. Qui si intende: R™ = {z = = + 0]z < 0}.

Per continuita, esiste un aperto U tale che G C U C  per cui la condizione
¢ — 1] < |p| + 1 continua a valere. Questo significa che ¢(U) € C\ R™.
In C\ R~ abbiamo definito la funzione logaritmo principale, pertanto ¢ ben
definita la funzione ®(z) = Log (¢(z)) , z € U. Si ha che ® € H (U) e risulta

d'(z) = (Z((ZZ))' Quindi

_ 1 ¢ 1 / _
N(f) = N(g) = 5 BGEdZ*m' 8G<I>(z)dzf0

perché ®'(z) ¢ la derivata di una funzione olomorfa su un aperto che contiene
questo cammino chiuso. Allora N(f) = N(g). O

68



Calcolo dei residui

Osservazione. Nella pratica, si usa il teorema di Rouche per calcolare il numero
di zeri di una funzione f confrontandola con una funzione g i cui zeri sono noti.
In questa circostanza, risulta pitt conveniente verificare la condizione | f —g| < |g|
sul bordo, che ovviamente implica la (4.4).

Esercizio. Quanti zeri ha f(2) = 27 + 52 — 2 — 2 in |2| < 1?7 Scegliamo
g(2z) = 523, che ha un solo zero di molteplicita 3 in 0. Si ha:

If —gl=12"—2-2|<4<5=|g|se|z|=1.
Quindi su |z| =1 si ha |f — g| < |g|. Di conseguenza N(f) =3 in B1(0).
Vale la seguente proposizione.
Proposizione 4.9. Preso il polinomio p(z) = 2N +an_12V "1 +...+aq si ponga

M= max |a]
N-1

allora tutti gli zeri di p si trovano in Bpr41(0).

Dimostrazione. Si considera g(z) = 2"V e osserviamo che:
lgl = (M + 1) su 2] =M +1,

allora, se |z| = M + 1

N-1

> ot

k=0

e la tesi segue dal teorema di Rouché. O

lp—gl =

N-1
<N MM+ 1)F =M+ 1) —1<g]
k=0
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Capitolo 5

Funzioni armoniche

Prendiamo f € H(Q). Sappiamo che parte reale e parte immaginaria di f =
u + v sono legate dalle equazioni di Cauchy-Riemann:

Vp = —uy

Vy = Uy -

Sappiamo anche che una funzione olomorfa e differenziabile infinite volte e quin-
di anche parte reale e parte immaginaria avranno derivate parziali di ogni ordine.
Quindi possiamo derivare nelle equazioni di Cauchy-Riemann. In particolare:

Vzy = —Uyy

Upy = Ugg -

Eliminando v, si ottiene:

Ugg + Uyy = 0 .

Analogamente, si ha anche:

Vgz + Vyy =0 .

Le funzioni che verificano questa equazione alle derivate parziali del second’or-
dine costituiscono una notevole classe di funzioni che si chiamano funzioni
armoniche.

Definizione 5.1. Una funzione u € C2(2,R) si dice armonica se verifica

L’equazione (5.1) si chiama equazione di Laplace. operatore differenziale dato
da 9, + 9,7 si dice Laplaciano e si indica con A.
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5.1 Armonica coniugata

Se partiamo da una funzione olomorfa abbiamo automaticamente due funzioni
armoniche: la sua parte reale e la sua parte immaginaria. Rovesciamo la que-
stione: se partiamo da una funzione armonica, ¢ questa la parte reale di una
funzione olomorfa? Introduciamo intanto il seguente concetto.

Definizione 5.2. Presa u armonica in 2, una funzione armonica v si dice
coniugata di u se f =u+ iv € olomorfa.

Data una funzione armonica u, questa ¢ dotata di un’armonica coniugata v se
e solo se u,v verificano le equazioni di Cauchy-Riemann. Quindi, presa una
funzione armonica u, consideriamo il suo gradiente e ruotiamolo di 90 gradji;
se il campo vettoriale cosl ottenuto & ancora un gradiente, significa che esiste
un’armonica coniugata. Notiamo che se {2 ¢ connesso e se la coniugata esiste,
questa ¢ unica a meno di una costante additiva.

Esempio 1: u(z,y) =« , u = Re(z) e la funzione z — z & ovviamente olomorfa.
Quindi ¢’® un’armonica coniugata, ed & v(x,y) = y.

2

Esempio 2: u(x,y) = 2% — y? ¢ armonica perché la somma delle derivate

seconde pure da 0.
u(x,y) = Re(2?) e quindi v(z,y) = 22y & la coniugata.

1
Esempio 3: La funzione u(z,y) = 3 log(z2 + y?) & definita per (x,y) # (0,0).

Questa ¢ armonica. Osserviamo che si ha
A =40,0; = 40:0, .

Allora per calcolare Awu, conviene scrivere:

1 _
u(z,y) = log |z| = 3 log(2%)

e quindi

per ogni z # 0.

Quindi log |z| & una funzione armonica. E’ questa la parte reale di una fun-
zione olomorfa? Localmente si, perché fissato zy # 0 ep resa 7 una semiretta
uscente dall’origine e tale che zg ¢ v, & possibile selezionare una singola deter-
minazione olomorfa del logaritmo complesso definita in C\ 7 di cui log|z| & la
parte reale e la parte immaginaria sara una determinazione dell’argomento. Se
consideriamo come dominio tutto C tolto il punto 0, sappiamo che la funzione
argomento ha infinite determinazioni. Quindi log|z| & una funzione armonica
che non ha globalmente un’armonica coniugata.
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5.1.1 Esistenza locale dell’armonica coniugata

Individuiamo un criterio sufficiente per stabilire ’esistenza di un’armonica co-
niugata. Per fare cio ricordiamo un criterio sufficiente che garantisce, per una
funzione olomorfa, l'esistenza di una primitiva, cioe un’altra funzione olomor-
fa la cui derivata ci da la funzione da cui siamo partiti. Lo richiamiamo nel
seguente teorema.

Teorema 5.3. Sia Q aperto convesso e sia f € H(Y). Allora esiste F € H(QY)
tale che F' = f.

Osservazione. La condizione di convessita non e quella ottimale, pero e suffi-
ciente per I'uso che ne faremo. Noi ’applicheremo sostanzialmente solo al caso
di palle.

Dimostrazione. Fissiamo zg € ; Vz € §, per la convessita [zg,z] C Q. Ponia-
mo:

Fe) = [ 10
[ZUvz]
si verifica che F' & differenziabile e che F’ = f. O

Teorema 5.4. Sia u armonica in un aperto convesso €1, allora esiste un’armo-
nica coniugata v.

Per noi » & una funzione armonica se & C?, a valori reali, che verifica ’equazione
di Laplace; ed e chiaro che la nozione di armonica coniugata ha senso se u € a
valori reali. Cio non toglie che si possano studiare anche funzioni armoniche a
valori complessi: semplicemente funzioni a valori complessi in cui separatamente
parte reale e parte immaginaria siano armoniche. Allora:

Definizione 5.5. ¢ € C?(Q2,C) si dice armonica se A¢ = 0.

Questa nozione ci serve per il seguente lemma, che useremo per dimostrare il
Teorema 5.4.

Lemma 5.6. Sia Q convesso e ¢ € C?(Q,C) armonica. Allora esistono due
funzioni f,g € H(Q) tali che p = f + 7.

Spiegazione: Se f € H(Q), la sua parte reale e la sua parte immaginaria sono
armoniche e quindi una funzione olomorfa ¢ automaticamente armonica. g € una
funzione antiolomorfa e anche questa ha parte reale e parte immaginaria che sono
funzioni armoniche. Funzioni cosi fatte sono dunque armoniche. Questo lemma
ci dice che tutte le funzioni armoniche da una aperto convesso in C hanno questa
rappresentazione.

Dimostrazione del Lemma.

46582 ¢ == O
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quindi h = 0, ¢ ¢ una funzione olomorfa, perché verifica Cauchy-Riemann.
Siamo in €2, aperto convesso, quindi A & dotata di primitiva. Allora esiste f €
H(Q) tale che h = f/ = 9.f. Ora: 9,¢ = h = 9, f, cioe 9,(¢ — f) = 0. Quindi
¢ — f & antiolomorfa, cio¢ ¢ — f € H(Q2). Poniamo

g=0—f
quindi ¢ = f + 3. O

Dimostrazione del Teorema 5.4. w & armonica a valori reali (e quindi, in parti-
colare, a valori complessi) in € convesso: possiamo applicare il lemma appena
dimostrato. Esistono f,¢g € H(Q) tali che u = f +¢. Ma u ¢ a valori reali, cioe:
@ = u. Quindi v = f + g. Sommiamo e otteniamo:

u=f+f+g+7.

Quindi
+g)+(f+
uo 9)2(f 9):%6(f+g).
Quindi u ¢ la parte reale della funzione olomorfa f + g e v = Sm(f + g) &
I’armonica coniugata di u. O

5.2 Formula di Poisson

Quello che faremo ora, ¢ cercare di ottenere per funzioni armoniche formule di
rappresentazioni integrali in modo simile a quanto fatto per funzioni olomorfe
con la formula di Cauchy. In altir termini, la domanda che ci poniamo ora é:
se conosciamo i valori al bordo di una funzione armonica, possiamo determinare
in modo univoco i valori all’interno? La risposta ¢ si e questo si basa sulla
formula di Poisson.

5.2.1 Formula di Poisson per funzioni olomorfe

Intanto diamo un nuovo modo di rappresentare una funzione olomorfa in una
palla a partire dai suoi valori al bordo. E’ una conseguenza della formula di
Cauchy, ma che ha un vantaggio: in questa formula si puo, ad ambo i membri,
separare parte reale e parte immaginaria ed ottenere una rappresentazione della
parte reale della funzione olomorfa in termini di un integrale che coinvolge solo
la sua parte reale, e un altro integrale per la parte immaginaria; quindi si riesce
a disaccoppiare le relazione tra valori interni e valori al bordo separatamente
per parte reale e per parte immaginaria.

Teorema 5.7 (Formula di Poisson per funzioni olomorfe). Sia 0 < R < R e
sia f € H(Bg(20)) . Allora Vz € Br(zo) vale che:

1 R% — |2 — 2|?
27TR 6BR(ZU) |C _Z‘Q

f(2) - f(Q)ldC]
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Nota: Ricordiamo che, se ( = ((t) é una parametrizzazione di 0Bgr(zo), allora
d¢
dt

si intende |dC| = o

Dimostrazione. Se z € Br(zp):

=g [ Ly

o 21 OBR(z0) C* z

Se z ¢ Br(zo) (per 'identita di Cauchy):

1 f(©)

2w 9Br(z0) C — #

dg

Fissiamo un punto z interno a Br(z9) e un altro punto z* in CB(z¢), dopodiché
combiniamo le due formule appena scritte. Qual & la scelta furba dello z*?
Fissato z, prendiamo un punto z* che abbia la stessa direzione di z e che abbia
lunghezza tale che:

|2* — z0l|z — 20| = R?

in modo tale che quando z si avvicina a zg, z* va all’infinito; quando z si avvicina
alla circonferenza, anche z* si avvicina. z* € individuato in modo univoco:

R2
=20+ ——
(z — 20)

L’applicazione che a z
associa z* nella letteratura internazionale si chiama trasformata di Kelvin. Se
z € Br(z0), 2* € C\ Bgr(z9). Combinando le due formule:

f() = o ( — )f(C)dC

T 2mi Joppey \C— 2 (—2F
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Esaminiamo questa espressione:

1 1 1 1

(—z (-2 ((—z0)—(2—2) ((—z)—(*—2)

raccogliamo a comun denominatore:

(z —20) — (2* — 20)

(¢ = 20) — (2 — 20)][(¢ — 20) — (z* — 20)]

ed ora sostituiamo z*:

B (z —20) — 7(;};) B

[(¢ = 20) = (2 = 20)][(¢ = 20) — =]

(z—z0)

moltiplichiamo sopra e sotto per (z — zg)

|z — 20| — R?

(€ = 2)[(¢ = 20)(z — 20) — R?

usiamo 1'uguaglianza R? = ({ — 20)(¢ — 20)

|z — 20/ — R?

(€ = 2)[(¢ = 20)(2 — 20) — (€ — 20)(C — 20)]

|z — 202 — R?
I [ Ry B (e
|z — 2z0|> — R?
(- -2)E-0)
|2 — 2|* — R? R* — |z — 2|

TP —20) ¢ 2P(C—20)

Quindi abbiamo ottenuto:

11 e
(—z (=2 [(—2*(¢~2)

Fissiamo ¢ e guardiamo questa come funzione di z, sempre dentro la palla.

come funzione di z & olomorfa. z* € una funzione algebrica di Z quindi
(—=z

¢ una funzione antiolomorfa. La somma di una funzione olomorfa con una
antiolomorfa ¢ armonica. Riprendiamo la formula da cui siamo partiti:

1 1 1
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1 / R? — |z — z|?
T/ (QdC

Ed ora passiamo alla rappresentazione parametrica: ¢ = zy + Re*

1 [R2—|z—% 4
= — 7_. g da =
omi ), e apRew €O

lelemento di lunghezza & |d¢| = Rdf, quindi:

1 R? — |z — z|?
= — ———Ff(Q)|d(] .
2R Jopn(z) 1€ — 212 (O]

O

Definizione 5.8. Si dice nucleo di Poisson per la palla Br(20) la funzione:

1 RZ—|z—2)?
2R | — 2|2

P(Z,C) =

Osservazione.

74-—2'0 1 1
P(z,¢) = 2R .<(—z§—z*>

Se ¢ € OBRr(#) fissato, allora P come funzione di z ¢ armonica in Br(zp) (per
il ragionamento fatto prima).

5.2.2 Formula di Poisson per funzioni armoniche

Teorema 5.9 (Formula di Poisson per funzioni armoniche). Sia u armonica in
Br(z0) e u € C°%(Bgr(20)) . Allora Vz € Br(z) vale che:

u(z) = /8 IIRCURIGET

Dimostrazione. Introduciamo temporaneamente un’ipotesi aggiuntiva: suppo-
niamo che esista R > R tale che u & armonica in B 7(20), cioe ammettiamo
per il momento di avere un aperto un po’ piu grande in cui si puo estendere u
in modo che sia sempre armonica. Allora esiste v armonica coniugata di u in
Byzo) e f = u+iv sara olomorfa in questa palla un po’ pitt grande. Quindi per
il Torema 5.7, f verifica la formula di Poisson:

f(z) = /a e PEOFQ

Separiamo parte reale e parte immaginaria, prendendo la parte reale:
ue) = [ PeOuOld]
aBR(Z())
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Quindi la tesi & dimostrata con 'ipotesi aggiuntiva fatta inizialmente.
Sia ora u armonica in Br(zp), continua in Br(zg). Poniamo Ve > 0:

ue(z) =ulzo+ (1 —€)(z — 20))

u € definita nella palla di raggio R, quindi Invece u. & definita per gli z tali che
20+ (1 —€)(z — 20) € Br(z0), cioe:

(1—¢€)|z—2| <R

— <7
|z — zo] .

quindi
z e B% (Zo) .

Ovvero, u, € definita in una palla un pochino piu grande, ed & armonica. Quindi
a questa u, possiamo applicare la formula di Poisson

ue(z) = / P(z.Ouc(Q)ldc| . V= € Br(zo)
OBRr(z0)

ue(2z) € uniformemente continua come funzione di €, perché u & continua fin sul
bordo, quindi u € uniformemente continua nella sua variabile naturale, in par-
ticolare continua rispetto al parametro e. Quindi

u(z) > u per e—0

uniformemente rispetto a z € Br(zp). Quindi

/ P(z, Quc(Q)]d¢| — P(z,¢)u(¢)|d¢| per e — 0 .
9BRr(z0)

9BRr(z0)

Segue la tesi. O

5.2.3 Proprieta del nucleo di Poisson

1 R*—|z— 2|
' |z — 20| 50

o TR =P , Vz € Bg(z)

P(ZvC) =

Se mandiamo z al bordo il numeratore tende a zero. Se z si avvicina a ¢ (che sta
sulla circonferenza) anche il denominatore tende a 0 quadraticamente, mentre
il numeratore ci tende linearmente:

R* — |z — 2> = (R— |z — 20])(R+ |z — 20])

Quindi questo quoziente diverge se z si avvicina al bordo andando a cascare su
C. Se z si avvicina ad un punto del bordo diverso da ( il limite & 0. Quindi non
c’e il limite su tutto il bordo.
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Analisi Complessa

Osservazione. Consideriamo u =1 (che ¢ armonica):
| :/ P(z,0)ld¢| , V=€ Br(zo)
9Br(z0)

Abbiamo una famiglia ad un parametro complesso (z) di funzioni. Per tutti i
valori di questo parametro, tutte queste funzioni hanno integrale 1 (ci tornera
utile). O.

u(z) = / P(zOul(Q)ldC| . ¥z € Br(z)
OBR(z0)

Se sostituiamo a secondo membro una funzione continua sulla circonferenza,
otteniamo una funzione della variabile z; € armonica perché il nucleo dipende in
modo armonico da z. E’ proprio una funzione che assume al bordo i valori della
funzione continua che abbiamo dentro all’integrale? La risposta € si, e questo
¢ un teorema fondamentale perché da un modo per determinare una funzione
armonica semplicemente prescrivendo i suoi valori (continui) al bordo.

5.3 Problema di Dirichlet nel disco

Definizione 5.10. Presa ¢ € C(0Bg(20),R). Chiamiamo integrale di Poisson di
¢ la funzione u(z):

u(z) = /6 o PE 000N

Osservazione. u ¢ armonica in Br(zg) perché si pud derivare sotto il segno
di integrale tutte le volte che serve e verificare che u soddisfa ’equazione di
Laplace, dato che P rispetto alla z la verifica.

Domanda: questa w ¢ continua fin sul bordo? Assume sul bordo per l'ap-
punto il valore ¢? Rispondere a queste domande significa risolvere il problema
di Dirichlet associato all’equazione di Laplace.

Problema di Dirichlet. Data ¢ continua sulla circonferenza, determinare
u € C2(0BRr(20)) NC°(Br(z0)) tale che:

Au=0 in Bgr(z)
u=¢  su OBRr(z)

Dimostriamo che la formula di Poisson ci da 'unica soluzione del problema
di Dirichlet.
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5.3.1 Teorema di Schwarz

Teorema 5.11 (Teorema di Schwarz). Il problema di Dirichlet ha esattamente
una soluzione Vo € C(0BRr(z0)) e questa é data dall’integrale di Poisson:

u(z) = /a o PO

Nota: questo problema ¢ la formalizzazione basilare, pit elementare, in ambito
bidimensionale, di un problema al contorno per una equazione alle derivate
parziali. Ne diamo una soluzione nel caso particolare in cui il dominio sia un
cerchio. Questo ¢ un problema al contorno lineare (sia I’equazione di Laplace sia
l’equazione al contorno sono equazioni lineari). Quindi 'unicita della soluzione
si riduce all’unicita della soluzione con dati nulli: ossia se a dati nulli corrisponde
solo la soluzione nulla.

Dimostrazione. Unicita: e sufficiente provare che l'unica soluzione del pro-
blema di Dirichlet con ¢ = 0 ¢ v = 0. Deriva dalla formula di Poisson:
u(z) = 0.

Esistenza: Se una soluzione esiste, deve essere data dalla formula scritta pri-
ma: tale formula risolve il problema? In parte 'abbiamo gia detto perché se
prendiamo ¢ continua, v € una funzione armonica. Resta da chiarire che se
prendiamo questa funzione data dall’integrale di Poisson

u(z) = /8 o PE Q00N

a partire da una generica funzione continua sul bordo, otteniamo una funzione
che ¢ continua fin sul bordo ed i valori al bordo sono proprio questi. Si tratta
di dimostrare che Yw € 0Bg(zp) esiste

lim u(z
z—w , zEBR(20) ( )

e vale ¢(w).

Caso particolare: Supponiamo, per il momento, di avere una funzione ¢ che in
tutto un intorno di w vale 0. Supponiamo cioé che esista un arco v di 0Bg(2g)
tale che w € v e ¢ = 0 su . Mostriamo che in questo caso u(z) — 0 quando
z — w. Chiamiamo ~' I’arco complementare di v nella circonferenza

v = 0Br(z0) \ v .

Se z si avvicina a w, allora z sta discosto da 7/. Pill precisamente: sia § > 0

)
tale che d(w,v') > 4. Se |z —w| < 3 allora anche:

1) 1)
dist(z,7') > 3 ciot |z — (| > 3 NCeq .
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Ora valutiamo il nucleo di Poisson:

Se¢erelz—w| <

[N S]

1 RZ—|z— %)?
2R 5\ 2
2)

uniformemente per ¢ € 7/. Ora abbiamo

P(z,¢) <

—0 per z—w (5.2)

u) = [ Pl

perché abbiamo supposto che ¢ in v sia 0. Ricordando che |w — zy| = R,
maggioriamo:

R* —|z— 2= (R—|z—20|)(R+ |2 — 20|) <2R|z — w] .

¢ ¢ una funzione continua su un compatto: quindi limitata. Sia M > 0 tale che
|¢| < M su OBRr(zp).

u(z)] =

/M P(Z,C)cﬁ(C)|dg|‘ <

2Rz —
S/ 2Rz —wl ar gl <
v R g
2 2
()
M|z —w 2MR|z —w
< |72| / ld¢| < #
AN 0
"\2 2
per z — w.
Caso generale: Fissato w € 0Bgr(zp),

M@—¢mo=lé3()Pu@xmo—¢mwwq

¢ ¢ una funzione uniformemente continua, quindi Ve > 0, 3§ > 0 tale che se
| —w| < d:
6(¢) — ¢(w)| <.

Poniamo

v = 0BRr(20) N Bs(w)
’y/ = aBR(Zo) \ B5(’LU) .
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Spezziamo l'integrale:

u(z) — Plw) = / P(2.0)(9(C) — d(w))|dc| + / P(2,0)(6(C) — d(w))|dc] -

'Y/

Quindi

u(z) — ¢(w)] <

[ P - ¢<w>>d<|‘ n

/ P(2,Q)(9(0) — dw))ldc]

e ora valutiamo separatamente i due addendi a destra

A P(2,0)(6(C) - <z><w>>|d<|‘ < / P(z,¢)eldc| = € / P(z,0)ld¢] <

<e /8 o POl =

dato che l'integrale del nucleo di Poisson su tutta la circonferenza vale 1. Ora
stimiamo il secondo addendo:

[P0 - st

ricordiamo che ¢ ¢ limitata, sia di nuovo M > 0 tale che |¢| < M su 9Bgr(zo).
Quindi: |¢(¢) — ¢(w)| < 2M. Ricordando (5.2), otteniamo:

[ P 0@ — otwnladl| <21 [ P 0lac 0 per =

5.4 Proprieta del valor medio

Riprendiamo il nucleo di Poisson:

1 ’R27|z720\2

Come abbiamo detto, questa € una funzione di due variabili complesse z e (
(dipende anche dal centro zo e dal raggio R della palla, ma, a palla fissata,
restano due variabili). Consideriamo in particolare ¢ come una variabile che sta
sulla circonferenza. Nel centro della palla il nucleo di Poisson vale

1 R? 1 1

T 27R R2 2rR L(0Br(z0))

P(Z07 C)
Osserviamo che se u & armonica in Bg(zg), continua su Bgr(zp), allora:

u(zo) = ——
0/ = 27TR 8BR(ZO)

u(Q)ldc]| -

Abbiamo quindi dimostrato il seguente Teorema.
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Teorema 5.12 (Teorema del valor medio). Sia u armonica in un aperto Q C C.
Per ogni palla B, (zy) tale che B,(zy) C 2 vale che

u(z0) = —— w(Q)ldc]

271’7’ 837‘(20)
C’¢ una sorta di viceversa per questo teorema.

Definizione 5.13. Sia u € C(Q,R). Si dice che u ha la proprieta del valor
medio se per ogni zg € 1, esiste una successione di raggi {r,} tale che r, — 0
, By, (20) C Q ¥n e valga:

1
u(z0) = 5 /@ R

Osservazione. Ovviamente una funzione armonica verifica la proprieta del
valor medio, perché sappiamo che se u &€ armonica, verifica la proprieta per tutti
i raggi ammissibili e quindi esiste certamente una successione di raggi che tende
a zero.

Teorema 5.14. Se u € C(Q,R) wverifica la proprieta del valor medio, allora é
armonica.

Dimostrazione. Sia zy € e sia R > 0 tale che Bgr(z9) C Bgr(z0) C Q. Allora
possiamo prendere valori sul bordo di Bg(zo) e, a partire da questi valori al bor-
do, possiamo costruire una funzione armonica dentro la palla usando I'integrale
di Poisson.

1
- 21ry,

h(z) / P(zOu(Q)ld| . per =€ Br(z)
OBRr(z0)

Per il Teorema di Schwarz h & armonica in Br(2g), € continua fino al bordo della
palla ed i suoi valori al bordo coincidono con u ( h € C(Br(20)) ; RjaBg(zy) = ©)-
Se dimostriamo che h = wu anche dentro alla palla, allora abbiamo concluso;
perché significa che, dentro la palla, v ha tutte le derivate e che verifica I'e-
quazione di Laplace, quindi in un intorno di zy ha tutte le derivate e verifica
Laplace: dato che zy € arbitrario, questo significa che u ha tutte le derivate
che servono dappertutto e che queste derivate verificano ’equazione di Laplace.
Allora u & armonica in tutto 2.

Sia v =u — h € C(Bgr(20)), ovviamente v = 0 su dBgr(zp).

Mostriamo che v ¢ identicamente 0 anche dentro alla palla. Consideriamo

m = max v
Br(20)

Supponiamo per assurdo m > 0 e sia

E ={z € Br(z) | v(z) =m}
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E & chiuso perché ¢ la retroimmagine di un punto mediante la funzione v, con-
tinua. E C Bgr(zp) quindi F & limitato, e di conseguenza & compatto. Conside-
riamo p(z) = |z — 2o/, p & continua ovunque e allora p & dotata di massimo su
E. Sia
p = max p

E
p < R, perché E sta nella palla aperta C Br(zp). Sia w € EN90Bs(zp). Per
ipotesi, esiste {r,}, r, — 0 tale che u verifica I'identita del valor medio per le
circonferenze 0B, (w). h &€ armonica, quindi verifica la stessa identita per tutti
iraggi r tali che r < R—p Quindi v = u — h verifica la proprieta del valor medio
per tutti i raggi r,, che vanno bene per u.

1
v = g [ v

Vediamo se questo & possibile. Poniamo v = 0B, (w) \ (Bs(20)) e v =
0B, (w) N (Bs(20)). Abbiamo L(y) + L(y') = 2ar, e L(y) > 0. ~ ¢ ester-
no ad E, quindi v < m su y dato che il valore massimo di v & assunto solo
dentro F. Quindi:

v() = g ([ w0l + [ vt ) <
1

27Ty,

< (mL(y) +mL(v"))

perché, essendo v < msu~y e L(y) > 0:

/ o(Q)ld¢] < mL(7)

e, banalmente

[ vl <mery.

Otteniamo m = wv(w) < m, il che ¢ assurdo. Quindi deve valere: m =
maxgz—~v < 0, ma il valore 0 ¢ sicuramente assunto sul bordo, quindi m = 0.
r(20) ’ ’
Analogamente
max (—v) =0
Br(20)
e questo completa la dimostrazione. O

5.5 Principio di riflessione di Schwarz

Definizione 5.15. Sia Q@ C C aperto. ) si dice simmetrico rispetto all’asse
reale se, per ogni z € ), anche zZ € Q. Se Q é simmetrico rispetto all’asse reale,

poniamo:
Ot ={z€Q|Im(z) >0}
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O~ ={z€Q|Im(z) <0}
I'={ze€Q|Im(z) =0}

Consideriamo una funzione armonica nella parte superiore Q7 di un aperto
simmetrico . Ci domandiamo se ci sono delle condizioni che ci garantiscono
che questa funzione armonica & estendibile ad una funzione armonica su tutto
Q. Questo e il teorema di riflessione di Schwarz che ha due versioni: la prima
versione per funzioni armoniche e poi ne vedremo un adattamento alle funzioni
olomorfe.

Teorema 5.16 (Teorema di riflessione di Schwarz per funzioni armoniche).
Sia Q aperto simmetrico rispetto all’asse reale. Sia u armonica in QF tale che
Vzg €T':

lim  w(z)=0
z—zg , 2z€EQT
posto
w(z) 2e€eQt
w(z) =<0 zel
—u(z) z2€Q”

allora w € una funzione armonica in tutto 2.

In altre parole: se u si estende con continuita su I' e ujr = 0, allora, riflettendo u
in modo dispari rispetto alla variabile y, otteniamo una funzione che & armonica
dappertutto.

Dimostrazione. w & armonica in Q1 | QO separatamente, e inoltre w & continua
in tutto €; resta da verificare che w verifica la proprieta del valor medio in tutto
Q.

Sia zp € QT U Q~, allora la proprietd del valor medio vale per tutti i raggi
r < |Im(z9)| (separatamente per Q* e 7). Allora prendiamo zg € T, sull’asse
reale. E sia r > 0 tale che B,(z9) C Q.

L lac= [ wi@act+ [ u@iac

qui v" = 0B, (20)NQT, v~ = 0B, (20)NQ~. Ora scrivendo gli integrali in forma
parametrica, si verifica

| cu@taci= = [ o
da cui

/(93T(z0) w(O)ldd] = [y+ u(Q)ldc] — L+ (u(¢)ld¢| = 0.

Quindi la w ha valor medio nullo su tutte queste circonferenze e w(zp) =0. O
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Teorema 5.17 (Principio di riflessione di Schwarz per funzioni olomorfe). Sia
Q aperto simmetrico rispetto all’asse reale. Sia f € H(QT) tale che Yz € T':

lim Sm =0
z%zol, zeQt > f(Z)

allora esiste F' € H(SY) tale che Flo+ = f e verifica F'(Z) = F(z) , Vz € Q.
Faremo ricorso al seguente Lemma.

Lemma 5.18. Sia zp € R e sia f = u+iv € H(B,(2)). Sev=1Im(f)=0 in
B, (z0) NR, allora f(z) = f(z), ossia:

{u(z) = u(2),

v(z) = —v(2).

Dimostrazione del Lemma. Sappiamo in partenza che la nostra funzione & olo-
morfa: quindi in zg abbiamo lo sviluppo in serie di potenze di f. Calcoliamo le
varie derivate di f in zg. Ricordando le equazioni di Cauchy Riemann abbiamo:

0.f = (0y +i0;)v

Se z € R, v = 0 e di conseguenza ag(gk)v = 0 per ogni k. Allora: 0,f = 9yv. E,
iterando:
k k
oM f =0y
per ogni k, si noti che queste derivate sono tutte quantita reali. Scriviamo lo
sviluppo di Taylor della funzione f centrato in zg

+oo (k) .
fe) =3 ELE gt =

k!
k=0

too (k)
Oy v
- kl(ZO)’(Z — 20)"

k=0
per ogni z in un intorno di zp. Quindi vale anche
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Dimostrazione del Teorema 5.17. Poniamo f = u + v inQ%. Per il lemma di
riflessione di Schwarz (caso armonico) esiste V' armonica in tutto ) tale che:

Vipr =v , V(z)=-V(z) VzeC

Questa e la candidata parte immaginaria della estensione che cerchiamo di f a
Q, per la parte reale definiamo intanto

u(z) z€Qt
U(z) =
u(Z) zeQ”

Proviamo che questa U si estende in modo armonico a tutto €2 e che V ne ¢ la
coniugata.

Preso zg € T' e p > 0 tale che B,(z9) C ©, V & armonica in B,(2p), quindi esiste
una sua coniugata in B,(zp), equivalentemente, esiste w armonica in B,(zp)
tale che ¢ = w + iV & olomorfa in tutto B, (—w & la coniugata di v). Posto
B (20) = By(20) N Q" anche f = u+1iv = u+iV & olomorfa in Bf (2), perché
v e V ivi coincidono. Quindi abbiamo due funzioni f e ¢ olomorfe in B (29)
che hanno la parte immaginaria coincidente, e dunque la parte reale differisce
per una costante.

U=u=w+c , su Bf(z)

Per il Lemma precedente w(Zz) = w(z). Quindi, per come abbiamo definito U,
U(z) =w(z) +c, Vz€ By(20) \T

ne segue che U si estende con continuita su I' N B, (29) e che tale estensione e
armonica in B,(2g). Per l'arbitrarieta di zg, U si estende con continuita a tutto
I" ed & armonica in 2.

Poniamo F = U +iV. F & olomorfa in Q7 U Q~, ma in effetti lo & su tutto
), perché le condizioni di Cauchy-Riemann si estendono per continuita anche
su I'. In concusione F' € H(Q) e verifica la regola di simmetria F(z) = F(z) ,
Vz e Q. O

Un’altra proprieta fondamentale delle funzioni armoniche ¢é la seguente disugua-
glianza.

Teorema 5.19 (Disuguaglianza di Harnack). Sia u armonica in una palla
Br(z0), u>0. Allora Vz € Br(zo) abbiamo che:

R — |z — 2

" R+ |z — 2|
R+ |z — 2|

(o) < u) < uleo) gy

Osservazioni: Da questa disuguaglianza si ricava che, per funzioni armoniche
non-negative:

1) 11 valore nel centro permette di controllare il valore di tutti gli altri punti.
2) Se u > 0 e ¢’¢ un punto in cui & positiva, allora & positiva dappertutto.
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Dimostrazione. Fissiamo z € Br(zp). Sia p = |z — 29| < R e sia s tale che
p < s < R. Scriviamo u(z) con la formula di Poisson per la palla di raggio s,

perché tanto sul bordo di questa palla la u ¢ continua.

1 M -u(C) |d¢]

u(z) = —
(2) 278 Jop,(zg) 1€ — 2|2

<s+
|<—z|=|<—zO+ZO—z|{ P
>s—p

1) Usando la seconda disuguaglianza dimostriamo la seconda parte della disu-
guaglianza di Harnack (la maggiorazione dall’alto).

1 52 _ p2
u(z) < 5 /8 o Q) lad

1 s+p
: d
/8 FRGICS

T 21 s—p

per il teorema del valor medio:

s+
=210 u(z)
s—p

2) Usando la prima disuguaglianza dimostriamo la prima parte della disugua-
glianza di Harnack (la maggiorazione dal basso).

1 82 _p2
u(z) > 2775/635(z0) Gtp)? ~u(C) |d(]

1 s—p/
- u(¢) ¢
2ts s+p 8B4 (z0) ( )| |

per il teorema del valor medio:

s—p

= ~u(z
P (20)
Sip'u(zo) < u(z) < S+p~u(zo) , Vse(p,R)
s+p o T Ss=p
Passando al limite per s — R si trova:

R—p R+p

- . < < -,

R ) < u) € Fl )

O

Questa disuguaglianza € ottimale, cioe nell’ambito di tutte le funzioni armoniche
non negative nella palla, le costanti che compaiono nella disuguaglianza sono le

migliori possibili.
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Esempio. In B;(0) consideriamo:

11— |22

Il nucleo di Poisson & armonico in z (¢ = 1 per semplicita) ed & positivo.
Questa ¢ una funzione armonica nella palla che non ¢ continua fin sul bordo.
Sappiamo anche che se prendiamo punti che tendono a punti del bordo lontani
dal punto 1 (¢), u(z) — 0; invece non c’¢ limite quando ci avviciniamo al punto
1. Prendiamo z =z € R.

1 1—22 1 1+=2x
u(x) =

:%(1—3:)27%1—1;

1
eu(O):%‘ Per z > 0:

1+
u(z) = u(0)
Per z < 0: ) ‘|
— |z
=u(0 O
u(w) = u(0) 71

La disuguaglianza di Harnack stabilisce che, presi comunque due punti nella
palla, i valori in questi due punti si controllano 'uno con ’altro.

Corollario 5.20. Sia u > 0 armonica in Br(zy). Allora Vp < R:

2
max u < (Rer> min u
B, (z0) R—=p) B,Go

Dimostrazione. Si prende il punto su cui viene realizzato il massimo, si usa la
disuguaglianza di Harnack e si maggiora con il valore nel centro. Si prende il
punto in cui viene realizzato il minimo e si minora con il valore nel centro (&
una doppia applicazione della disuguaglianza di Harnack) O

Corollario 5.21. Sia Q C C aperto connesso e sia K C Q compatto. Allora
esiste C' > 0 tale che Yu armonica non negativa in Q vale:

maxu < C minu
K K

Traccia di dimostrazione. Se prendiamo due punti nel compatto, possiamo pas-
sare dall’'uno all’altro con una catena di palline che stanno tutte dentro €2, una
congiunta con l’altra, in modo che, applicando un numero finito di volte la di-
suguaglianza del corollario precedente, si riesce a controllare il valore nel primo
punto con il valore nell’ultimo. Prendiamo come primo punto quello di massimo
e come secondo il punto di minimo. O
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Capitolo 6

Mappe conformi

Avevamo accennato al fatto che un modo per interpretare le funzioni olomorfe
si basa su una loro interpretazione geometrica: le funzioni olomorfe sono quelle
trasformazioni che conservano ’orientazione e conservano gli angoli. Cerchiamo
di specificare cosa significa che una trasformazione del piano conserva gli angoli;
intanto stabiliamo quand’e che una trasformazione lineare conserva gli angoli.

Definizione 6.1. Una trasformazione lineare L : R? — R? si dice conforme se
conserva gli angoli nel sequente senso: ¥ &,n € R? \ {0}

LELy=En.
Lemma 6.2. L ¢ conforme se e solo se
L=MR
A € R\ {0} e R ¢é una trasformazione ortogonale, cioé RTR = 1I.

Dimostrazione. Le dilatazoni L = AI sono conformi. Le trasformazioni ortogo-
nali del piano sono tutte e sole le trasformazioni con matrice:

1 0 cos(f)  sin(h)
< 0 +1 ) ( —sin(f) cos(0) , FER.
Quindi trasformazioni che sono composizioni di dilatazioni e trasformazioni

ortogonali conservano gli angoli. Vediamo ora il viceversa.
Osservazione. Se la matrice associata a L ¢ una matrice diagonale

a 0
<Od> , 0eR

questa e conforme se e solo se d = +a # 0. Infatti calcolandola sui versori del

T (-
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Vi Lv Lv

b 4

Lvy Lvs = Lug Lvs

se e solo se a = +b.

Vediamo il caso generale. Sia

QU o
N——

la matrice associata ad L.

a 1
(£)=2(5)
e sia A = Va2 4 ¢2 > 0 la lunghezza di questo vettore. Individuiamo I’angolo
che questo vettore fa con 'asse delle . Sia ¢ € R tale che:

a '\ cos ¢
(£)=+(32)
Ora prendiamo T che ¢ la rotazione di angolo ¢:

T:( cos ¢ sinqzﬁ)

—sing cos¢
e consideriamo la composizione di T con M:

(o) =r(2)=2(5)

T & una trasformazione ortogonale; quindi, se M conserva gli angoli, anche T'M
conserva gli angoli. Se prendiamo

cos 6 cos
TM( sin 0 ) :W)( +sin )
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e A(6) > 0. Se calcoliamo T'M sull’altro versore, troviamo:

ni(3) =G ()

() L)

quindi

Dall’osservazione fatta prima: A (%) = A(0). Quindi

TMA(0)<(1) f1>

Da qui ricaviamo M:

dove

_pr (10
=t (o 1)

¢ ancora una matrice ortogonale.

O

Se vogliamo trattare il caso di trasformazioni non lineari, dobbiamo richiedere

una sufficiente regolarita.

Definizione 6.3. Siano Q,G aperti di R> ~ C. Un diffeomorfismo f €
CY(Q,G) si dice conforme se, per ogni zg € Q0 e per ogni coppia 1,72 di curve
regolari passanti per zo (per comodita possiamo supporre: v;(0) = zg , i =1,2)

vale che:

¥(0) %4(0) = (f o 1) (0) (f 0 72)"(0)

Lemma 6.4. f ¢é conforme se e solo se per ogni zy € (), la trasformazione

lineare associata alla matrice jacobiana

Df(z0) = <“w(Zo) y(70) >

vz(20)  vy(20)

e conforme.

Dimostrazione. La regola di derivazione della funzione composta ci da

(fo)'(0) = Df(20)7'(0)

per ogni curva regolare « tale che v(0) = z9. Quindi la condizione

S o —

Y1(0) ¥4(0) = (f o 71)"(0) (f ©2)(0)

si riscrive

— —

71(0) 75(0) = D f(20)71(0) (D f(20)75(0))"(0)

cio¢ la matrice jacobiana D f(zy) ¢ conforme.
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Il seguente Teorema stabilisce il legame tra conformita e olomorfia.

Teorema 6.5. Sia f: Q — G un diffeomorfismo C' che conserva l’orientazione
(cioé punto per punto det Df(z9) > 0). f & conforme se e solo se f é olomorfa.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia conforme; allora Vzg € ) si puo scrivere

Df(z) = < uz(z0)  uy(20) ) — < cosf sind )

vz(20)  vy(20) —sinf cosf

cioe:
uz(20) = Acosf uy(20) = Asiné
vz (z0) = —Asind vy(20) = Acosf
di conseguenza vale Cauchy-Riemann. Il viceversa e analogo. O

D’ora in avanti ci limiteremo a considerare trasformazioni conformi che con-
servano l'orientazione, quindi identificheremo le trasformazioni conformi con le
funzioni olomorfe invertibili.

In questo ambito, la questione basilare ¢ la seguente:

Presi due aperti di C é possibile trovare una trasformazione conforme dall’uno
all’altro?

Il teorema fondamentale & il teorema della mappa di Riemann che dice che per
ogni aperto semplicemente connesso ! che non coincide con tutto C esiste un’ap-
plicazione conforme che trasporta ’aperto in una palla. Quindi tutti gli aperti
semplicemente connessi (tolto C) sono conformemente equivalenti a una palla.
Avere a disposizione mappe conformi permette, in particolare di estendere la
teoria delle funzioni armoniche che abbiamo sviluppato in un disco a insiemi piu
generali.

Esempio. Dimostriamo che non esiste nessuna mappa conforme da un disco in
C. Se ci fosse una mappa conforme

f : B1 (O) — C
questa dovrebbe essere un diffeomorfismo, quindi esiste I'inversa olomorfa
g=[f"1:C— By(0)

g & chiaramente limitata: |g(z)| < 1. 1l teorema di Liouville implica che g &
costante.

Il primo argomento che investigheremo nelle pagine seguenti ¢ la classificazione
delle mappe conformi del disco in sé.

LQuesta & una nozione topologica che coinvolge la teoria dei gruppi di omotopia, in modo
grossolano si puo dire: un aperto privo di buchi.
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6.1 Automorfismi del disco

Iniziamo con il seguente Teorema.

Teorema 6.6 (Lemma di Schwarz). Se f € H(B1(0)) é tale che f(0) =0 e
|f(2)] <1 per ogni z € B1(0), allora si ha:

[f'0) <1
e anche:
|f(2)] < 2] ,Vz € B1(0) .
Inoltre, se:
[f'(0)] =1
oppure, se esiste zg # 0 tale che
| f(z0)| = |20]

allora esiste 0 € R tale che vale
f(z) =€z ¥z € B1(0)
cioé f(z) si si riduce a una rotazione.

Dimostrazione. Per I'ipotesi f(0) = 0, f ha uno sviluppo di Taylor centrato in 0
il cui primo termine non banale ¢ almeno del prim’ordine. Quindi se dividiamo

f per z

otteniamo ancora una funzione olomorfa in By (0). Preso r < 1 e |z| < r, per il
principio del massimo modulo:

1
lg(2)| < max|g(z)| < o lperr—1.

|z|=r
Quindi, moltiplicando per |z| si ottiene

[f(2)] <

inoltre dallo sviluppo di Taylor si ha

IF' ) =lg(0)] < 1.

Sempre per il principio del massimo modulo, se esiste zy € Bp(0) tale che
lg(20)| = 1, allora g & costante e |g| = 1. Quindi g = €? per qualche § € R . Se
zo # 0, allora la condizione |g(z9)| = 1 & equivalente a |f(zo)| = |z0|, se invece
zo = 0, si ha |g(0)] =1 se e solo se |f'(0)] = 1. O

Il Lemma di Schwarz permette di di caratterizzare tutta la famiglia delle tra-
sformazioni olomorfe del disco in sé.
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Definizione 6.7. Preso un aperto Q) C C una funzione olomorfa f: Q — Q si
dice automorfismo se f e invertibile e suriettiva.

Qui si esaminano gli automorfismi del disco.

Lemma 6.8. Sia f: B1(0) — B1(0) un automorfismo tale che f(0) =0 allora
esiste 0 € R tale che f(z) = e¥z.

Dimostrazione. Sia g l'inversa di f: g = f~!. g € H(Q). Sia ad f che a g si
puo applicare il lemma di Schwarz:

O <1 : g'(0)] <1
1
Per la regola di derivazione della funzione inversa ¢'(0) = 700) da cui segue
che |f’(0)] = 1. Sempre per il Lemma di Schwarz si ottiene che f(z) = ¥z,
cioe f & una rotazione. O

Teorema 6.9. Sia f automorfismo di B1(0) in sé. Allora esistono ¢ € B1(0) e
¢ € R, tali che

9 < —C

fz)=e ,Vz € B1(0) .

1—-¢cz
Dimostrazione. Mostriamo intanto che una funzione di questo tipo € in effetti un

automorfismo del disco. Omettiamo per il momento del fattore moltiplicativo
e?. Fissato ¢ € B1(0) poniamo:

zZ—C

zZ) =
¢e(2) 1—-¢z

C . . R 1

¢¢, dove definita, & una funzione olomorfa. ¢. ha una singolarita nel punto —

&

che ¢ esterno a B1(0). Quindi questa funzione & una funzione olomorfa dentro
la palla. Verifichiamo che ¢, ¢ invertibile. Poniamo

z—c
w = —
1—-¢cz
e risolviamo rispetto a z. Otteniamo
zZ+c
z = =¢_.(w
Pl S C))

cioe ¢! = ¢_.. Verifichiamo che, se z € B;(0), anche ¢.(z) € B1(0).
Se |z| = 1, valutiamo |¢.(2)]:

zZ—C

|¢e(2)] =

1—2z| 2|

Quindi la trasformazione ¢, trasporta la circonferenza in sé. Poiché ¢.(0) =
—¢ € B1(0), per continuita, tutti i punti interni devono essere trasportati dentro
la palla.
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Sia ora f un generico automorfismo e sia b = f(0). Se b = 0 sappiamo gia
che questo automorfismo € una rotazione. Se b # 0, allora componiamo con
una trasformazione del tipo appena introdotto, in modo da riportare il punto b
proprio in 0. Consideriamo g = ¢y o f. Ora

e ovviamente abbiamo ¢;(0) = 0. Quindi g & un automorfismo tale che g(0) = 0,
cioe g € una rotazione:
g9(z) =€z

per qualche 6 € R ‘

$po fz) =€’z
i0

0 ez+0b

2)=¢_p(2) = ————

£:) = 6-0(e) = S
o 2 +be
el —
1+ be~iz

Quindi in conclusione

f(z) = et . IZ ~© dove ¢ = —bei®
— ¢z

riocordiamo infine che b = f(0) , quindi |b] < 1, da cui |¢| < 1. O

6.2 Trasformazioni di Mobius

La classificazione degli automorfismi del disco ci ha indotto a considerare tra-
sformazioni scritte come particolari quozienti di funzioni lineari di z, queste
trasformazioni prendono il nome di trasformazioni lineari fratte. Esaminiamo
questa classe da un punto di vista pit generale.

Definizione 6.10. Presa una matrice

M:(“ b) , a,be,deC
c d

tale che det M # 0, poniamo:

az+b

o (2) = cz+d

tale funzione prende il nome di trasformazione lineare fratta, o trasformazione
di Mébius.

Le trasformazioni lineari fratte costituiscono un gruppo rispetto alla composi-
zione. Esaminiamo quali sono i tipi di trasformazioni elementari che generano
tutte le trasformazioni lineari fratte.
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Lemma 6.11. Ogni trasformazione lineare fratta ¢ composizione finita di tra-
1

sformazioni lineari w = az + b e dell’inversione w = —.
z

Dimostrazione. Se ¢ = 0 abbiamo una trasformazione lineare. Se ¢ # 0, allora
scomponiamo in fratti semplici

az—i—b_a h— ad

(6]

cz—i—d_g_'_cz—i—d

ed otteniamo la tesi. O

Vediamo alcune proprieta geometriche delle trasformazioni lineari fratte.

Osserviamo intanto che ¢,; ha una singolarita polare nel punto z = —g. Di-
ciamo, convenzionalmente che, nel punto singolare, ¢, vale co. D’altro Ccanto,
possiamo dare un senso alla trasformazione lineare fratta anche se facciamo ten-
dere z verso il punto all’infinito. Possiamo quindi dire che, nel punto all’infinito,
¢ vale g.

¢
Quindi noi riusciamo ad estendere il senso di una trasformazione lineare fratta
come una trasformazione invertibile che va da C U {oco} in sé.
Di conseguenza, sara conveniente interpretare le rette del piano come circonfe-
renze degeneri che passano per il punto all’infinito.

Teorema 6.12. Le trasformazioni lineari fratte trasformano circonferenze in
circonferenze.

Dimostrazione. Una trasformazione lineare trasforma rette in rette e circonfe-
renze in circonferenze. Esaminiamo ora 1’azione dell’inversione sulle circonfe-
renze. Consideriamo ’equazione di una circonferenza

|z — 20]2 = 2

questa si puo riscrivere
ey = —_ .2
2Z — 2Zg — 202 + 2020 =T

e ponendo g = |zg|? — 2

2Z—2z20—202+q=0.

Usando linversione w = £

1—Zow — zpw 4+ cww =0 .

Se ¢ # 0 abbiamo di nuovo ’equazione di una circonferenza. Se g = 0 significa
che la circonferenza da cui siamo partiti passa per 0 e in questo caso viene
trasformata in una retta. Procedendo a ritroso, le rette vengono trasformate
dall’inversione in circonferenze o in se stesse, se sono passanti per 'origine. [
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Osservazione. Comunque si prenda A\ # 0, allora vale ¢pr = daps-
Osservazione. Prese M, N matrici non singolari si verifica che ¢ppjodny = dprn-
Quindi ¢y~ = @pr-1. Allora, dato che

1 d —b
-1 _
M _detM(C a )

dz—b
—cz+a

otteniamo
—1 .
D (2) =
Esempio. Riprendiamo in considerazione un automorfismo del disco

ip 2—C ez — e
=e

f(z) =

1—¢z —cz+1
Scriviamo la trasformazione inversa:

z+ ee

@ =

6.3 Invarianza del birapporto
Definizione 6.13. Presi quattro punti z1, z2, 23, 24 € C, poniamo

(21 — 24) (23 — 22)
(21 — 22)(23 — 24)

[217 22,23, 24] =

[21, 22, 23, 24] si chiama il birapporto di questi quattro numeri.

Teorema 6.14. Sia ¢p; una trasformazione lineare fratta. Siano z1, z2, 23,24 €
CU{oo} e siano w; = ¢pr(zi) , i =1,2,3,4. Allora il birapporto non cambia.
Dimostrazione. Se ¢pr(z) = az+0b la verifica & banale. Per I'inversione ¢/(2) =

1
— si calcola
z

[w17w27w3vw4] =71 1 1
(G- %)

_ (a—21)(22 — )
(22 — 21)(21 — 23)

= [21, 22, 23, 24] -
Siccome ogni trasformazione lineare fratta ¢ composizione finita di inversione
e trasformazioni lineari, applicando l'invarianza del birapporto ad ogni fattore

della composizione, otteniamo la tesi. O]

Teorema 6.15. Fissati comunque z1, 29, z3 distinti e fissati wy, wo, ws distinti,
esiste un’unica trasformazione lineare fratta che trasporta z; in w;, i = 1,2, 3.
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Dimostrazione. Se imponiamo
[wly w2, W3, UJ] - [Zla 22423, Z]

abbiamo a sinistra una trasformazione di Mobius nella variabile w e a destra
una nella variabile z, ovvero

pa(w) = ¢p(2)

dove la matrice A & determinata a partire da wy, ws, w3, € B da z1, 29, 23, quindi

w=¢a-1p(2) .

6.4 Automorfismi del semipiano

Il teorema precedente & particolarmente significativo: se prendiamo tre punti
sulla retta reale in partenza e tre punti sulla retta reale in arrivo, otterremo
una trasformazione lineare fratta che trasporta la retta reale in sé e trasporta
il semipiano superiore in sé stesso oppure nel semipiano inferiore. Vediamo di
capire se questo ci permette di individuare le trasformazioni lineari fratte che
portano il semipiano superiore in sé.

Osservazione. ¢, trasforma R in sé se e solo se i coefficienti di M (a meno
di un fattore moltiplicativo scalare) sono reali. Infatti, se a,b,c,d € R, allora
Vz € R si ha ¢p(x) € R. Viceversa se ¢p(R) = R, presi 21 # 20 # 23 €
w1, ws,ws le loro immagini, allora le matrici A, B associate ai birapporti che
compaiono nell’equazione

[217 224,23, Z] = [’U}l,U}Q,U}g),U)]

sono reali. E quindi anche M = A~'B ha coefficienti reali. Tale ¢y, trasforma
{Smz > 0} in sé se e solo se det M > 0. Infatti ¢ sufficiente verificare dove si

trova ¢pr(7):
. ai+b  (ai+b)(—ci+d)

o (i) = ci+d 2+ d?
e si verifica che: Job
. ad — be
Smon (i) = 2rE

Quindi le trasformazioni lineari fratte che trasportano il semipiano superiore in
sé stesso sono quelle che hanno tutti i coefficienti reali e che hanno la matrice
corrispondente con determinante positivo. Vedremo che in effetti queste sono
gli unici automorfismi del semipiano.

Esempio. Le trasformazioni lineari fratte che portano il semipiano in un disco

sono
z —

g,%ma>0, k] =1.
z—a

w==k
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Questa trasformazione porta {Smz > 0} in B1(0). L’idea ¢ di fissare 3 punti
a caso 21, 22, 23 sulla retta reale e 3 punti wy, we, w3 su OB1(0). Prescriviamo
che z; vada in w; , i = 1,2, 3; automaticamente questo fa si che la retta reale
vada nella circonferenza e, se prescriviamo appropriatamente I’orientamento dei
punti w; , ¢ = 1,2, 3, siamo anche certi che il semipiano superiore vada nell’in-
terno del cerchio. Usando la regola del birapporto, possiamo classificare tutte
le trasformazioni lineari fratte che eseguono questa trasformazione.

Per il nostro scopo & sufficiente dimostrare che una trasformazione di questo
tipo trasporta il semipiano superiore nel disco unitario. z € R equivale a dire
z =72. Allora

z—« z—«

=k

zZ—Q -«

w==k

= |w| = 1. Quindi R viene trasformato in 9B; (0). Ora si tratta di far vedere che
il semipiano superiore va dentro al disco (per continuita, ci basta stabilire che,
se prendiamo un punto in {Smz > 0}, questo viene mandato dentro il disco).
Saa=a+ib. z—a=(x—a)+ily—>) equindi z—a= (z—a)+i(y+0).
|z —q

y+b>|y—> quindi |z —@| > |z — a| = |w| = |k P <1

. z—1
In particolare w = -

Z+1
Teorema 6.16.
f:{Smz >0} — {Smz > 0}
\ az+b
¢ un automorfismo se e solo se f(z) = d con a,b,c,d € R e ad — bec > 0.
cz

Dimostrazione. Consideriamo una trasformazione di Mobius ¢ che trasformi
{Smz > 0} in B;1(0) e consideriamo 1) cosi fatta:

P = d)ofod)il : Bl(O) — {%mz > 0} — {%mz > 0} — Bl(O)

¥ ¢ un automorfismo del disco B;1(0), quindi ¢ & una trasformazione lineare
fratta.

f=0""ovoo

Poicheé ¢! , v , ¢ sono trasformazioni lineari fratte, anche f & una trasforma-
zione lineare fratta. Di tutte le trasformazioni lineari fratte, quelle che traspor-
tano il semipiano in sé sono quelle che hanno i coefficienti reali e il determinante
> 0. O

6.5 Teorema della mappa di Riemann

Concludiamo enunciando questo teorema fondamentale, del quale, per questo
corso, omettiamo la dimostrazione.

Teorema 6.17. Sia Q C C aperto semplicemente connesso, Q) # C, allora
esiste f : B1(0) — Q mappa conforme.
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Il Teorema precedente da un risultato di esistenza, esaminiamo sotto quali
condizioni aggiuntive si ottiene anche I'unicita.

Corollario 6.18. Fissato zy € Q) esiste un’unica mappa conforme f : B1(0) —
Q tale che verifichi:

1) £(0) = 2o,
2) f(0) € R

Dimostrazione. Siano f,g due mappe conformi che verificano 1)

f(0) = g(0) = 2 .

La mappa ¢ = g~ ! o f & un automorfismo del disco tale che ¢(0) = 0. Allora &
una rotazione

#(z) = ez

calcolando la derivata:

0 _ — / 7f/(0)
e’ =¢'(0) = (g7 (f(2))].00 = 70)

Se f, g verificano anche 2), cio¢ f/(0), ¢'(0) € R*, si avra e’ € R ovvero 6 = 0.
Allora ¢ e I'identita, cioe

f=g.
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