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Raccolta esercizi di algebra lineare

Con risposte immediate e soluzioni alla fine per gli esercizi segnati con *

1.(*
Si scriva il polinomio di 4° grado in Z7:   ax4 + bx3 + cx2 + dx + e    che abbia 1 radice semplice, 3 radice doppia e 5 radice semplice, con la ulteriore condizione che a = 3. (N.B.: gli ulteriori coefficienti andranno scritti come elementi di Z7 : 0,1,2,3,4,5,6)
R. :
3x4 + 6x3 + 3x2 + 2

2.(*
Si discuta, al variare dei parametri reali h e k, il seguente sistema di equazioni, fornendo le soluzioni nei casi di esistenza.
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R. :
Per  k ( - 4  ( ! soluzione ( h.  Per k = - 4  e h =  4   ( (1 soluzioni. Per k = - 4 e h ( 4  ( ( sol.

3.(*
Sia f un’applicazione lineare di C3 in C3 che porti rispettivamente:

(1,i,1+i) ( (1, 1, 1)

(0, 1,  i) ( (0, 1,  i)

(1, 1, 0) ( (1,0,1-i)

Si trovi Im f e Ker f.
R. :
Im f = z1 (1,1,1) + z2 (0,1,i)  con z1 , z2 ( C.  Ker f  =  z (0, i-2, 1)  con z ( C.

4.(
Si dica quali sono gli insiemi X che soddisfano l'equazione fra insiemi




(A(X) ( (X(B) = A(X
R.:
B ( X.

5.(*
Si discuta al variare di h e k il sistema

x  (  hy              = 1

x  (   y   + kz     = 0
2x          + hz  
   = 1
R.:
Per h diverso da 0 e contemporaneamente diverso da 2k + 1 ( ! soluzione. Per h = 0 ( ( sol.


Per h = 2k + 1 e k ( -1 ( ( soluzioni. Per h = -1 e k = -1 ( (1 soluzioni.
6.(*
Considerata una base ordinata ( = (A,B,C) dello spazio geometrico puntato S0 , sia (' 
la base ordinata costituita dai punti

A'  =   A ( B + C

B'  =  2A + B

C' =    A       (  2C
Siano f e g due endomorfismi di S0 tali che:

( (f, (, (') = 
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     e    ( (g, (', (') = 
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Si determini il valore k* di k per il quale  g(f  risulti non iniettiva. Per tale valore di k* si esprimano gli insiemi, in base (,  ker(g(f), Im (g(f),  (g(f) -1((6,1, (1)B(. Si calcoli det (g(f) per il valore  – k*.
R. :
k* = -6 ; ker (g(f) : t (3, -2, 1) ; Im (g(f) : ( (0, -1, 10) + ( (12, -1, 0) ; (g(f) -1 ((6,1, (1)B : 

( (3, -2, 1) + (0, 0, 1) ; det (g(f) = 168.
7.(*
Definiamo media fra due vettori u e v di uno spazio vettoriale sul campo R il vettore  u ( v = ½(u + v).

Si provi con un esempio che l’operazione u ( v non è associativa e si trovi una condizione sui vettori u , v , w  affinché valga la  (u ( v) ( w = u ( (v ( w).

R. :
La condizione necessaria e sufficiente di validità è  u  =  w . Per un esempio basta prendere

u  (  w .

8.(
Si discuta il sistema parametrico nel parametro k:
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Si esprimano le soluzioni nel caso in cui il sistema sia indeterminato.

R. :
Il sistema ha una e una sola soluzione per k diverso da 0, 1, -1, 2. Per k = 0, 1, 2 il sistema non ha soluzioni. Per k = -1 il sistema ha (1 soluzioni (sistema indeterminato). Le soluzioni sono:   ( (3, 1, -2 ) + (1, 0, 0).
9.(*
Data la retta r intersezione dei due piani (1 e (2 di equazioni cartesiane

(1 :   x – y  –  z + 1 = 0

(2 : 2x + y + 2z – 2 = 0

si determini la retta s del piano (3 di equazione cartesiana (3 : x – y + z = 0, passante per l’origine e complanare ad r. 

Si scriva poi l’equazione cartesiana del piano ( individuato da r ed s.

R. :
s : ( (1, 4, 3 ) ;  ( :  4x – y = 0 .

10.(*
Si dica sotto quali condizioni su A e B l'equazione fra insiemi




(A(B) ( (X(B) = A(X
ha soluzioni e sotto quali condizioni tale soluzione è unica. In quest'ultimo caso si dica 
qual è.
Ha soluzioni se B ( A . La soluzione è unica se e solo se A = B e la soluzione è  X = (.

11.(
Si discuta al variare di h e k il sistema

x  +  hy              = 1

x  (   y   + kz     = 0
         2x  +   y   +  hz  
   = 1

R. :
Per h = 2, k = 2 si hanno (1 soluzioni; per h = 2 e  k ( 2 ( ! soluzione; per h ( 2, k  = 
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12.(
Considerata una base ordinata ( = (A,B,C) dello spazio geometrico puntato S0 , sia (' 
la base ordinata costituita dai punti

A'  =   A ( B + 2C

B'  =  2A + B

C' =    A       (   C
Siano f e g due endomorfismi di S0 tali che:

( (f, (, (') = 
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Si determini il valore 
[image: image9.wmf]k

 di k per il quale  g(f  risulti non iniettiva. Per tale valore di 
[image: image10.wmf]k

 si esprimano gli insiemi, in base (,  ker(g(f)  , Im (g(f) ( f -1 ((0,1,1)B( . Si calcoli det (g(f) per il valore 2
[image: image11.wmf]k

.

R. :

[image: image12.wmf]k

 = 6; ker(g(f) :  t (3, -2, 1);   , Im (g(f) ( f -1 ((0,1,1)B( = (; det (g(f) = 6.
13.(*
Si risolva in Z17 l’equazione:
   3x3 + 4x2 + 7x + 3 = 0
R. :
Le radici sono 1 (semplice) e 13 (doppia).

14.(*
Si discuta il sistema parametrico nei parametri reali h e k:
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R. :
Per k = 2, h = 2 ( (1 soluzioni; per k = -3, h = 2 ( (1 soluzioni; per k = 2, h ( 2 ( ( soluzioni; per k = -3, h ( 2 ( ( soluzioni; per (k ( 2) ( (k ( -3) ( ( soluzione.

15.(*
Data in R3 la retta s intersezione dei due piani (1 e (2 di equazioni cartesiane

(1: 
x + y   + z – 1 = 0

(2:
x + 2y – z + 2 = 0
ed il punto P0 = (1,2,1) si dica se, fra le rette congiungenti il generico punto di s ed il punto P0, ve ne è una passante per l’origine. In caso affermativo si trovi una sua rappresentazione cartesiana.
R. :
No.

16.(*
Si consideri la totalità delle matrici quadrate 3(3 del tipo:

 I tipo: 
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 e rispettivamente II tipo: 
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 con a1(0, b1(0, c1(0, a2(0, b2(0, c2(0 con la consueta operazione di  prodotto fra matrici. Si verifichi, dandone una giustificazione, che: 

Le matrici del I tipo sono un gruppo abeliano

Le matrici del II tipo non sono un gruppo 

L'insieme delle matrici del I e II tipo sono un gruppo non abeliano. 

*In quest'ultimo caso si trovi un sottogruppo abeliano massimale (rispetto all'ordine per inclusione).

R. :  Il sottogruppo abeliano massimale si ha per a1 = c1 e a2 = c2 .

17.(*
Sia (x,y,z) un sistema di coordinate cartesiane dello spazio puntato S0. Considerata l'applicazione lineare f tale che 


(x,y,z) ( (x(y+z , x+z , x+y+z)

Si determinino le equazioni cartesiane

a) del nucleo della f

b) dell'imagine della f

Si dica poi se S0 = ker f ( Im f .

R. :
a) retta di equazioni: x + z = 0 , y = 0;  b) piano di equazione: x – 2y + z = 0; no. 

18.(*
Dati i tre polinomi:

p1 = kx3 ( x + 1

p2 =   x2 + kx

p3 =   x3 + x2
si dica per quali valori di k il polinomio

p  =  x3 + x2 + x + 1 

è ottenibile come combinazione lineare dei tre polinomi dati. Per tali valori di k si trovino le terne ((1 , (2 , (3 ) tali che  p = (1 p1 + (2 p2 + (3 p3 .

R. :
k = ( 
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 ; per k = 
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 è (1, 
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, 1 - 
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); per k = -
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 è (1, -
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, 1 + 
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).

19.(*
Sia f l'applicazione lineare di R3 in sé tale che:

(x,y,z) ( (x+y, 2x-z , x-y-z).

Trovare Im f, Ker f, det f, f- -1 (3,4,1).
Si determini poi la matrice della f rispetto alla base (: (0,1,1), (1,-1,2), (1,0,1).
Si dica infine se esiste una base (' rispetto alla quale sia  M (f, (',(') = 
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 con a(0, c(0, f(0 e si giustifichi la risposta.
R. :
Im f: ( (1, 0, -1) + ( (0, 1, 1); ker f: t (1, -1, 2); det f = 0;  f- -1 (3,4,1): t (1, -1, 2) + (0, 3, -4). 


Se esistesse (’, f sarebbe biiettiva, il che non è.
20.(*
Dati i quattro polinomi a coefficienti reali:
x3 + x2 - x , x2 + kx - 1 , x3+kx2+x , x+1
si dica per quali valori di k essi costituiscono una base per lo spazio dei polinomi di grado ( 3.

Per una a scelta di tali basi si trovino le coordinate del polinomio
x2 - 2x + 3.
R. :
k  ( ( 
[image: image24.wmf]3

; per esempio per k = 0 le coordinate sono (2, -1, -2, 2).

21.(
Si risolva in Z15 l'equazione   x3 - x2 + 8x - 5  sapendo che  x = 5 è una radice.
R. :
Le altre radici sono 6 e 9.

22.(*
Si risolva la seguente equazione, con X insieme incognito e insieme ambiente E, dando prima le condizioni affinché la soluzione esista e poi affinché sia unica:

(A(B) ( (
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R. :
 La soluzione esiste se e solo se AB = (; è unica se e solo se AB = ( e A(B = E. La soluzione è X = B.

23.(*
Siano v1 , v2 , v3 tre vettori linearmente indipendenti di uno spazio tridimensionale X. Calcolare il valore del determinante dell’endomorfismo f di X tale che:

f ( v1 + v2 – v3) = 2 v1         – v3
f ( v1 – v2 + v3) =    v1 + v2
f ((v1       + v3) =    v1 + v2 + v3 

R. :
det f = -1.

24.(
Siano assegnati quattro punti dello spazio euclideo tridimensionale in una base qualunque B, di coordinate

(1,1,1) , (k,0,2) , (1,k,-1) , (1,k+2,0).

Si determinino i valori di k per i quali i quattro punti risultano complanari. Per uno a scelta di tali valori si scriva poi l’equazione cartesiana del piano contenente tali quattro punti (rispetto alla base assegnata).

R. :
k = 1 e k = -3. Per k = 1 si ha  x – 1 = 0; per k = -3 si ha 3x – 4y + 8z = 0.

25.(
Si risolva, nell’insieme incognito X, l’equazione  (X-A) ( B  =  B – X 
trovando le condizioni su A e B affinché la soluzione sia unica.

R. :
X ( 
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26.(
Si discuta, al variare di k, il sistema:
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R. :
Per k ( -1 e k ( 1/3 ( ! soluzione. Per k = 1/3 ( ( soluzione. Per k = -1 ( (1 soluzioni.

27.(
Sia f una applicazione lineare di R3 in R3 tale che


f (1,2,1) = (1,0,1)


f (2,0,1) = (0,1,1)


f (1,1,1) = (3,-2,1)

Si trovi  ker f , Im f , Det f. Detta V la varietà di R3 definita da   ( (1,1,1) + ( (0,1,0) + (1,0,1) , si 

trovi la sua controimagine.

R. :
ker f: t (2, -5, 0); Im f = ( (-1, 1, 0) + ( (1, 0, 0); det f = 0; f-1 (V) è il piano di equazione cartesiana: 5x + 2y – 9z = 0.

28.(
Dato un insieme E formato da 8 elementi, sia A un sottoinsieme formato da 3 elementi. Si dica quante sono le applicazioni iniettive di E in E tali che f(x) ( x ( x ( A.

R. :
  5! 227 = 27.240.

29.(
Presi i seguenti tre punti dello spazio euclideo tridimensionale:

P1 = (1,-1,1) ; P2 = (0, 1, -1) ; P3 = (-1, 0, 1)

sia P il punto di coordinate (h+k , -k , 0).

i) Si determinino h e k in modo che le due rette r1 (P1,P2)  e  r2 (P3, P) siano:

a) incidenti

b) parallele

c) sghembe.

ii) Nel caso in cui il sistema di riferimento sia ortogonale, si trovino h e k in modo che le due rette siano incidenti ed ortogonali.

R.:
a) 2k – 2h + 1 = 0 con (h,k) ( (-1/2, 1) 

30.(
Considerate le basi di R3

(:  (1, 2, 1) , (0, 1, 0) . (1, -1, 0)   e     (':  (1, 1, 1) , (0, 0, 2) , (0, -1, 1)

sia f l'endomorfismo di R3 tale che     ( (f-1 , (', ()  =  

 .

Si calcoli   Det f .

R.:
Det f = - 2/3 

31.(
Si risolva, nell’insieme incognito X sottoinsieme di un insieme ambiente E, l’equazione insiemistica

A ( (B – X) = B – A

trovando le condizioni di esistenza ed unicità espresse sugli insiemi A e B e le relative soluzioni. 

R.:
Esistono soluzioni se e solo se A ( B. Le soluzioni sono tutti gli X: X (
[image: image29.wmf]B
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 . La soluzione è unica se e solo se B = E. In tal caso la soluzione diviene X = (
32.(
Si determini l’equazione cartesiana del piano contenente la retta 
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e parallelo al piano di equazione
x + 5y – z – 1 = 0

R.:
x + 5y – z + 9 = 0

33.(
Sia f k un’applicazione lineare di R 3 in R3 tale che


f k (x,y,z) = (x – y + kz, x + y, ky – 2z) .

Si trovi per quali valori di k essa risulta essere non iniettiva. Per tali valori si determinino:


Ker f k , Im f k , fk-1 (2,2,0)

R.:
Risulta non iniettiva per k = ( 2; 

ker f2:  t (1, -1, -1); Im f2: ( (1, 1, 0) + ( (1, 0, -1); f2-1 (2, 2, 0) = ( (-1, 1, 1) + (2, 0, 0)

ker f-2: t (-1, 1, -1); Im f-2: ( (1, 1, 0) + ( (1, 0, 1); f-2-1 (2, 2, 0) = ( (1, -1, 1) + (2, 0, 0)

34.(
Si risolva la seguente equazione, con X insieme incognito ed E insieme ambiente, dando poi le condizioni affinché la soluzione sia unica:
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R.:
La soluzione esiste sempre ed è: 
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 ossia  A (B = ( ( A ( B = E. In tal caso la soluzione è  X = B.

35.(
Si discuta il seguente sistema al variare dei parametri razionali h e k:
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R.:
Per h ( 1 oppure k ( 3h esistono (1 soluzioni. Per h = 1, k = 3 non esistono soluzioni.

36.(
Sia f un’applicazione lineare di R3 in sé che porti:

(1,1,1)
   (
(1,0,1)

(0,1,0)    (
(1,1,0)


(0,2,2)    (
(0,-2,2)

Si trovino, espressi in base canonica, ker f e Im f. Si calcolino Det f  e  f -1(1,0,1). Si trovino 

gli eventuali autovettori.

R.:
ker f: t (1, -1, 0); Im f: ( (1, 1, 0) + ( (0, -1, 1); Det f = 0; f-1 (1, 0, 1) =  ( (1, -1, 0) + (0,2,1) 

37.(
Si risolva l'equazione, nell'insieme incognito X,








R.:
Ha soluzioni se e solo se AB = ( ; la soluzione è unica se e solo se inoltre A ( B = E. In tale caso la soluzione è  X = E.

38.(
Sia f una applicazione lineare di R3 in sé che porti


(1,1,0) ( (0,1,2)


(0,1,1) ( (1,-1,0)


(1,0,1) ( (1,1,1).

Data la retta r di equazioni cartesiane (riferite alla base canonica)




si verifichi che f(r) è ancora una retta e la si rappresenti anch'essa con un sistema di equazioni cartesiane.

R.:
f(x) è una retta in quanto f è biiettiva.  
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39.(
Si discuta il sistema lineare, al variare dei parametri reali h e k,





R.:
Per h2 – hk + h + k + 1 ( 0  (( soluzione. Per h2 – hk + h + k + 1 = 0 non esistono soluzioni.

40.(
Si trovino le matrici quadrate A = 
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 tali che A2 = A  e  
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 ( 0 .

Facoltativo*: si risolva lo stesso problema con 
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 = 0 .

R.:
A = I.  Fac.:  A = 
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 ( (k,b) ; inoltre per  A = 
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41.(
Sia f un’applicazione lineare di P2 (anello dei polinomi di grado ( 2 ) in P3 (anello dei polinomi di grado ( 3 ) tale che:

f ( 3x2 – 2x ) 
=  x3 + x – 2 

f ( x + 1 )
=  x2 – 2x

f ( x2 )

=  2x3 – 2x

Si trovi il polinomio che ha come imagine  x – 1.

R.:
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42.(
Si determini il valore del parametro reale k tale che la matrice associata all’applicazione f di R3 in R3 in basi canoniche

M (f , Bc , Bc )  =  
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abbia il numero 2 come autovalore. Per tale valore si trovino gli autovettori.

R.:
k = 9/4;  ( (4, 6, 1).

43.(
Si dica quante sono le applicazioni aventi come dominio l’insieme dei primi 6 numeri naturali e come codominio l’insieme dei primi 9, crescenti o decrescenti.

R.:
168

44.(
Si discuta, al variare dei parametri reali h e k, il seguente sistema di equazioni, fornendo le soluzioni nei casi di esistenza.
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R.:
Per k ( -4  (( soluzione (h. Per k = -4, h = 8  ( ( 1 soluzioni. Per k = 4, h ( 8 non esistono. Le soluzioni sono: Per k ( -4  
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 per k = - 4 e h = 8 : ( (2, 6, -1) + (0, -8, 0).

45.(
Sia f un’applicazione lineare di C3 in C3 che porti rispettivamente:

(1, i , 1)    ( (1,  1,   1)

(0, 1, -i) (    (0,  1,    i)

(1, 1, 1) (    (1,  0, 1-i)

Si trovi Im f e Ker f. 

 R.:
Im f:  ( (1, 1, 1) + ( (0, 1, i)  con ( (, () ( C ( C ;  ker f:  ( (0, -2+i, i) con ( ( C.

46.(
Si dica quante sono le applicazioni non-decrescenti aventi come dominio e condominio l'insieme dei primi 10 numeri naturali, e come insieme imagine un insieme formato esattamente da tre elementi.

R.:
4.320

47.(
Considerate le basi di R3:


(:  (1,0,1) , (-1,2,1) , (0,1,2)


(': (0,0,1) , (1,2,-1) , (1,0,2)

Sia f l'endomorfismo di R3 tale che ( (f,(,(') = 

.
Si calcoli Det f.

R.:
Det f = -2

48.(
Data in R3 la retta, dipendente dal parametro reale k, di equazioni parametriche


x = 3t - 1


y = -t  + 2k


z = kt + 1

si descriva, al variare di k, l'insieme A dei punti intersezione di tali rette con il piano di equazione cartesiana: 2x + y - z - 1 = 0. 

R.:
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49.(
Si risolva, in Z 15 , l’equazione
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R.:
(8( , (2(
50.(
Si discuta, al variare dei parametri reali h e k, il sistema di equazioni lineari
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trovando:

a) la coppia (h,k) per la quale il sistema ha ( 1 soluzioni e rappresentando vettorialmente in R 3 tali soluzioni.

b) le condizioni sulle coppie (h,k) in modo che la soluzione sia unica

c) (facoltativo) la rappresentazione, in quest’ultimo caso, delle soluzioni (x,y,z) in funzione di h e k.

R.:
a) (-1, 0)   ;  b) ( h ( -1) ( ( k ( 0)  ;  c)  
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51.(
Assegnata, in uno spazio vettoriale E di dimensione 4, una base B : (e 1 , e 2  ,  e 3 ,  e 4 )

Sia f una applicazione lineare di E in E tale che:

f (e 1 + 2e 2 )  
=  e 2  +  e 3
f (e 2  -  e 4 )   
=  e 1 + e 2 
f (e 1 +  e 3 )  
=  e 1 + 2e 2  +  e 3
f (e 2 )           
=  2 e 2  +  e 4
Si determinino, nella base assegnata, ker f, Im f, f –1 ( e 1 + e 2  +  e 3 – 1/2  e 4 ).

52.(
Si risolva, nell’insieme incognito X, l’equazione insiemistica:
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53.(
Si determini l’equazione cartesiana del piano contenente la retta:


[image: image51.wmf]î

í

ì

=

-

-

=

-

+

1

3

2

z

y

x

z

y

x



e parallelo al piano di equazione
2x – z – 1 = 0

54.(
Si discuta, al variare del parametro reale k, il sistema:
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55.(
Dato un generico insieme E (ambiente) si risolva, nell'insieme incognito X, l'equazione





dando le condizioni di esistenza e di unicità.

56.(
Si trovi la matrice relativa all'automorfismo di R3, espressa con riferimento alla base canonica, che abbia i due autovettori (1,1,2) e (0,1,-1) con autovalori rispettivamente 1 e -1 e che mandi il vettore (1,0,0) nel vettore (0,1,1).

57.(
Si dica per quali valori di k i seguenti vettori di R4 sono linearmente dipendenti:




(0,k,1,0)  ,  (1,1,k,k)  ,  (k,-k,k,k)  ,  (1,0,k,1).

Per almeno due di tali valori si dia una rappresentazione cartesiana del sottospazio generato.

58.(
Si risolva nell’insieme incognito X l’equazione:

(A(X) ( B = A ( B

con A, B, X sottoinsiemi di un generico insieme E.

59.(
Sia g una applicazione lineare di R3 in R3 tale che:

g (1,1,0) = (2,0,1)

g (2,0,1) = (0,-1,1)

g (0,0,1) = (2,2,-1)

Si descriva la totalità delle applicazioni f di R3 in R3, espresse mediante le corrispondenti matrici M(f,Bc ,Bc ) in modo tale che g o f  diventi l’applicazione nulla.

60.(
Dato lo spazio euclideo R3 con sistema di riferimento ortogonale, si consideri la retta r dipendente dal parametro h ed il piano ( di equazioni rispettivamente:

x = ht – 2h

r:
y =   t +   h


( :
x + y – 2z + 1 = 0


z = ht –   1

Si stabiliscano delle condizioni su h affinché r e ( siano rispettivamente incidenti o parallele.In particolare si veda se esistono valori di h per i quali la retta è contenuta o, rispettivamente, perpendicolare al piano dato.

61.(
Si dica quante sono le relazioni di equivalenza in un insieme di quattro elementi.
62.(
Siano A1 ed A2 le seguenti matrici associate a due applicazioni lineari  f1  ed  f2  di R3 in R3 (in basi canoniche).



A1  =  
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A2  =  
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Si trovino, determinandone una base, i sottospazi:  f1 (R3) ( f2 (R3)  e   f1-1 (R3) ( f2-1 (R3).
63.(
Presi i punti P1 = (1,1,1) ; P2 = (0,1,-1) ; P3 = (1,0,0) dello spazio vettoriale R3 , sia P il punto di coordinate ( h+k, 0, k). Si determinino h e k in modo che le due rette r (P1,P2) e  r (P3,P) siano
 a) incidenti ; b) parallele non coincidenti; c) sghembe.
64.(
Si dica per quali valori di k l'equazione in Z7 : 1/x ( x + k = 0  ha soluzioni.

65.(
Data l'applicazione lineare di K3 in sé data dalla matrice




( (f, (', (") = 


con (' = (0,1,0) ; (1,1,1) ; (0,0,1)   e   (" = (1,0,0) ; (0,1,1) ; (1,-1,0), si dica se esistono vettori uniti non nulli.

66.(
Dati in R3 i quattro punti P1 , P2 , P3 , P4 di coordinate rispettivamente 

(0,1,0) ; (1,2,1) ;(2,0,-1) ; (0,0,1)

e detti  (1  e  (2  i piani passanti per  P1 ,P2 ,P3  e  P2 ,P3 ,P4,  si descriva in forma cartesiana la retta passante per l'origine e parallela ad entrambi i piani.
67.(
Si risolva nell’insieme incognito X l’equazione:

( A ( X ) ( ( B – A ) = A ( ( B – X )

con A, B, X sottoinsiemi di un generico insieme E.

68.(
Sia g una applicazione lineare di R3 in R3 tale che:

g (1,1,0) = (2, 0, 2)

g (2,1,1) = (0,-1, 1)

g (2,0,1) = (2, 3,-1)

Si descriva la totalità delle applicazioni f di R3 in R3, espresse mediante le corrispondenti matrici M(f,Bc ,Bc ) in modo tale che g o f  diventi l’applicazione nulla.

69.(
Dato lo spazio euclideo R3 con sistema di riferimento ortogonale, si consideri la retta r dipendente dal parametro h ed il piano ( di equazioni rispettivamente:

x = ht – 2h

r:
y = t + h


( :
x + y – z  - 1 = 0


z = 2ht – 1

Si stabiliscano delle condizioni su h affinchè r e ( siano rispettivamente incidenti o parallele.In particolare si veda se esistono valori di h per i quali la retta è contenuta o, rispettivamente perpendicolare al piano dato.

70.(
Dato un generico insieme E (ambiente) si risolva, nell'insieme incognito X, l'equazione:
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dando le condizioni di esistenza e di unicità.

71.(
Si trovi la matrice relativa all'automorfismo di R3, espressa con riferimento alla base canonica, che abbia i due autovettori (1,1,-1) e (0,-1,1) con autovalori rispettivamente 2 e -1 e che mandi il vettore (1,0,1) nel vettore (1,1,1).

72.(
Si dica per quali valori di k i seguenti vettori di R4 sono linearmente dipendenti:




     (0,k,1,0) , (1,k,k,1) , (k,k,-k,k) , (1,0,0,k).

Per ognuno di tali valori si dia una rappresentazione cartesiana del sottospazio generato. 

73.(
Si dica quante sono le applicazioni  aventi come dominio l'insieme dei primi 5 numeri naturali, come codominio l’insieme dei primi 10, non decrescenti.

74.(
Considerate le basi di R3:


(:  (1,0,1) , (1,2,1) , (0,1,-1)


(': (0,1,1) , (1,1,-1) , (1,0,2)

Sia f l'automorfismo di R3 tale che ( (f,(,(') = 
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Si calcoli Det f.

75.(
Data in R3 la famiglia di rette, dipendenti dal parametro reale k, di equazioni parametriche


x = 3kt - 1


y = -t  + 2


z = kt + k

si descriva, al variare di k, l'insieme A dei punti intersezione di tali rette con il piano di equazione cartesiana: z = 0.

76.(
Si risolva la seguente equazione, con X insieme incognito, dando poi le condizioni affinchè la soluzione sia unica:
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77.(
Si discuta il seguente sistema al variare dei parametri razionali h e k:
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78.(
Sia f un’applicazione lineare di R3 in sé che porti:

(1,1,1)    (
(1,0,1)

(0,1,0)    (
(1,1,0)


(0,2,2)    (
(0,-1,1)

Si trovino, espressi in base canonica, ker f e Im f. Si calcolino Det f  e  f -1(1,0,1).

Soluzioni degli esercizi

Per alcuni esercizi è data una spiegazione completa del procedimento suggerito, per altri è dato solo un cenno. E’ importante ricordare che, in algebra lineare, le procedure di calcolo atte ad arrivare alla soluzione sono spesso molteplici. Pertanto il lettore è invitato a trovare la procedura per conto proprio e poi, se non ottiene il risultato finale, confrontare il proprio lavoro con le procedure qui descritte.

1. Il polinomio sarà 3(x-1)(x-3)2(x-5) che diviene, fatti i primi calcoli,

    3((x-1)(x-5)(x2-6x+9)( = 3((x2-6x+5) (x2-6x+9)( . Tenuto conto che dobbiamo operare in Z7, il

    polinomio diviene: 3((x2+x+5)(x2+x+2)( = 3(x4+2x3+x2+3) = 3x4+6x3+3x2+2

2. La matrice incompleta, associata al sistema, ha come determinante:

   (A( = 
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    Pertanto Car A = 2 per k = - 4. Car A = 3 per k ( - 4 (In tal caso la soluzione esiste sempre ed è

    unica). 

    Ora per k = - 4, Car Ac = 2 se 
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3. La matrice associata, interpretata come di consueto (le colonne rappresentano le co-

    ordinate dei vettori immagine dei vettori di base ℬ espressi in base canonica ℬc ) è:

    A = ℳ ((,ℬ,ℬc) = 
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   con ℬ = ((1,i,1+i) , (0,1,i), 1,1,0)(.

    E’ subito visto che Im (  ha dimensione 2 (l’ultima colonna è uguale alla prima meno la 

    seconda). 

    Dunque Im ( = ( (1,1,1) + ( (0,1,i) = ((, (+(, (+(i) con  ((C , ( ( C.

    Ker ( si può trovare mediante l’equazione A x = 0 . Le coordinate (complesse) del vettore   

    incognito x saranno ovviamente espresse in base ℬ. Si ottiene il sistema:

    x                + z      
= 0

    x  +  y                   
= 0
da cui si ricava  x = ( ; y = -(;  z =  -(  (come subito si verifica), ossia

    x  + iy + (i-1)z
= 0

    (x, y, z) = ( (1, -1, -1 ). Dovendo ora esprimere le coordinate di Ker (  in base canonica,   

    otteniamo  ( ( 1(1, i, 1+i) – 1(0, 1, i) – 1(11, 1, 0)( = ( (0, i-2, 1), ( ( C.

5. Il determinante associato alla matrice incompleta è:

    (A( =  
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  =  h2 – 2hk – h  =  h (h – 2k –1). 

Esso è uguale a 0 per h = 0 oppure h = 2k+1. Dunque

Car A = 3 per ( h(0 ) ( ( h ( 2k + 1 ) . ( ! soluzione.

Car A = 2 per ( h=0 ) ( ( h = 2k + 1 ). 

Per h = 0, cerchiamo Car Ac . Sarà

(Ac( = 
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 = 1 . Dunque Car Ac = 3 e dunque non ci sono soluzioni.

Per h = 2k + 1, sarà:

(Ac( = 
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 = 2k + 2 . Perciò per  k = -1 e h = -1 avremo (1 soluzioni.

6. La matrice relativa all’applicazione identica da base ℬ a base ℬ’ è:

ℳ(i, ℬ, ℬ’) = 
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 , mentre le matrici relative alla f da base ℬ a base ℬ’ ed alla g da base ℬ’ a base ℬ’ sono rispettivamente: ℳ(f, ℬ, ℬ’) = 
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   e    ℳ(g, ℬ’, ℬ’) = 
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Si vuole che g (f  sia non iniettiva. Poiché g è iniettiva, deve essere non iniettiva la f. Per questo basta che le colonne della matrice relativa alla f siano linearmente dipendenti, il che equivale ad imporre che il determinante della stessa matrice sia uguale a 0. (Attenzione: il valore del determinante in questo caso non è quello della applicazione f, in quanto le basi di partenza e arrivo sono diverse). Si ottiene la condizione k* = -6.

A questo punto conviene calcolare, per tale valore di k*, la matrice della g(f che diviene:

ℳ(g(f, ℬ, ℬ) = ℳ(i, ℬ’, ℬ) ℳ(g, ℬ’, ℬ’) ℳ(f, ℬ, ℬ’) =
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 EMBED Equation.3  [image: image69.wmf]÷
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Per trovare il nucleo conviene impostare il sistema lineare:

6x + 12 y  +   6z = 0

  x   +    y  (     z = 0  

5x
[image: image72.wmf]          ( 15z = 0

che porta immediatamente alla soluzione parametrica z = t, y = -2t, x = 3t  ossia, vettorialmente,

t (3, -2, 1).

L’imagine Im g(f si trova utilizzando due qualunque vettori colonna linearmente indipendenti della matrice. Ad esempio:

Im g(f = ( (6,-1,5) + ( (12,-1,0) che è uguale a, sostituendo alla prima il doppio della prima meno la seconda, ( (0,-1,10) + ( (12,-1,0).

Per trovare (g(f)-1((6,1,-1)( bisogna risolvere il sistema:

6x + 12 y  +   6z = 6

  x   +    y  (     z = 1  

5x
[image: image73.wmf]          ( 15z = -1

che porta alla soluzione vettoriale ((3,-2,1) + (0,0,1). Si osservi che la soluzione vettoriale può esprimersi in molti modi equivalenti. Basta osservare che la soluzione è una varietà di dimensione uno. Come base della giacitura si può prendere un qualunque vettore proporzionale a (3,-2,1) e come vettore traslazione un qualunque vettore della varietà: ad esempio, con ( = -1, otteniamo 

(-3,2,0).

Infine per trovare det (g(f), basta calcolare il determinante della matrice ℳ (g(f, ℬ, ℬ) con k = ( k*, ossia della matrice
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 EMBED Equation.3  [image: image76.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

1

1

1

6

0

2

1

2

1


che fornisce, applicando il teorema di Binét, il valore cercato (-7)(-2)(12) = 168.

7. La condizione è subito trovata. Basta imporre l’uguaglianza:

1/2 (1/2 (u+v) + w( = 1/2 (1/2 u  + 1/2 v + w(  da cui si ricava immediatamente l’uguaglianza u = w.

9. Diamo un possibile percorso per ottenere la soluzione.

    La retta r può essere o parallela o incidente il piano (3 (che passa per l’origine 0). Se r è incidente il piano (3, detto p il punto di incidenza, la retta s complanare ad r non è altro che la retta congiungente p e 0. Se r è parallela a (3, basta prendere la retta s, parallela ad r, passante per 0. Essa sarà contenuta nel piano (3 e sarà ovviamente complanare a r. Per decidere se e è parallela o incidente (3 basta verificare se il sistema retta-piano ha una sola soluzione, ossia se il sistema

  x – y   ( z + 1 = 0

2x + y + 2z – 2 = 0

  x – y  +  z       = 0      è  “determinato”.

   Risolvendo si ottiene facilmente  x = 1/6 , y = 2/3 , z = 1/2 .  Quindi la forma vettoriale della retta per 0 e p è  ( (1/6, 2/3, 1/2) o, equivalentemente, ( (1, 4, 3).

   Per trovare ora l’equazione del piano individuato dalle due rette r ed s incidenti in p, basta ad esempio scrivere il fascio di piani di sostegno r e imporre il passaggio per 0. Otteniamo il fascio

((x – y – z + 1) + ((2x + y + 2z – 2) che porta, imponendo il passaggio per 0 = (0,0,0), ( - 2( = 0 da cui, posto ad esempio ( = 2 e ( = 1, si ottiene 4x – y = 0.

10. Indicando con ( X  il complementare dell’insieme X (il simbolo usato abitualmente 
[image: image77.wmf]X
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 non è comodo per la videoscrittura), l’equazione insiemistica diviene

A (( B ( ( (X(B) ( ( (A ( ( B) ( ( X ( B) = A ( ( X   

che, fatti alcuni calcoli applicando le consuete formule ed usando le abbreviazioni insiemistiche, diviene:

A ( B ( X  ( ( A B ( B ( ( A X ( B X  =  A ( X   

che, utilizzando la tecnica dei costituenti, diviene:

(ABX  ( (AB(X ( ABX ( (A(BX = (  ossia   ((AB ( AB ( (A(B)X = (  e   (AB(X = (.

La prima equazione porta la condizione  X ( A(B  e la seconda porta la condizione (AB ( X.

Dunque si ottiene la condizione, per l’insieme incognito X:

(AB ( X ( A(B. 

Essa può essere soddisfatta solo nel caso in cui (AB = (, ossia B ( A. 

La soluzione è unica solo nel caso in cui (AB = A(B, ossia A = B e, in tal caso, essa è X = (.

13. Si vede subito che x = 1 è una soluzione. Allora il polinomio è divisibile per x – 1. Eseguendo la divisione, utilizzando ad esempio il metodo di Ruffini, otteniamo:

       3   4   7   3

1    ___3_ 7_14 
       3   7 14   0

dunque  3x3 + 4x2 + 7x + 3 = (x-1) (3x2 + 7x + 14). Risolvendo ora l’equazione 3x2 + 7x + 14 = 0 si ottiene 

             1x2 =  
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 che, scrivendo i numeri in base 17, diviene   1x2 =  
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. Tenuto conto che il reciproco di 6, in Z17, è 3, otteniamo la soluzione (doppia) x = 13.

14. Il determinante associato alla matrice incompleta è:

    (A( =  
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 = k2 + k – 6. Esso è uguale a 0 per k = 2 e per k = -3 che sono gli unici valori interessanti di k. Per tutti gli altri valori di k, indipendentemente dal valore di h, la soluzione esiste ed è unica.

Posto allora k = 2 (I caso) è car A = 2. Interessa trovare la caratteristica della matrice completa. E’

A c = 
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.  Car A c = 2 se e solo se il  determinante 
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 = 0. Si ottiene 

h = 2. Dunque per k = 2 e h = 2 otteniamo (1 soluzioni. Per k = 2 e h ( 2 non esistono soluzioni.

Poniamo ora k = -3 (II cas0). Anche qui car A = 2. Sarà 

A c = 
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.  Car A c = 2 se e solo se il  determinante 
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 = 0. Si ottiene

h = 2. Dunque per k = -3 e h = 2 otteniamo (1 soluzioni. Per k = -3 e h ( 2 non esistono soluzioni.

15. Basta considerare il generico piano del fascio di sostegno la retta s ed imporre il suo passaggio per P0. Se l’origine appartiene a questo piano allora la risposta sarà sì. Altrimenti no.

Scritta l’equazione del fascio ((x + y + z – 1) + ((x + 2y – z + 2) = 0 ed imposta la condizione di passaggio: 3( + 6( = 0, scelta una qualunque coppia ((,() soddisfacente la condizione, ad esempio ( = 2, ( = -1, otteniamo il piano  x + 3z –4 = 0 che, evidentemente, non passa per l’origine. Dunque la risposta è no.

16. Detti MI e MII gli insiemi delle matrici del I e del II tipo, è:
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 e quindi MI è un gruppo abeliano (verifica 

                                                                                       immediata).
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 e quindi non è un’operazione in MII , ma lo diventa in MI ( MII . Se ora eseguiamo anche le operazioni  
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 pretendendo che siano commutative, ne viene 

necessariamente che a1 = c1 e a2 = c2 . Dunque il sottogruppo abeliano massimale si ha per a1 = c1 e a2 = c2 . L’elemento neutro è ovviamente la matrice identica e l’elemento simmetrico sta ancora in MII .

17. La matrice della applicazione f da base canonica a base canonica è:
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  da cui si ricava subito che Ker f ha dimensione 1 ed ha come equazioni cartesiane ad esempio il sistema  x      +z = 0

                                   y        = 0    mentre Im f ha dimensione 2 ed ha come equazione cartesiana 

x – 2y + z = 0. Una base di Ker f è ad esempio ( 1, 0, -1) mentre una base di Im f è ad esempio ( 1, 0, -1), (0, 1, 2). Da questo si deduce immediatamente che Ker f (( Im f e quindi che S0 non è somma diretta dei due sottospazi.

18. Basta usare lo spazio delle quaterne, isomorfo a quello dei polinomi di grado minore o uguale a tre. 

Avremo le corrispondenze: p1 ( (k, 0, -1, 1) ; p2 ( (0, 1, k, 0) ; p3 ( (1, 1, 0, 0) ; p ( (1, 1, 1, 1).

Basta allora scrivere il sistema che fornisce sia le condizioni di esistenza dei valori di k sia le soluzioni. Esso diviene:

(1
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    ossia

k(1            + (3   = 1

          (2    + (3   = 1

-(1 + k(2             = 1

 (1                       = 1

da cui ricaviamo car A = 3 sempre, car Ac = 3 per k2 = 2. Altrimenti car Ac = 4 e quindi non ci sono soluzioni. Sostituendo a k i due valori  ( 
[image: image102.wmf]2

, si ottengono i risultati cercati.

19. La matrice della applicazione f da base canonica a base canonica è:

      A = ℳ(f, ℬc, ℬc ) = 
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.  Poiché si vede subito che le colonne sono linearmente dipendenti e che car A = 2, per descrivere l’imagine Im f basta prendere due colonne linearmente indipendenti e considerare le loro combinazioni lineari. Otteniamo ( (1, 0, 1 ) + ( (0, 1, 1).

Per trovare Ker f basta risolvere il sistema:

  x  +  y               = 0

2x               ( z   = 0

  x  (  y       ( z   = 0     che fornisce il risultato t ( 1, -1, 2 ). E’ ovviamente un sottospazio di dimensione 1.

Det f è ovviamente uguale a 0. f infatti non è biiettiva.

E’ ovviamente un sottospazio di dimensione 1.

Per trovare f -1 (3, 4, 1) bisogna risolvere il sistema 

  x  +  y               = 3

2x               ( z   = 4

  x  (  y       ( z   = 1     che fornisce il risultato t ( 1, -1, 2 ) + (0, 3, -4). E’ ovviamente una varietà di dimensione 1, avente come giacitura ker f. ( Si ricordi che le soluzioni dell’equazione vettoriale f(x) = b ha come soluzione ker f + u0 con u0 soluzione particolare.)

Per trovare ora la matrice della f rispetto alla base ℬ: (0,1,1), (1,-1,2), (1,0,1), si può procedere al consueto modo:

ℳ (f, ℬ, ℬ) = ℳ (i, ℬc , ℬ) ℳ (f, ℬc , ℬc ) ℳ (i, ℬ, ℬc)  = T-1 A T che dà il prodotto di matrici:


[image: image104.wmf]1

1

2

1

0

1

1

1

1

0

-

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-



 EMBED Equation.3  [image: image105.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

1

1

1

1

0

2

0

1

1



 EMBED Equation.3  [image: image106.wmf]÷
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  che porta al risultato 
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20. Utilizzando lo spazio isomorfo delle quaterne reali, ai quattro polinomi corrispondono i vettori di R4: (1,1,-1,0), (0, 1, k, -1), (1, k, 1, 0), (0, 0, 1, 1). Per trovare i valori di k per i quali essi costituiscono una base, basta imporre che essi siano linearmente indipendenti. Scritti sotto forma di colonne di un matrice quadrata (4(4) otteniamo:

A = 
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. Basta ora imporre che le colonne (o righe) siano linearmente indipendenti.

Il modo più semplice è quello di calcolarne il determinante, magari dopo aver semplificato la matrice con una operazione di riga che non modifica il valore del determinante. Ad esempio sostituendo all’ultima riga, l’ultima meno la penultima. Otteniamo la matrice equivalente:

A1 = 
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 che ha come determinante, sviluppando con la prima formula di Laplace rispetto all’ultima colonna:  (A1( = -1
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 = 3 – k2 che si annulla dunque solo per k = ( 
[image: image111.wmf]3

. Scelto ad esempio k = 0, bisogna trovare le coordinate del polinomio x2 – 2x + 3. Utilizzando, come sempre, la quaterna corrispondente (0, 1, -2, 3), si ottiene l’equazione vettoriale:

x (1,1,-1,0) + y (0,1,0,-1) + z (1,0,1,0) + w (0,0,1,1) = (0,1,-2,3) ossia il sistema:

x         + z           =   0

x   + y                 =   1

-x        + z  +  w  = -2

     -  y        + w   =   3

che ha come soluzione (2,-1,-2,2).

22. Indicando il complementare di un generico insieme X con (X, l’equazione diviene:

(A(B)(( ( (A ( (X) = B(X   (  (A(B) ( AX = B(X  (  AX ( ABX = B(X ( ABX ( 

A(BX = AB(X ( (AB(X  da cui si ricava, procedendo al modo solito:

(AB ( A(B)X = (  (  (AB ( (AB)(X = (  ossia  (AB ( (AB) ( X ( ( (AB ( A(B) che equivale a  (AB ( (AB) ( X ( ((AB ( (A(B) . Dunque la soluzione esiste se e solo se AB = (. E’ poi unica se anche (A(B = (, ossia A ( B = E (insieme ambiente). In questo caso la soluzione è 

X = (AB. Essendo però che AB = ( ossia , otteniamo (AB = B.

23. Detta B la base composta da (v1, v2 ,  v3 ), si può trovare f (v1), f (v2), f (v3) e poi scrivere la matrice A = M ( f, B, B) e calcolarne il determinante. 

Ciò è possibile farlo ad esempio al seguente modo:

Chiamiamo u1 , u2 , u3  rispettivamente i vettori f (v1), f (v2), f (v3):

Otteniamo il sistema vettoriale nelle “incognite” u1 , u2 , u3 :

  u1 + u2  (  u3      =  2 v1              (   v3                                        

  u1 ( u2  +  u3      =     v1  +   v2                           

(u1         +  u3      =     v1   +  v2    +  v3   che si risolve come un consueto sistema di tre equazioni lineari in tre incognite, non omogeneo.

Si ottiene con facili conti:

u1 =  3/2 v1 + 1/2 v2 ( 1/2 v3 

u2 =   (2 v1 (    2 v2 (       v3 

u3 =  5/2 v1 + 3/2 v2 + 1/2 v3 

da cui (A( = 
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Un altro modo per calcolare il determinante era quello di scrivere la matrice relativa alla applicazione da base B’, formata dai vettori v1 + v2  (  v3 , v1 + v2  (  v3 , v1 + v2  (  v3 , a base B e la matrice relativa all’applicazione identica da base B a base B’ e calcolare il determinante del prodotto utilizzando la formula di Binét. Esse divengono:

M ( f, B, B ) =  M (f, B’, B) M ( i, B’, B)-1 =  
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  e, tenuto conto che il determinante della matrice inversa è il reciproco di quello della matrice data, otteniamo:

det M ( f, B, B ) = 2 ( ((1/2) =  ( 1.
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