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1 Breve tour sulla struttura della materia

La materia e’ fatta di atomi. Questa affermazione, che oggi diamo per scon-
tata (gli atomi si possono quasi ”vedere”), ancora agli inizi del 1900 non era
universalmente accettata, nonostante l’accumulo dell’evidenza schiacciante,
in primis dalle leggi ponderali della chimica. Nel corso di Chimica Generale
abbiamo imparato il grande potere di spiegazione dell’ipotesi atomica: gli
atomi si legano a formare le molecole con ben determinate strutture e pro-
prieta’ (il modello a palle e bastoncini), ma si riarrangiano con facilita’ nel
corso delle reazioni chimiche. Cosi’ anche le proprieta’ macroscopiche dei
corpi, i differenti tipi di solidi, gli stati di aggregazione, solidi, liquidi e gas, e
le relative trasformazioni di fase, si spiegano con la disposizione degli atomi
o molecole costituenti, e l’aumentare del moto delle particelle all’aumentare
della temperatura. Molte di queste cose sono state studiate qualitativamente.
L’obbiettivo della Chimica Fisica e’ duplice:

• andare piu’ a fondo

• spiegare le proprieta’ osservate quantitativamente

Osserviamo che la chimica emerge dalle nebbie dell’alchimia per costituirsi
come scienza quando comincia a pesare, cioe’ a misurare. Lavoisier determina
la costanza, o come diciamo oggi, la conservazione della massa, nelle reazioni
chimiche. Poco piu’ avanti, con la legge delle proporzioni definite, nasce
l’ipotesi atomica: nelle reazioni chimiche gli atomi si conservano. Assieme
alla conservazione della carica elettrica, queste conservazioni sono alla base di
tutta la stechiometria: bilanciamento delle reazioni, pesi atomici e molecolari,
relazioni ponderali.

Diamo allora una prima occhiata all’atomo (anticipando alcune cose che
sono qualitativamente note). Come sappiamo l’atomo e’ costituito da una
particella pesante, detta nucleo, e da particelle molto piu’ leggere, gli elet-
troni, che gli girano intorno. Se assumiamo come unita’ di misura il valore
assoluto della carica dell’elettrone, e, il nucleo ha carica positiva, +Ze, (Z
intero, detto numero atomico) e l’elettrone carica negativa, −e. La dimen-
sione dell’atomo e’ dell’ordine dell’ Å (10−10 m), mentre quella del nucleo e’
dell’ordine di alcuni fm (fermi, 10−15 m), quindi 10−4−10−5 volte piu’ piccolo
(figura 1). La materia e’ quasi tutta vuota! L’atomo quindi e’ un oggetto
composto, l’energia necessaria per strappare un elettrone dall’atomo e’ detta
potenziale di ionizzazione, ed e’ dell’ordine di 10 eV (vedremo piu’ avanti
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Figure 1: struttura dell’atomo

le unita’ di misura). Anche il nucleo e’ un oggetto composto: e’ costituito
da Z protoni, di carica +1 (in unita’ di e), e da N neutroni, molto simili
al protone, ma privi di carica. Si definisce numero di massa A = Z + N la
somma di protoni e neutroni, e’ un numero intero, molto vicino alla massa
del nucleo misurata in unita’ della massa del protone. Quindi anche nel nu-
cleo i nucleoni (cioe’ protoni e neutroni) possono trovarsi in stati diversi, e in
particolare il nucleo, come l’atomo, ha livelli energetici discreti e distinti, il
piu’ basso e’ lo stato fondamentale, poi il primo stato eccitato, e cosi’ via, e
un’energia di legame, che si possono rivelare ad esempio facendo della spet-
troscopia con fotoni molto energetici (raggi γ). La scala delle energie e’ pero’
molto piu’ grande, di circa un fattore 105, cioe’ dell’ordine dei MeV (106 eV)
Il risultato fondamentale e’ che alle energie in gioco nei processi chimici il
nucleo si trova sempre nello stato fondamentale, non viene mai eccitato, e si
comporta quindi come una particella elementare, al pari dell’elettrone.

Per quel che ne sappiamo l’elettrone e’ una particella elementare, cioe’
priva di struttura interna, che si puo’ descrivere come un punto materiale, ed
e’ completamente caratterizzato dalla sua massa, dalla carica, e dallo ”spin”,
che e’ un momento angolare caratteristico di ogni particella, una propri-
eta’ che non ha analogo classico (di cui parleremo diffusamente piu’ avanti).
Analogamente possiamo caratterizzare completamente il nucleo con la sua
massa, carica e spin (essendo un oggetto composto, la sua distribuzione di
carica interna puo’ dar luogo ad ulteriori momenti multipolari elettromag-
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netici, di cui il piu’ importante e’ quello di quadrupolo elettrico, QN , che
danno origine a piccole energie di interazione con campi e.m. esterni inomo-
genei, e sono rilevabili spettroscopicamente, ma hanno influenza trascurabile
sulla struttura atomica e molecolare). Avremo quindi

massa carica spin altro
elettrone me −e s —-
nucleo MN Ze I QN , ....

(lo spin dell’elettrone ha valore fisso s = 1
2
, in opportune unita’, quello

dei nuclei si indica con I e varia da nucleo a nucleo (I = 0, 1/2, 1, . . .)
La forza che tiene insieme l’atomo, e in generale responsabile di tutta

la struttura della materia, e’ l’interazione elettromagnetica tra particelle
cariche. L’interazione elettromagnetica tra cariche in moto e’ complicata,
ma la parte di gran lunga dominante a livello atomico e molecolare e’ la
semplice interazione Coulombiana statica, che descrive la forza tra particelle
ferme. Ha la forma semplicissima

FC = k
q1q2

R2

dove q1 e q2 sono le cariche delle due particelle, e R e’ la loro distanza. k e’
una costante che dipende dal sistema di unita’ di misura adoperato. Di fatto
gli effetti elettromagnetici trascurati (e in genere tutti gli effetti relativis-
tici) costituiscono solo una piccola correzione, che per quanto interessante e
importante ha un’influenza assai limitata sulla struttura della materia. Ri-
cordiamo che alla forza corrisponde il potenziale coulombiano

VC = k
q1q2

R

In realta’ sappiamo che oltre all’interazione elettromagnetica ci sono altre
forze di carattere fondamentale. E’ ben nota l’interazione gravitazionale, che
e’ quella dominante su larga scala, che ha la stessa forma dell’interazione
coulombiana, solo che e’ sempre attrattiva, e al posto delle cariche compaiono
le masse delle particelle.

FG = G
m1m2

R2

G e’ la costante di gravitazione universale. Di fatto la forza gravitazionale
e’ assolutamente trascurabile a paragone di quella elettromagnetica. Consid-
eriamo il rapporto tra le forze coulombiana, FC e gravitazionale FG tra un
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elettrone e un protone a distanza R. E’

FG
FC

=
Gm1m2/R

2

kq1q2/R2
=
Gm1m2

kq1q2

' 10−39

adoperando i valori per le costanti fondamentali (vedi Tabella). Ci sono
ancora le cosiddette forze nucleari, note come forza (o interazione) forte e
forza debole. E’ chiaro che ci deve essere una forza piu’ forte dell’interazione
e.m. che tiene assieme il nucleo, altrimenti i protoni, carichi positivamente, si
allontanerebbero immediatamente. Di fatto si puo’ mettere in scala l’intensita’
di queste forze come segue:

1 : 10−2 : 10−12 : 10−40

forte e.m. debole grav.

Quindi la forza forte e’ ∼ 100 volte piu’ intensa della forza e.m., che e’
circa 1010 volte piu’ intensa della forza debole. La forza debole e’ respon-
sabile di alcuni processi nucleari, come il decadimento β del neutrone, e in
genere i decadimenti β dei nuclei radioattivi. Le forze nucleari hanno pero’
un raggio d’azione molto corto, dell’ordine di alcuni fermi, cioe’ di un paio
di diametri nucleari, e decrescono esponenzialmente, cosicche’ sono comple-
tamente trascurabili sulle distanze tipiche dell’atomo.

Abbiamo cosi’ il quadro teorico fondamentale:

Tutta la struttura della materia puo’ essere completamente de-
scritta come un insieme di nuclei ed elettroni, che interagiscono
tra loro attraverso l’interazione coulombiana.

Questo e’ il livello fondamentale di descrizione. Da una parte significa
che, come abbiamo detto, non dobbiamo occuparci di strutture a livello
piu’ basso, dall’altra che ogni aspetto della struttura atomica, molecolare
e macroscopica e’ riconducibile a questo. Osserviamo in particolare che nella
descrizione delle molecole e delle loro interazioni facciamo ricorso a molti tipi
di forze: le forze covalenti relative ai legami chimici, forze intermolecolari
come ad es. le forze di van der Waals, o le interazioni dipolari, o i legami
idrogeno. Tutte queste non sono forze nuove, ma semplicemente risultanti
dell’interazione coulombiana delle particelle costituenti. E cosi’ pure tutte
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le forze macroscopiche (eccetto la gravitazione), le forze muscolari, quelle
prodotte da macchine, etc.

Come e’ noto, su scala atomica (e subatomica) la Meccanica Classica
(MC) cade in difetto, e la teoria che descrive in tutti i dettagli il comporta-
mento di atomi e di molecole e’ la Meccanica Quantistica (MQ). Di fatto la
MC e’ un’approssimazione di MQ, che diventa accurata su scala macroscop-
ica. La MQ e’ caratterizzata da una costante fondamentale, la costante di
Planck h. Di fatto nella teoria e’ spesso piu’ comodo usare la costante

h̄ =
h

2π

che si legge ”h tagliato”, detta anche costante di Planck ridotta, il cui valore
e’ approssimativamente

h̄ ' 1× 10−34 Joule secondo

La MQ si riduce alla MC quando il valore di h̄ diventa trascurabile rispetto
alla scala del problema, formalmente possiamo scrivere MQ→MC per h̄→ 0

Non e’ semplice esprimere praticamente questa condizione. Una con-
dizione equivalente e’ la seguente. Ad ogni particella si puo’ associare una
lunghezza d’onda caratteristica λ, detta lunghezza d’onda di de Broglie (ne
parleremo piu’ diffusamente piu’ avanti), associata al momento lineare p =
mv della particella, definita come

λ =
h

p

Si puo’ dire che la MC va benissimo quando la lunghezza d’onda associata
alla particella e’ piccolissima rispetto alle dimensioni spaziali del problema, o
piu’ esattamente alle lunghezze su cui il potenziale in cui si muove varia signi-
ficativamente. La ragione si puo’ intuire dalla stretta somiglianza con quanto
accade nell’ottica (le equazioni sono formalmente molto simili). Quando la
lunghezza d’onda della luce (radiazione) e’ molto piu’ piccola delle dimen-
sioni fisiche del problema, la luce si comporta come un fascio di particelle
che si propagano di moto rettilineo, rimbalzano su una superficie seguendo
le leggi dell’urto, lasciano un’ombra netta se intercettate da un corpo opaco
etc., esattamente come si muovono le particelle classiche. Se pero’ incon-
trano ostacoli di dimensioni comparabili alla lunghezza d’onda, si verificano
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i classici comportamenti ondulatori, generando figure di diffrazione e inter-
ferenza. Questo, come vedremo, e’ il tipico comportamento delle particelle
quantistiche.

Dall’espressione per l’energia cinetica E = 1/2 mv2 = p2/2m si scrive
anche p =

√
2mE, e per la lunghezza d’onda associata λ = h/

√
2mE. Per

energie tipiche, attorno all’eV, la λ associata a un elettrone e’ dell’ordine di
alcuni Å, e quindi comparabile alle dimensioni atomiche. All’interno della
materia, l’elettrone e’ sempre una particella quantistica. Cio non toglie che
su scala piu’ grande, ad esempio un fascio di elettroni in un tubo catodico, op-
pure nell’anello di un sincrotrone, si comportino come oggetti perfettamente
classici. Viceversa, alla stessa energia, la λ di un nucleo, di massa circa 104

volte quella dell’elettrone, e’ piu’ piccola di un fattore 100, e quindi in molte
condizioni il suo comportamento si avvicina a una particella classica. Cosi’
ad esempio il moto delle molecole di H2O in un bicchiere si descrive bene con
la MC, anche se la loro struttura e le loro interazioni si possono derivare solo
dalla MQ.

2 Nota Storica

Queste noterelle hanno un valore puramente informativo, e sono state assem-
blate alla buona. Si consiglia di non spenderci molto tempo.

2.1 La situazione pre Meccanica Quantistica

• Ipotesi atomica. Sorge naturalmente dalle leggi ponderali della chimica:
conservazione della massa nelle reazioni chimiche (Lavoisier, 17xx?),
legge delle proporzioni definite (Proust, 1799), legge delle proporzioni
multiple (Dalton, 1808), legge sui rapporti semplici in volumi di gas
(Gay-Lussac(1808), ipotesi di Avogadro (1811), leggi di Faraday sull’elettrolisi
(1833)). Un nuovo apporto viene dalla teoria cinetica dei gas (D.
Bernoulli 1738, Maxwell e Boltzmann 1850-1900). Prima stima quanti-
tativa del numero di Avogadro NA (Loschmidt, 1865). Ancora all’inizio
del 1900 un certo numero di scienziati rifiuta l’ipotesi atomica (Mach,
Ostwald). Studi sul moto browniano (Einstein, Smoluchowski, 1905)
confermano l’ipotesi atomica, e permettono una determinazione precisa
di NA (Perrin, 1908)

9



• Scariche nei gas rarefatti, raggi catodici, raggi canale, raggiX (W.Roentgen,
1895), radioattivita’ naturale (Bequerel, M. Curie). Scoperta dell’elettrone
(J.J.Thompson, 1897) e determinazione del rapporto e/m per l’elettrone
e successivamente gli ioni. Sviluppo dello spettrografo di massa (Aston)

• Carica dell’elettrone (Millikan, 1906).

• Effetto fotoelettrico (Hertz, 1887, Hallwachs, Lenard, 1902, ne misura
le leggi)

• Spettri atomici, formula di Balmer (1885) per l’atomo di idrogeno,
costante di Rydberg, effetto Zeeman (1886), principio di combinazione
di Ritz (1905).

All’inizio del 1900 Lord Kelvin puo’ affermare che la fisica ha raggiunto un
grado di sviluppo perfettamente armonioso ed essenzialmente completo. Due
sole piccole nubi nere appaiono all’orizzonte, il risultato negativo dell’esperimento
di Michelson e Morley sul ”vento d’etere” che portera’ alla teoria della rela-
tivita’ (A. Einstein, 1905) e il fallimento della teoria classica nella spiegazione
dello ”spettro del corpo nero”, che aprira’ la via alla teoria quantistica (M.
Planck, 1900)

2.2 Brevissima cronologia dello sviluppo della Mecca-
nica quantistica

• 1900. Planck deriva la formula per la distribuzione spettrale del corpo
nero, in completo accordo con l’esperimento, postulando una disconti-
nuita’ negli scambi di energia tra radiazione e materia, che avvengano
in quanti indivisibili, legati alla frequenza della radiazione da una nuova
costante universale, la ”costante di Planck” h: ∆E = hν.

• 1905. Einstein spiega l’effetto fotoelettrico, postulando una natura cor-
puscolare della radiazione come fascio di particelle (fotoni), ciascuna
dotata di energia E = hν.

• 1907. Einstein spiega l’andamento del calore specifico dei solidi a basse
temperature, descrivendo il solido come un insieme di oscillatori ar-
monici quantizzati.
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• 1911. Rutherford, da esperimenti di diffusione di particelle α (da lui
gia’ identificate come atomi di elio ionizzati) da parte di atomi, propone
il ”modello planetario” dell’atomo. Max von Laue formula la teoria
della diffrazione di raggi X da cristalli, che permette di misurarne la
lunghezza d’onda

• 1913. N. Bohr propone la prima teoria quantistica della struttura
dell’atomo, attraverso la quantizzazione del momento angolare dell’elettrone.
Spiega quantitativamente la stabilita’ e lo spettro dell’atomo di Idrogeno,
interpreta il principio di combinazione di Ritz, la formula di Balmer e
la costante di Rydberg.

• 1914. Franck e Hertz confermano sperimentalmente l’esistenza di stati
di energia discreti negli atomi, da esperimenti di collisione con un fascio
di elettroni. Moseley studia l’emissione di raggi X da tutti gli atomi
conosciuti, e scopre che le linee discrete K mostrano frequenze date
da ν = ν0(n − a)2, con ν0 e a costanti. Identifica n con la carica del
nucleo e chiarisce immediatamente l’ordine della tavola periodica e gli
elementi mancanti.

• 1916. Millikan misura accuratamente l’effetto fotoelettrico e conferma
il valore della costante di Planck

• 1921. Stern e Gerlach osservano direttamente la quantizzazione del
momento magnetico in fasci di atomi a guscio aperto (Li, Ag)

• 1922. Compton osserva che la variazione di lunghezza d’onda di raggi
X diffusi dalla materia segue le leggi dell’urto tra le particelle coinvolte,
elettrone e fotone, confermando la natura corpuscolare della radiazione.

• 1924 de Broglie propone che il dualismo onda particella sia una carat-
teristica universale della materia, e lo estende alle particelle materiali
con la formula λ = h/p . Thompson e Davisson e Germer osservano
figure di diffrazione di elettroni da cristalli, con la lunghezza d’onda in
accordo con la formula di de Broglie.

• 1925. Ulenbeck e Goudsmit ipotizzano l’esistenza dello spin dell’elettrone
(momento angolare di valore 1/2 ) per spiegare i doppietti negli spettri
degli atomi dei metalli alcalini. Dall’esame degli spettri atomici (man-
canza di termini previsti) Pauli formula il ”Principio di Esclusione”
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• 1925-1926. Nasce la Meccanica Quantistica: ”meccanica delle matrici”
di Heisenberg, ”meccanica ondulatoria” di Schrödinger. Equazione di
Schrödinger. Statistica di Fermi-Dirac.

• 1927-1928. Schrödinger dimostra l’equivalenza delle diverse formu-
lazioni e Dirac ne fornisce l’impostazione generale, la MQ. Ancora Dirac
scopre la corretta equazione relativistica dell’elettrone (Equazione di
Dirac, interpreta in modo naturale lo spin dell’elettrone e il fattore g, e
la struttura fine dello spettro di H). Ancora quantizzazione del campo
elettromagnetico, e spiegazione del fenomeno dell’emissione spontanea.

• 1929 Dirac scrive: ”The underlying physical laws necessary for the
mathematical theory of a large part of physics and the whole of chem-
istry are thus completely known, and the difficulty is only that the exact
application of these laws leads to equations much too complicated to
be soluble.”

• 1948-50. (Feynmann, Schwinger, Tomonaga) Nasce l’Elettrodinamica
Quantistica, formulazione relativistica completa dell’interazione elet-
tromagnetica. Tutti i dettagli fini degli spettri sono spiegati quantita-
tivamente (Lamb shift, fattore g dell’elettrone). E’ a disposizione una
teoria completa delle particelle interagenti col campo e.m. e quindi
della struttura atomica e molecolare in tutti i suoi dettagli.

• Si sviluppa la Teoria Quantistica dei Campi (QFT, formulazione rel-
ativistica completa della MQ), e lo studio delle interazioni debole (unifi-
cazione con l’interazione e.m., Glashow, Salam, Weinberg) e dell’interazione
forte (Cromodinamica Quantistica). Resiste agli sforzi l’unificazione di
MQ e Relativita’ generale (Teoria quantistica della gravitazione). Il
resto e’ storia di oggi: Supersimmetria, teoria delle Stringhe, fin qui
senza risultati convincenti.

2.3 La radiazione del Corpo Nero

La superficie di un corpo materiale mantenuto ad una certa temperatura T
emette luce di tutte le lunghezze d’onda. La quantita’ che si osserva e’

I(λ) =
∂3E

∂t∂A∂λ
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cioe’ la quantita’ di energia emessa per unita’ di tempo, di area e di
lunghezza d’onda. I(λ) → 0 per λ → 0 e λ → ∞, e in generale I(λ)
ha un singolo massimo, a λmax che dipende da T . La posizione di λmax
e Itot =

∫
I(λ)dλ sono, molto grossolanamente, uguali per ogni superficie

materiale. Una superficie che assorba tutta la radiazione incidente e’ chia-
mata ”corpo nero”. Si dimostra, in base a considerazioni termodinamiche
molto generali (Kirchhoff 1859) che il rapporto tra potere emissivo e potere
assorbente (frazione dell’energia incidente che viene assorbita) di un corpo
dipende solo dalla sua temperatura e dalla lunghezza d’onda, e non dalla
natura particolare del corpo.

E’ quindi una funzione universale, che per il corpo nero (potere assorbente
uguale a uno) coincide con il suo potere emissivo I(λ). In pratica, un piccolo
foro nella parete di una cavita’ appare simile alla superficie di un corpo
nero, in particolare se le pareti sono ruvide e annerite. Questo perche’ ogni
radiazione incidente dall’esterno sara’ riflessa in modo diffuso all’interno, e
questo molte volte, perdendo ad ogni riflessione una frazione considerevole di
intensita’, e solo una frazione piccolissima della radiazione incidente riuscira’
a uscire di nuovo attraverso il foro (vedi figura 2). In altre parole, un fotone
che entra nella cavita’ ha una probabilita’ piccolissima di uscire di nuovo
attraverso il foro.

Misurando quindi la radiazione emessa da un piccolo foro in una cavita’
refrattaria tenuta in un forno ad alta T , si osserva il grafico di I(λ, T ) come
in figura 3. Il massimo λmax dipende da T in maniera molto semplice (Legge
di Wien, 1893)

λmaxT = C0 (C0 ' 0.2898 cm K)

Alla fine dell’800 erano disponibili misure piuttosto precise di I(λ, T ). Il
principale problema teorico era dedurre un’espressione per I(λ, T ) da principi
primi (essendo una curva universale). Il fatto che il foro emetta radiazione
non e’ per se sorprendente: si sapeva che i costituenti della materia sono
carichi, e le vibrazioni termiche dei costituenti delle pareti conducono natural-
mente all’emissione di energia radiante nella cavita’. Questa radiazione puo’
anche essere assorbita dalle pareti e se esse sono mantenute a una temper-
atura costante si stabilira’ un equilibrio termodinamico tra l’energia radiante
nella cavita’ e le pareti, cioe’ l’energia emessa e assorbita nell’unita’ di tempo
e di area saranno uguali. Il problema e’ percio’ dedurre un’espressione per la
densita’ di energia radiante nella cavita’ in funzione di λ e T . L’applicazione
della meccanica statistica classica aveva pero’ condotto a una legge in accordo
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Figure 2: cavita’ che realizza il corpo nero

con l’esperimento a λ molto grandi, (legge di Rayleigh-Jeans, tratteggiata in
figura 3)

I(λ, T ) = 8πkT/λ4 = 8πkTν2/c3

ma che cresceva indefinitamente a λ piccole, cosicche’ l’intensita’ totale
(l’integrale) diventa infinita, il che significa che la radiazione non possa mai
essere in equilibrio termico con la materia ad ogni temperatura, un risultato
manifestamente assurdo, noto come ”catastrofe ultravioletta”, per il diverg-
ere dell’energia emessa alle piccole λ. Il 14 dicembre 1900 Max Planck pre-
sento’ una deduzione della legge del corpo nero in una riunione della societa’
Tedesca di Fisica di Berlino, che segna la data di inizio della teoria quantis-
tica [M. Planck, ”Über das Gesetz der Energieverteilung in Normalspektrum,
Annalen der Physik, 4 (1901) 553]. Nella sua deduzione dell’espressione teor-
ica dell’intensita’ della radiazione in funzione di λ e T , Plank introdusse
un’ipotesi radicale: un oscillatore di frequenza propria ν puo’ assorbire o
cedere energia solo in ”pacchetti” di valore E = hν, dove h e’ una nuova
costante fondamentale della natura. Con questo arrivo’ alla legge:

I(λ, T ) =
8πhc

λ5

1

exphc/λkT − 1
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Figure 3: radiazione emessa dal corpo nero
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Figure 4: effetto fotoelettrico

o

I(ν, T ) =
8πhν3

c3

1

exphν/kT − 1

espressa in frequenza (attenzione ∂/∂ν = c/ν2 ∂/∂λ). Da un confronto
con i dati sperimentali si puo’ ricavare il valore di h, e anche di k (in parti-
colare si trova λmaxT = 0.2014hc/k), e quindi anche, attraverso R = kNA,
il numero di Avogadro. Il valore di k che Planck ottenne in questo modo e’
solo circa il 2.5 % minore di quello corrente.

2.4 Effetto Fotoelettrico

Superfici metalliche investite da radiazione di frequenza sufficientemente alta
emettono elettroni (Hertz, 1887). Questo si puo’ studiare con un dispositivo
come schematizzato in figura 4. Una ampolla sotto vuoto trasparente alla
radiazione (quarzo) contiene la superfice metallica (catodo), una placca che
raccoglie gli elettroni emessi (anodo, a potenziale positivo), e una griglia in-
termedia, il cui potenziale (negativo) puo’ essere variato rispetto al catodo.
Quando la radiazione colpisce il catodo, si misura la corrente che passa at-
traverso l’anodo. Si puo’ misurare l’energia cinetica massima degli elettroni
aumentando il potenziale negativo delle griglia fino a inibire il passaggio di
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Figure 5: energia in funzione della frequenza

corrente. Questo avviene quando l’energia cinetica massima degli elettroni
eguaglia l’energia elettrostatica necessaria a superare la griglia,

Emax = 1/2 mv2
max = e∆V

Sperimentalmente si trova che:

• Sotto a una certa frequenza di soglia ν0 non si ha emissione, per quanto
alta sia l’intensita’ della luce.

• Emax e’ indipendente dall’intensita’ della luce, ma varia linearmente
con la frequenza Emax = cost(ν − ν0).

• La corrente i (numero di elettroni emessi) e’ proporzionale all’intensita’
della luce.

• In particolare, anche con intensita’ debolissime, l’emissione avviene is-
tantaneamente.

La dipendenza dalla frequenza (figura 5) e’ inspiegabile con la teoria on-
dulatoria ben consolidata della radiazione: gli elettroni sono messi in moto
dal campo elettrico, tanto piu’ quanto piu’ alto e’ il valore del campo, cioe’
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l’intensita’ della radiazione, finche’ acquistano sufficiente energia da superare
la barriera di potenziale che li tiene confinati dentro il metallo (lavoro di es-
trazione W). Per radiazioni sufficientemente intense, e tempi di irraggiamento
sufficientemente lunghi, si dovrebbe avere sempre emissione, e anche l’energia
massima dovrebbe dipendere dall’intensita’ e dal tempo di irraggiamento. Il
fenomeno fu spiegato correttamente da Einstein riprendendo gli argomenti
di Planck, ma portandoli piu’ avanti fino a ipotizzare che la radiazione stessa
consista di un fascio di corpuscoli (verranno detti piu’ tardi ”fotoni”) ciascuno
con energia legata alla frequenza dalla legge di Planck E = hν. Osserviamo
il contrasto con tutti gli esperimenti ben noti di diffrazione e interferenza
che dimostrano la natura ondulatoria della radiazione. Quando un fotone
colpisce un elettrone, gli cede di colpo tutta la sua energia. Parte di questa
viene spesa per il lavoro di estrazione, e il rimanente si manifesta come en-
ergia cinetica dell’elettrone

Emax = hν −W

Misure precise furono eseguite da Millikan nel 1916, che determino’ accurata-
mente per questa via il valore di h.

2.5 Spettri atomici e il problema della stabilita’ dell’atomo.

2.5.1 Spettri Atomici

Gli atomi eccitati (fiamma, scariche elettriche) emettono radiazioni di diversa
frequenza, discrete, precisamente determinate, caratteristiche dell’atomo con-
siderato e indipendenti dal modo di eccitazione: ν1, ν2, . . .. Vale il Principio
di Combinazione di Ritz: Se si osservano due frequenze ν1 e ν2, spesso si
osservano esattamente anche le frequenze somma e differenza ν1+ν2 e ν1−ν2.
Questo porta a costruire una sequenza di numeri, detti Termini Spettrali:
T1, T2, . . ., in numero molto minore delle frequenze osservate, tali che tutte
le frequenze possano esprimersi come differenze di due termini (figura 6):

sara’
νij = Tj − Ti

Questa regola e’ precisamente verificata, ma resta del tutto fenomeno-
logica, e’ una sistematizzazione dei dati sperimentali. I termini sono numeri
senza un preciso significato. In particolare lo studio dell’atomo di idrogeno,
che risulta il piu’ semplice, permette di esprimere i termini con una forma
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Figure 6: Termini spettrali e principio di Ritz

analitica molto semplice:
Tn = Ry/n2

dove Ry e’ una costante, detta costante di Rydberg, che puo’ venir misurata
con grande precisione dagli spettri, e n = 1, 2, . . . copre tutti i numeri interi.
In realta’, fino al lavoro di Bohr, sono note solo le transizioni corrispondenti ai
termini T2−Tn, che forniscono la serie di Balmer ν = Ry(1/22−1/n2). Studi
spettroscopici immediatamente successivi scoprono le serie corrispondenti alle
transizioni dal livello fondamentale n = 1 (Serie di Lyman, nell’UV) e dai
livelli piu’ alti, n = 2, 3, . . . (Serie di Paschen, Brackett, Pfund, nell’IR).

2.5.2 Struttura dell’atomo

Nel 1911, da esperimenti di diffusione di particelle α = He++ (nuclei di elio)
sulla materia (sottili foglie d’oro) Rutherford propone il modello nucleare,
o a ”sistema planetario” dell’atomo. L’atomo e’ composto da un nucleo,
carico positivamente e praticamente puntiforme, in cui e’ concentrata quasi
tutta la massa dell’atomo, e da elettroni che gli ruotano attorno, molto piu’
leggeri. Il nucleo ha carica +Ze, e ci sono Z elettroni di carica −e, cosi’
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Figure 7: Diffusione di particelle α da nuclei di oro

l’atomo e’ globalmente neutro. Questo e’ dedotto dall’osservazione che un
piccolo numero di particelle e’ deflesso ad angoli molto grandi, fino a 180 :
deve esistere un piccolissima ”biglia” massiccia capace di far rimbalzare le
particelle α, che sono molto piu’ pesanti degli elettroni (figura 7). Rutherford
esamina quantitativamente il fenomeno, ed e’ in grado di calcolare il numero
di particelle diffuse in funzione dell’angolo di deflessione, assumendo il moto
classico di particelle soggette alla repulsione coulombiana tra He++ e il nucleo
+Z (in unita’ di e), ottenendo un ottimo accordo con l’esperimento.

Se la materia fosse stata distribuita uniformemente all’interno dell’atomo,
le particelle α l’avrebbero attraversata quasi senza deflessione, essendo molto
energetiche. Ricordiamo che il modello atomico di Thompson, allora preva-
lente, ipotizzava l’atomo come una sorta di anguria, con la materia carica
positivamente distribuita uniformemente, e gli elettroni come semi immersi
al suo interno. Rutherford espresse il suo stupore alla scoperta di grandi
angoli di deflessione di alcune particelle, dicendo: e’ come se uno sparasse
un proiettile d’artiglieria contro un foglio di carta, e ogni tanto il proiettile
rimbalzasse indietro. In realta’ questo modello dell’atomo apriva una serie
di problemi: il modello prevedeva un equilibrio dinamico per l’atomo, con la
forza coulombiana controbilanciata dall’accelerazione centrifuga, come per i
pianeti attorno al sole. Infatti per un insieme di particelle cariche si puo’
dimostrare che non esiste alcuna configurazione di equilibrio statico. Proprio
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per questo era stato proposto il modello ad anguria: la distribuzione con-
tinua di carica positiva avrebbe permesso un equilibrio statico del sistema.
Tuttavia le leggi dell’elettromagnetismo prevedono che cariche in movimento
accelerato irraggino radiazione elettromagnetica, perdendo quindi costante-
mente energia. Un calcolo mostra che in tal caso l’elettrone dovrebbe cadere
sul nucleo con una traiettoria a spirale in un tempo dell’ordine di 10−8 sec-
ondi, irraggiando energia di uno spettro continuo di frequenze. Come si
poteva spiegare allora l’assoluta stabilita’ degli atomi? E inoltre, come spie-
gare l’esistenza di frequenze discrete della radiazione emessa o assorbita dagli
atomi, del tutto indipendente dalle condizioni iniziali?

2.6 L’atomo di Bohr

Bohr propose un modello basato sulla combinazione delle leggi classiche e
di un’ipotesi di quantizzazione ad hoc, che non solo spiegava la stabilita’
dell’atomo, ma era in grado anche di spiegare le frequenze osservate, e di es-
primere la costante di Rydberg in termini delle costanti fondamentali. Inoltre
previde la presenza di altre serie di righe spettrali che furono immediatamente
confermate. Si basa su queste assunzioni:

• Stabilita’ dell’atomo: L’atomo puo’ esistere solo in particolari stati,
detti stati stazionari, in cui e’ indefinitamente stabile. Gli stati stazionari
sono descritti da orbite circolari determinate dalla condizione di quan-
tizzazione per il momento angolare L = mvr:

L = nh̄

Assume cioe’ che gli unici valori permessi per L siano multipli interi di
h̄.

L’accelerazione centrifuga
a = v2/r

e’ bilanciata dalla forza elettrostatica

F = e2/r2

quindi

mv2/r = e2/r2
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e moltiplicando per mr3 otteniamo

m2v2r2 = me2r

n2h̄2 = me2r

da cui
rn = n2h̄2/me2 = n2a0

dove

a0 = h̄2/me2

e’ detto raggio di Bohr

(r1 = a0 , e’ il raggio della prima orbita nell’atomo di idrogeno). Otte-
niamo ancora per l’energia del livello piu’ basso, n = 1

E = 1/2 mv2 − e2/r = −1/2 e2/r = −1/2 me4/h̄2

e in generale per il livello n-esimo

En = −1

2
E0

1

n2

dove E0 = me4/h̄2 e’ un’energia, che verra’ adoperata come unita’ di
misura (unita’ atomiche) e la costante di Rydberg (in unita’ di fre-
quenza) e’ Ry = 1/2 E0/h

• Transizioni sono possibili tra stati stazionari con emissione o assorbi-
mento di radiazione elettromagnetica, cioe’ fotoni con frequenza data
dalla ”regola di Bohr”

∆E = hν, ∆E = |Ef − Ei|

dove Ei e Ef sono le energie degli stati stazionari iniziale e finale.

In definitiva spiega:

1. Stabilita’ dell’atomo.
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2. Spettro, principio di Ritz, formula di Balmer, ∆E = hν.

3. Valore sperimentale della costante di Ry in termini di m, e, h.

Osserviamo che quest’ultimo punto e’ quello piu’ impressionante. In un
certo senso la teoria e’ costruita in modo da riprodurre lo spettro discreto,
ma non e’ affatto ovvia la coincidenza del valore numerico della costante di
Ry (cioe’ delle frequenze delle righe spettrali) con le costanti fondamentali
m, e, h.

2.7 Aspetti ondulatori della materia. Formula di de
Broglie.

Basandosi sull’analogia tra caratteristiche ondulatorie e corpuscolari della
radiazione, riassunte nella relazione

E = hν = hc/λ

de Broglie ipotizza che il dualismo onda-particella sia una caratteristica uni-
versale della natura, valida tanto per la radiazione quanto per le particelle
materiali. Per i fotoni (particelle senza massa) la teoria dell’elettromagnetismo
associa un momento lineare legato all’energia attraverso la relazione

p = E/c = hν/c = h/λ

de Broglie ipotizza che tale relazione p = h/λ valga anche per le parti-
celle materiali. Quasi subito dopo esperienze di diffrazione di elettroni da
cristalli, che mostrano le caratteristiche figure di interferenza confermano
questa ipotesi e la correttezza della formula di de Broglie (si ha una corretta
corrispondenza tra lunghezza d’onda associata all’elettrone e spaziatura del
reticolo cristallino). Osserviamo ancora come l’ipotesi di de Broglie fornisca
una suggestiva interpretazione della condizione di quantizzazione L = nh̄
postulata da Bohr. Gli stati stazionari vengono fatti corrispondere a quelle
orbite per le quali il numero di lunghezze d’onda contenute in un’orbita e’
un numero intero, condizione che corrisponde classicamente alla formazione
di onde stazionarie di una corda (figura 8):

nλ = 2πr

da p = h/λ e’ nh/p = 2πr cioe’

L = pr = nh̄
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Figure 8: formazione di onde di de Broglie stazionarie

2.8 Il principio di indeterminazione

Subito prima di dare inizio alla formulazione moderna della MQ, Heisen-
berg (1925) si rende conto che la perturbazione ineliminabile che accompa-
gna l’interazione tra due particelle, che non puo’ essere resa arbitrariamente
piccola per l’esistenza della quantizzazione, nega di fatto la possibilita’ di
osservare contemporaneamente, con precisione grande quanto si vuole, la co-
ordinata e il momento di una particella. Precisamente, dallo studio di alcuni
esperimenti ideali, adoperando anche la cosa piu’ delicata a disposizione, un
fascio di luce, deduce un limite inferiore alle incertezze relative a una misura
simultanea di posizione e momento, enunciando la famosa formula

∆x∆p > h

nota come principio di indeterminazione. Questo mina alla radice la posizione
della MC, in cui tale misura e’ sempre possibile con accuratezza arbitraria,
e lo stato della particella e’ descritto dalla posizione e momento (o velocita’)
ad ogni istante. Cade cosi’ il concetto di traiettoria della particella. Da qui
la necessita’ di cambiare radicalmente la definizione dello stato di un oggetto
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quantistico: tale stato sara’ determinato dalla misura delle sole grandezze
compatibili, cioe’ che non producono indeterminazione.

2.9 Prime conclusioni

Riassumiamo alcuni punti importanti

• Ogni sistema presenta aspetti corpuscolari o ondulatori a seconda dell’esperimento
a cui viene sottoposto. Le relazioni quantitive tra i due fenomeni sono
racchiuse nelle equazioni

E = hν e p = h/λ

dove h e’ la costante di Planck

• Alcune importanti grandezze del sistema sono quantizzate, cioe’ as-
sumono solo certi valori discreti, ad es. l’energia, En, ma anche il
momento angolare L, etc. Altre invece non sono quantizzate, ad es.
posizione, momento, e assumono qualunque valore reale.

• In particolare, dal principio di conservazione dell’energia, otteniamo la
regola di Bohr per una transizione tra due livelli energetici Ei e Ef
causata da assorbimento o emissione di radiazione elettromagnetica (1
fotone) :

∆E = hν, ∆E = |Ef − Ei|

• Non tutte le grandezze fisiche sono misurabili simultaneamente con
precisione arbitraria. In particolare sono soggette a indeterminazione
coordinata e momento. Considerazioni analoghe su Energia e tempo,
portano a una espressione simile, in definitiva

∆x∆p > h ∆E∆t > h

anche se quest’ultima ha un significato un po’ diverso.

• Da ultimo osserviamo che queste semplici relazioni hanno suggerito la
struttura della MQ, che le ingloba in una formulazione piu’ generale.
E’ utile pero’ tenerle presenti, perche’ si prestano spesso a veloci stime
di ordini di grandezza. In particolare nel principio di indeterminazione,
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non si prenda il valore di h come preciso, essendo stato stimato da es-
perimenti concettuali. Vedremo la formulazione piu’ precisa nell’ambito
della MQ.

A questo punto, vedere le appendici.
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3 Comportamento quantistico

Il comportamento degli oggetti su scala molto piccola e’ completamente dif-
ferente da quello degli oggetti macroscopici, percio’ e’ difficile spiegarlo in
termini di proprieta’ intuitive di questi ultimi. La cosa importante e’ che
tutti, elettroni e fotoni o qualunque altro tipo di particelle, si comportano allo
stesso modo. Pero’ non si comportano ne’ come particelle classiche (sferette
indistruttibili), ne’ come onde (ad es. le onde sull’acqua), ma con caratteris-
tiche di entrambe. Potremmo chiamarle ”ondicelle”, o ”partonde”. Di fatto
la descrizione matematica del loro comportamento e’ precisa e non ambigua,
ed e’ facile imparare a descrivere matematicamente cosa succede. L’unica dif-
ficolta’ compare se si cerca di farsene un’immagine intuitiva ”macroscopica”,
ad es. l’elettrone come una piccola biglia che gira su se’ stessa, che segue
una traiettoria precisa nello spazio, etc. Possiamo pero’ imparare a farci
un’idea del comportamento quantistico esaminando un paio di esperimenti
che illustrano il comportamento quantistico tipico.

3.1 Esperimento delle due fenditure

(da Feynman Lectures on Physics, vol III, cap 1. Esperimento delle due
fenditure)

1. Consideriamo il seguente esperimento ideale (figura 9). Una mitragli-
atrice spara proiettili (che assumiamo indistruttibili) contro una corazza che
presenta due fori, attraverso cui i proiettili possono passare. I proiettili che
attraversano le due fenditure sono fermati da uno schermo finale (che li as-
sorbe, ad es. uno spesso strato di legno), dove c’e’ un opportuno rivelatore che
li raccoglie (ad es. un recipiente pieno di sabbia, per evitare rimbalzi). Una
volta posizionato il rivelatore, la mitragliatrice spara i proiettili (un numero
costante nell’unita’ di tempo), con una certa dispersione angolare, e dopo
un certo tempo si puo’ svuotare il rivelatore e contare quanti proiettili sono
arrivati in quella posizione dello schermo. Il rivelatore puo’ essere spostato
su e giu’, e alla fine dell’esperimento abbiamo la distribuzione dei proiettili
che arrivano sui vari punti dello schermo. E’ una distribuzione di proba-
bilita’, che possiamo chiamare P12 (entrambe le fenditure 1 e 2 aperte), che
ha la forma di una campana attorno all’asse dell’esperimento, come mostrato
in figura. Possiamo ripetere l’esperimento chiudendo la fenditura 2. Otter-
remo allora la distribuzione di probabilita’ P1 (solo 1 aperta), e lo stesso per
P2 chiudendo 1 (solo 2 aperta), come illustrato in figura 9. Si ottiene che

27



Figure 9: esperimento con i proiettili

P12 = P1 + P2, come atteso.
Riassumiamo la situazione con i proiettili:

• I proiettili arrivano sempre in unita’ discrete, tutte uguali. Ogni pal-
lottola arriva o non arriva, e arriva in un punto preciso. Nel rivelatore
non troviamo mai una frazione di proiettile. Se il tiro e’ molto basso,
ad ogni istante o non arriva niente, o arriva uno e un solo proiettile, e la
dimensione dei proiettili rivelati non dipende certamente dall’intensita’
del tiro, ma solo il loro numero. Diciamo: i proiettili arrivano sempre
in pezzi identici e localizzati.

• Misuriamo la probabilita’ di arrivo con la sola fenditura 1 aperta, P1,
oppure 2, P2 , oppure entrambe, P12 e troviamo P12 = P1 + P2. Le
probabilita’ sono additive: l’effetto con entrambe le fenditure aperte e’
la somma degli effetti relativi a una sola delle fenditure aperte. Diciamo
che questo risultato ”non mostra interferenza”.

I proiettili arrivano in pezzi interi e la loro probabilita’ di arrivo
non mostra interferenza

2. Ripetiamo adesso l’esperimento con una sorgente di onde in uno stagno,
ad esempio una bacchetta che va su e giu’ nell’acqua, e produce onde circolari
(figura 10). Di nuovo abbiamo un primo schermo con due fenditure, e un
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Figure 10: esperimento con le onde

secondo schermo assorbente (ad esempio una striscia di sabbia su cui le onde
in arrivo si smorzano). Ancora abbiamo un rivelatore, un piccolo galleggiante
che si sposta su e giu’, e di cui possiamo misurare l’entita’ dello spostamento
che ci fornisce la misura dell’ampiezza dell’onda in quel punto. Ricordiamo
che l’intensita’ dell’onda (la densita’ di energia che trasporta) e’ il quadrato
dell’ampiezza.

- La prima cosa che notiamo e’ che l’intensita’ puo avere qualunque
grandezza. Se la sorgente e’ molto debole, allora il rivelatore riceve giusto
una piccolissima quantita’ di energia, quando e’ piu’ intensa la quantita’ di
energia e’ maggiore. L’intensita’ dell’onda varia con continuita’, puo’ avere
qualunque valore. Due rivelatori vicini rivelano contemporaneamente la pre-
senza dell’onda. Non diremmo che ci sia alcuna granularita’ nell’intensita’
dell’onda, niente di discreto ne’ localizzato. La distribuzione I12 ottenuta
con entrambe le fenditure aperte mostra un andamento molto curioso che si
conosce dalla teoria delle onde: l’onda originale e’ diffratta dai due fori, e da
ciascuno di essi si diffondono nuove onde circolari. Se tappiamo un foro alla
volta otteniamo le curve piu’ semplici I1 e I2 . Certamente I12 6= I1 + I2 .
Diciamo per questo che c’e’ ”interferenza” tra le due onde. In alcuni punti
(dove I12 ha i suoi massimi) le onde sono in fase, e i picchi si sommano per
dare una grande ampiezza, e quindi una grande I. Diciamo che in queste po-
sizioni le onde ”interferiscono costruttivamente”. Questo succedera’ quando
la distanza del rivelatore dalle due fenditure differisce di un multiplo intero
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della lunghezza d’onda λ . In quelle posizioni dove le onde arrivano con una
differenza di fase di π (sono fuori fase) il moto ondoso risultante sara’ la
differenza delle due ampiezze. Le onde ”interferiscono distruttivamente”, e
otteniamo un valore basso per l’intensita’ dell’onda. Questo avviene quando
le distanze differiscono per un numero dispari di mezze λ. La descrizione e’
come segue:

I = A2, dove A = a cos δ

I1 = A2
1 I2 = A2

2

I12 = (A1 + A2)2 = A2
1 + A2

2 + 2A1A2 = I1 + I2 + 2
√
I1I2 cos δ12

dove δ12 = δ1 − δ2 e’ la differenza di fase. L’ultimo termine e’ il termine
di interferenza.

L’intensita’ dell’onda varia con continuita’, non e’ localizzata o
discreta, e mostra interferenza

3. Con gli elettroni. - arrivano sempre discreti, come unita’ uguali, in-
divisibili. Il rivelatore conta sempre 1 elettrone, mai una frazione. - Come
spostiamo il rivelatore la frequenza di conteggio sale o scende, ma l’ampiezza
del singolo conteggio e’ sempre la stessa - Se mettiamo due rivelatori sep-
arati, sempre o rivela uno, oppure l’altro, ma mai entrambi contemporane-
mente (eccetto se registriamo due eventi vicinissimi). - Gli elettroni arrivano
casualmente, non con continuita’. Solo mediando su tempi lunghi possiamo
parlare di intensita’ media. Concludiamo dicendo che gli elettroni arrivano
sempre come ”pezzi interi”, tutti uguali, e localizzati, esattamente come i
proiettili. - Se adesso ci chiediamo qual’e’ la probabilita’ che un elettrone
arrivi su un punto dello schermo, facciamo l’esperimento, e osserviamo la
figura di interferenza (figura 11).

Proviamo ad analizzare questo comportamento. Poiche’ gli elettroni ar-
rivano sempre in un pezzo unico, localizzato, viene spontaneo da dire che ogni
elettrone e’ passato o per il foro 1 o per il foro 2. Scriviamo quest’affermazione

Proposizione A: ciascun elettrone passa attraverso il foro 1 o il
foro 2.

Per la Proposizione A possiamo dividere gli elettroni in due classi: (1)
quelli che sono passati per il foro 1 e (2) quelli che sono passati per il foro
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Figure 11: esperimento con gli elettroni

2. Vediamo: contiamo quelli che passano per il foro 1 chiudendo il foro
2. Otteniamo la curva P1, molto ragionevole. Analogamente chiudendo 1
otteniamo P2. Il risultato pero e’ che P12 6= P1 + P2. Diciamo che c’e’
interferenza. Com’e’ possibile? In qualche modo sembra che l’elettrone che
passa per 1 senta la presenza o meno del foro 2. Si dovrebbe immaginare
qualche complicata traiettoria per cui l’elettrone passi per entrambi i fori.
Osserviamo che ci sono punti in cui P12 < P1 o P2 , cioe’ chiudendo un buco,
aumenta la probabilita’ che passi per l’altro. Viceversa, al centro, P12 > P1 o
P2 . In questo caso, chiudendo un buco, diminuisce la probabilita’ che passi
per l’altro. Nessuno e’ mai riuscito a spiegare in modo convincente P12 in
termini di complicate traiettorie di un elettrone tra i due fori. Eppure la
matematica che collega P1 e P2 e’ semplicissima: P12 e’ esattamente come la
curva I12 delle onde. Quello che arriva allo schermo puo’ essere descritto da
due ampiezze complesse ψ1(x) e ψ2(x).

P1 = |ψ1|2, P2 = |ψ2|2 ma P12 = |ψ1 + ψ2|2

che da’ interferenza. La matematica e’ la stessa che per le onde nell’acqua!
E’ difficile immaginare come si potrebbe ottenere un risultato cosi’ semplice
da un gioco complicato di elettroni che viaggiano avanti e indietro attraverso
il diaframma in qualche strana traiettoria. Concludiamo:

gli elettroni arrivano a pezzi interi, come particelle, e la proba-
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Figure 12: osservazione dell’elettrone

bilita’ di arrivo di questi pezzi e’ distribuita come l’intensita’ di
un’onda.

E’ in questo senso che si comportano ”qualche volta come particelle e
qualche volta come onde”. Questo e’ essenzialmente tutto:

P = |ψ|2 ψ = ψ1 + ψ2

Dobbiamo quindi concludere che la Proposizione A e’ falsa: non e’ vero che un
elettrone passa o attraverso 1 o attraverso 2? Vediamo meglio. Aggiungiamo
all’esperimento una forte sorgente luminosa, in grado di rivelare, diffondendo
la luce, da che parte e’ passato l’elettrone (figura 12)

Osserviamo: Ogni volta che un elettrone arriva al rivelatore, vediamo
un lampo di luce o vicino al foro 1, o vicino al foro 2, ma mai entrambi
contemporaneamente. Questo indipendentemente dalla posizione del rivela-
tore. Quindi, se andiamo a vedere sperimentalmente, la Proposizione A e’
vera: ogni elettrone, individualmente, passa o dal foro 1 o dal foro 2. Al-
lora, cosa c’e’ di sbagliato nell’argomento contro la Proposizione A? Perche’
P12 6= P1 + P2? Vediamo meglio cosa succede nell’esperimento. Per ogni
posizione x, ogni volta che il rivelatore rivela una particella, annotiamo in
una tabella 2 righe: 1 e 2 a seconda che l’elettrone sia passato per 1 o per 2.
Sommando i numeri nella riga 1 otteniamo P ′1 e quelli nella riga 2 P ′2.
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foro 1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ..... 1 1 | P1’

---------------------------------------------------------------

foro 2 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ..... 1 1 1 | P2’

Osserviamo che dopo molte misure P ′1 e P ′2 sono come P1 e P2. Quindi non
c’e’alcun comportamento complicato degli elettroni attraverso i fori. Quando
li osserviamo gli elettroni passano attraverso i fori esattamente come ci aspet-
tiamo. Che i fori siano aperti o chiusi, quelli che arrivano attraverso il foro
1 sono distribuiti allo stesso modo indipendentemente se il foro 2 e’ aperto o
chiuso.

Ma che cosa succede adesso per la probabilita’ totale? Cioe’ quella che
un elettrone arrivi al rivelatore da qualsiasi cammino? Quest’informazione
l’abbiamo gia’. Se ignoriamo i lampi, basta semplicemente sommare i risul-
tati delle 2 righe: sommiamo i numeri. Otteniamo quindi semplicemente
P12 = P1+P2. Abbiamo distrutto l’interferenza. Se spegnamo la luce, la riot-
teniamo. Quindi: se osserviamo da che foro passa l’elettrone la distribuzione
sullo schermo e’ differente che se non la osserviamo. (E’ successo che la dif-
fusione della luce da parte dell’elettrone ne ha modificato lo stato, non c’e’
modo di osservarlo senza perturbarlo, questa e’ una manifestazione del prin-
cipio di indeterminazione. Ai fini dell’analisi, questo e’ tuttavia irrilevante, il
punto centrale e’ che se il dispositivo sperimentale permette di osservare da
che fenditura passa l’elettrone, l’inteferenza viene distrutta) Cos’e’ successo
della Proposizione A? La risposta che abbiamo ottenuto dall’esperimento e’
che dobbiamo ragionare in un modo particolare per evitare inconsistenze, o
fare previsioni sbagliate. Dobbiamo dire che se l’apparato permette di deter-
minare se l’elettrone passa dal foro 1 o dal foro 2, allora possiamo dire che
passa da 1 o da 2. Ma se non siamo in grado di determinare se l’elettrone
passa da 1 o da 2, allora non possiamo dire che che l’elettrone passa da 1 o da
2. Se lo facciamo, e traiamo conclusioni da questo, faremo errori nell’analisi.
(Perche’ non vediamo la figura di interferenza con proiettili veri? Perche’
la lunghezza d’onda associata e’ estremamente piccola, e siamo nei limiti
dell’ottica geometrica).

Questo comportamento e’ generale. Quando rappresentiamo l’elettrone
nell’atomo di idrogeno come una nuvola di puntini, con densita’ pari alla
densita’ di probabilita’ di trovare l’elettrone in un punto, questo significa
esattamente che se andassimo ad osservare la posizione dell’elettrone in un
certo istante (ad es. facendolo diffondere luce di lunghezza d’onda suffi-
cientemente corta, raggi X) e ripetessimo questo esperimento molte volte,
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nelle identiche condizioni, troveremmo una distribuzione di probabilita’ come
quella disegnata. Osserviamo che questo non significa che l’elettrone occupi
una posizione precisa nello spazio, e la distribuzione di probabilita’ sia sem-
plicemente il risultato di una traiettoria caotica che non conosciamo. Dopo
ogni determinazione della sua posizione, quell’atomo di idrogeno e’ distrutto,
l’elettrone schizza via per l’impatto con il fotone, quindi non si puo’ seguire
la sua traiettoria all’interno dell’atomo passo dopo passo. La distribuzione
di probabilita’ si ottiene ripetendo la misura molte volte su un insieme di
atomi di idrogeno, tutti preparati nello stesso modo. Quindi l’elettrone
nell’atomo non e’ un’entita’ localizzata, ma occupa contemporaneamente
tutto lo spazio, come un’onda. E’ solo quando si effettua una misura di
posizione che l’elettrone si localizza (distruggendo il suo stato precedente).
Cosi’ ad esempio la domanda: dato un elettrone in uno stato 2p, che ha un
piano nodale, come fa a passare da una parte all’altra, supposto che a un
dato istante stia in uno dei due lobi? Non ha senso, per il fatto che l’elettrone
e’ contemporameamente da entrambe le parti, se lo localizzassi da un lato
avrei con questo distrutto lo stato 2p (cioe’ il suo stato prima della misura).
Questi effetti di non localita’ possono assumere forme drammatiche. Con-
sideriamo ad esempio una molecola di idrogeno, H2, che viene ionizzata per
impatto con un fotone energetico, perde un elettrone fornendo lo ione H+

2 ,
in uno stato dissociativo (esperimento perfettamente fattibile). Lo ione H+

2

si dissocia, la funzione d’onda, e cosi’ la densita’ di probabilita’ dell’elettrone
residuo, rimangono completamente simmetriche, mentre i due nuclei si allon-
tanano, fino a distanze macroscopiche, con probabilita’ di trovare l’elettrone
uguale a 1/2 sul nucleo A e 1/2 sul nucleo B. E’ solo quando i due frammenti
sono rivelati in un rivelatore che l’elettrone e’ costretto a localizzarsi: ad es.
il rivelatore di sinistra rivela un protone H+ e quello di destra un atomo di
idrogeno neutro H:

Riv1 ← H+
A ← (HA −−−HB)+ → HB → Riv2

In conclusione abbiamo visto:

• Dualismo onda-particella: gli oggetti quantistici mostrano caratteris-
tiche sia delle particelle (granularita’, localizzazione) che delle onde
(interferenza e diffrazione, distribuzione continua nello spazio).

• Principio di sovrapposizione: gli stati quantistici sono descritti nel
modo piu’ semplice da ampiezze. Se due stati ψ1 e ψ2 sono possibili,
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Figure 13: onda elettromagnetica polarizzata linearmente

allora anche lo stato ψ1 +ψ2 e’ un possibile stato del sistema. Le prob-
abilita’ sono legate al quadrato delle ampiezze, per questo mostrano
interferenza.

3.2 Fotoni polarizzati

La radiazione elettromagnetica si propaga come un’onda caratterizzata da
una direzione di propagazione k, tale che E, B, k formino una terna destrorsa.
La polarizzazione della radiazione e’ definita dal vettore campo elettrico E.
Se il campo elettrico oscilla in un piano fisso ben definito, la luce si dice
polarizzata linearmente (figura 13). Ricordiamo ancora che l’intensita’ della
radiazione e’ proporzionale al quadrato del campo: I = |E|2 =< E,E >.
Indichiamo ancora con v il versore del campo E.

Un polarizzatore P (figura 14) e’ un dispositivo (una lamina di un par-
ticolare materiale) che presenta una direzione preferenziale rispetto alla po-
larizzazione, definita anch’essa da un vettore v, di modulo 1. Quando su di
esso incide una radiazione linearmente polarizzata, di intensita’ I0 e versore
v0, se il vettore E||v, il fascio passa inalterato, se E⊥v il fascio viene comple-
tamente assorbito, e piu’ in generale, per E qualunque, che forma un angolo
θ con v, viene trasmessa la frazione di intensita’ data da

I/I0 =< v, v0 >
2= cos2 θ

In ogni caso qualunque sia la radiazione incidente il fascio che emerge dal
polarizzatore e’ completamente polarizzato lungo v.

Un secondo dispositivo interessante e’ il Prisma di Nicol N (costituito da
un cosiddetto cristallo birifrangente, es. calcite). Anche questo dispositivo
presenta un asse preferenziale per la polarizzazione, che descriviamo al solito
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Figure 14: comportamento del polarizzatore

Figure 15: comportamento del Nicol

con un versore v. Sia anche u un versore perpendicolare a v. Se ora della
radiazione polarizzata linearmente incide su N , si suddivide in due raggi
come in figura 15.

Un primo raggio A (detto raggio ordinario) prosegue normalmente, ma
risulta polarizzato lungo v, e con intensita’ ridotta esattamente come nel
caso del polarizzatore: IA = I0 < v, v0 >

2= I0 cos2 θ, dove θ e’ l’angolo tra
il vettore della radiazione incidente E e l’asse di polarizzazione v. Un sec-
ondo raggio B (detto raggio straordinario) subisce rifrazione, viene deviato
ed emerge parallelo al raggio incidente, ma spostato, con polarizzazione u,
e intensita’ IB = I0 < u, v0 >

2= I0 sin2 θ. Quindi IA + IB = I0, il raggio
incidente si separa in due componenti, con intensita’ totale uguale a quella
incidente, e polarizzate lungo v e u rispettivamente. Osserviamo che se bloc-
chiamo il raggio B, il prisma N agisce come un polarizzatore P (Figura 16).

Cominciamo ad esaminare due situazioni tipiche:
1) Con luce non polarizzata, figura 17 (come quella che emerge da una sor-

gente ad incandescenza, la cui polarizzazione e’ distribuita statisticamente),
l’intensita’ I che passa attraverso il Polarizzatore P e’ la meta’ di quella inci-
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Figure 16: Nicol usato come polarizzatore

Figure 17: luce non polarizzata
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Figure 18: esperimento con 2 polarizzatori

dente I = 1/2 I0, per qualunque orientazione di P . Possiamo vedere questo
risultato sia considerando la luce non polarizzata come un miscuglio 1 : 1 di
luce polarizzata lungo v e lungo la direzione perpendicolare u, oppure anche
distribuita a caso, col che avremo

I

I0

=
1

2π

∫ 2π

0
cos2 θdθ =

1

2

2) Per esaminare cosa succede con la polarizzazione, dobbiamo quindi
”preparare” per prima cosa un fascio di luce polarizzata inserendo un primo
polarizzatore P0, e poi analizzare il fascio risultante con un secondo polariz-
zatore, P1, come in figura 18.

Al rivelatore arriva l’intensita’ I1 = I0 < v1, v0 >
2= I0 cos2 θ

Il rivelatore conta l’intensita’ (numero di fotoni) della radiazione trasmessa.
Possiamo adesso ridurre l’intensita’ del fascio luminoso fino a far arrivare

un fotone alla volta. Il rivelatore fara’ ”click” quando arriva un fotone, poi
niente, poi ”click”, etc. Al solito, calando I, ci accorgiamo della natura cor-
puscolare della radiazione: i fotoni arrivano tutti interi, come unita’ discrete,
non con continuita’ come un’onda. Se mandiamo un fotone alla volta, qualche
volta passa, e qualche volta no, in modo completamente casuale. Se N0 sono
i fotoni inviati e N1 quelli trasmessi, avremo una distribuzione statistica, che
nel limite di molti fotoni riproduce il risultato classico:

N1/N0 → I1/I0 per N0 →∞

Cosa succede pero’ al singolo fotone e’ del tutto imprevedibile, possiamo dire
solo che ha una probabilita’ p1 =< v1, v0 >

2 di passare, e una probabilita’
p2 = 1 − p1 di essere assorbito. Solo le probabilita’, e quindi le medie su
grandi numeri, sono ben definite.
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Figure 19: rivelazione dei singoli fotoni attraverso il Nicol

Analogamente con un prisma di nicol N , e un rivelatore che conta i fotoni
che arrivano sul raggio A (canale 0) e sul raggio B (canale 1)

Il rivelatore produce una stringa di numeri 0 e 1 del tutto casuale. Questo
significa che se si sottopone questa serie numerica a qualunque test statistico,
non si trova alcuna correlazione tra i singoli risultati. Solo le probabilita’ che
il fotone esca in A, con polarizzazione lungo v : pA = NA/N0, o in B, con
polarizzazione lungo u : pB = NB/N0, sono ben definite, nel limite di N0

molto grande (cioe’ il limite per N0 → ∞ e’ ben definito), e coincidono con
i risultati classici,

pA = IA/I0 = cos2 θ , e pB = IB/I0 = sin2 θ.
3) Consideriamo ora la situazione con tre polarizzatori (figura 20)
Dopo P0 il fotone e’ polarizzato v0, dopo P1 e’ polarizzato v1, e dopo P2

e’ v2. Abbiamo

I1 = I0 < v1, v0 >
2, I2 = I1 < v2, v1 >

2

Quando ha passato P1, e’ polarizzato lungo v1. Se ora misuro P2, ho il
solito risultato I2/I1 =< v2, v1 >

2, assolutamente indipendente dal risultato
di P0, v0. Quindi, se v2||v1 il fotone, che emerge da 1, passa con certezza,
se v2⊥v1 viene assorbito con certezza, e in generale la probabilita’ di at-
traversamento e’ < v2, v1 >

2 . Il fotone ha completamente dimenticato cosa
e’ successo in 0. Il risultato della misura di P2, cioe’ I2/I1, e’ completa-
mente indipendente dall’orientazione di P0. Se tolgo P0 il rapporto I1/I0 non
cambia, anche se I1 sara’ maggiore.

Consideriamo adesso la situazione

v̂1v0 = 45◦, v̂2v0 = 90◦ e quindi v̂1v2 = 45◦

| < v1, v0 > |2 = 1/2, | < v2, v1 > |2 = 1/2 I2 = 1/2 I1 = 1/2(1/2 I0) = 1/4 I0
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Figure 20: esperimento con 3 polarizzatori

Figure 21: doppio Nicol inserito tra 2 polarizzatori

Se ora togliamo P1 e’ I2 = I0| < v0, v2 > |2 = 0!
Quindi, inserire P1 tra P0 e P2 aumenta il numero di fotoni che passano,

nonostante nel secondo caso il numero di fotoni che arrivano su P2 sia la
meta’ di prima.

Consideriamo da ultimo la situazione in figura 21.
Situiamo un secondo nicol N ′ dopo il primo. Se N ′ e’ allineato con N , il

sistema N −N ′ si comporta come un oggetto trasparente, che non influenza
la polarizzazione. Il fascio emergente si comporta esattamente come quello
incidente: I2 = I0, v2 = v0.

Sia ora v1||v0 ⇒ I1 = I0 per qualunque orientazione di v di N − N ′

intermedio.
Supponiamo adesso v a 45◦ con v0 ⇒ IA = 1/2 I0 e IB = 1/2 I0.
Viene naturale da dire che ogni fotone o passa per A, oppure passa per

B.
Posso adesso sperimentare cosa succede se blocco uno dei due raggi A

o B, inserendo sul suo percorso, tra N e N ′, uno schermo opaco. Quando
blocchiamo B,

v2 = v, I2 = 1/2 I0 ⇒ I1 = | < v1, v2 > |2I2 = | < v1, v2 > |2| < v, v0 > |2I0 = 1/4I0
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Quando blocchiamo A analogamente abbiamo

v2 = u, I2 = 1/2 I0, I1 = 1/4 I0

Abbiamo quindi per l’intensita’ totale I1: I(fotone passa per A) + I(fotone
passa per B) = 1/2 I0 6= I0. Se invece non rivelo (bloccando A o B) da che
parte e’ passato il fotone, I1 = I0. Quindi non posso dire che o passa per A
o passa per B: passa per entrambi, se cerco di decidere per dove e’ passato,
cambio il risultato. Passare per A e B e’ diverso che passare per A o B.

Riassumiamo questi risultati. Se partiamo da una sorgente non polar-
izzata, prima di una misura di polarizzazione con P la polarizzazione del
fotone non e’ definita. Dopo l’attraversamento del primo polarizzatore, P0,
la polarizzazione e’ definita ed e’ uguale a v0. Questo significa che se introdu-
ciamo un secondo P1, con v1||v0, un fotone che arriva da P0 passa con certezza
(probabilita’ p = 1) attraverso P1. Se v1⊥v0, la probabilita’ di passare P1 e’
p = 0. Se < v1, v0 >= cos θ, il comportamento dei fotoni e’ del tutto casuale,
qualche volta passano, qualche volta no, ma la frazione di quelli che passano,

N1/N0 → p1 = cos2 θ

nel limite di un gran numero N0 di fotoni.
Per quanto riguarda la polarizzazione possiamo dire che:

1. Una misura di polarizzazione puo’ fornire solo un numero discreto di
risultati (due, 0 o 1 nel caso del nicol). Si dice che i possibili risultati
(valori della variabile) sono quantizzati. Questi possibili valori si dicono
autovalori della variabile.

2. Esistono stati di polarizzazione del fotone tali che una misura di polariz-
zazione dia con certezza (p = 1) uno di questi risultati: le polarizzazioni
v0 = v e v0 = u nel caso del nicol. Questi stati si dicono autostati della
variabile considerata. Per ogni altro stato di polarizzazione il risul-
tato e’ casuale: puo’ fornire il valore 0 o il valore 1, con probabilita’
p0 = cos2 θ e p1 = sin2 θ.

3. Osserviamo come gli autostati della misura siano mutuamente esclusivi
(il sistema viene a trovarsi in uno o l’altro di essi a seconda del valore
misurato) e completi (rappresentano complessivamente tutti e soli i
possibili stati in cui puo’ trovarsi il sistema dopo quella misura).
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4. Dopo una misura, lo stato del sistema e’ caratterizzato dal risultato
ottenuto e non dallo stato precedente. Ogni informazione sul valore
della stessa variabile nello stato precedente e’ andato perso. Ad es. nel
caso di tre polarizzatori, P0, P1, P2 , il valore della polarizzazione dopo
P1 e’ v1, indipendentemente dallo stato v0 iniziale. Qualsiasi misura
succesiva (P2) da’ risultati che dipendono solo da v1, ogni memoria di
v0 e’ andata perduta, lo stato precedente alla misura P1 non influenza
in alcun modo i risultati delle misure successive.

5. Osserviamo quindi come il risultato della misura di P1 (il fotone e’
passato attraverso il polarizzatore) ci dia un’informazione sullo stato
del fotone dopo la misura, non ci dice niente sul suo stato prima della
misura (se non che non si trovava nello stato ortogonale). In particolare
non si puo’ dire nulla sullo stato di un sistema singolo, ma solo su
un insieme statistico. E’ solo se siamo in grado di generare un gran
numero di fotoni tutti con identiche caratteristiche (nello stesso stato
iniziale) attraverso un procedimento di ”preparazione” ben definito,
che possiamo dire qualcosa sul loro stato di polarizzazione da misure
su questo insieme. Ad esempio possiamo distinguere uno stato v0 a 45◦

da uno stato non polarizzato.

6. Ci sono variabili che non possono assumere contemporaneamente valori
ben definiti, ad es. le polarizzazioni lungo due assi v0 e v1 obliqui: la
misura dell’una distrugge l’informazione sull’altra. Variabili di questo
tipo si dicono incompatibili o complementari. Non tutte le variabili
sono di questo tipo. Ad es. la misura (e l’informazione) sul momento
k del fotone non viene disturbata da una misura di polarizzazione, e
resta ben definita. Variabili di questo tipo si dicono compatibili.

7. In definitiva, possiamo dire che in MQ il valore di una variabile di-
namica non e’ definito se non e’ misurata. Cosi’ ad es. la posizione
della particella nell’esperimento delle due fenditure, o dei due nicol:
se assumiamo che la particella abbia comunque sempre una posizione
definita, e quindi una traiettoria, passi quindi da una o l’altra fenditura,
per uno o l’altro dei due cammini ottici, otteniamo risultati contraddit-
tori. La domanda ”da che parte e’ passato” in MQ non ha significato
fisico finche’ non lo misuro. MQ dice semplicemente che il fotone (o
l’elettrone) e’ qualcosa di piu’ complicato (diverso) da una particella o
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un’onda classica. E’ descritto da un’ampiezza ψ(x) che fornisce la prob-
abilita’ che una misura di posizione lo trovi in x. Quando la misura
trova la particella in x, ψ(x) e’ istantaneamente azzerata in ogni altro
punto.

8. Osserviamo il radicale distacco dalla fisica classica. In quest’ultima
tutti i valori delle variabili sono misurabili contemporaneamente senza
disturbare lo stato del sistema, e quindi sono sempre ben definiti. In-
oltre noto lo stato del sistema, il risultato di ogni misura e’ predetto
con certezza. Al contrario in MQ non tutte le variabili sono misura-
bili simultaneamente, a causa del disturbo che la loro misura causa
al sistema, e il carattere delle predizioni della MQ e’ intrinsecamente
probabilistico. Anche quando lo stato del sistema e’ perfettamente
conosciuto, attraverso la misura di opportune grandezze (stato di polar-
izzazione lungo una direzione), il risultato della misura di una variabile
incompatibile non puo’ essere predetto che in termini di probabilita’.

9. Infine il risultato positivo piu’ importante e’ il principio di sovrappo-
sizione: se due stati del sistema sono individualmente possibili, anche
ogni stato ottenuto per sovrapposizione (combinazione lineare, passa
per entrambe le fenditure, per entrambi i raggi) e’ un possibile stato
del sistema. L’insieme dei possibili stati ha una struttura lineare.

10. Da ultimo ricordiamo che attualmente non c’e’ risultato in cui le pre-
visioni della MQ siano violate (ed e’ stata testata molto a fondo).
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4 Meccanica Quantistica

4.1 Aspetti di base

Aspetti fisici generali
Sistema Fisico: ogni porzione di mondo oggetto di studio e di osser-

vazione. In genere si suppone che le sue interazioni con l’ambiente circostante
siano riducibili a piacere, tranne che in situazioni ben controllate.

Strumento di misura: un oggetto cosi’ grande da essere ben descritto
dalla meccanica classica, i suoi stati sono ben definiti classicamente.

Misura: e’ un’interazione tra il sistema fisico e lo strumento di misura
in virtu’ della quale lo strumento si porta in uno stato ben definito (ad es.
posizione di una lancetta su un quadrante, annerimento di un punto di una
lastra fotografica, segnale in un rivelatore di particelle, attraversamento di
una fenditura con valori ben definiti delle coordinate, ecc.). La condizione
definita dallo strumento e’ il valore che la grandezza fisica, associata alla
misura, assume nel sistema.

Osservabili: sono le grandezze fisiche misurabili, cioe’ definibili attraverso
un processo di misura.

La MQ riconosce che l’interazione tra lo strumento di misura e il sistema
non puo’ essere resa piccola a piacere, e quindi il processo di misura causa
una perturbazione ineliminabile sul sistema che non puo’ essere trascurata,
come avveniva in MC. Da qui il fatto che eseguire una misura su un sistema in
generale ne altera lo stato, e in particolare causa la perdita dell’informazione
(o parte di essa) precedente sullo stato del sistema.

In MC, trascurando l’interazione, si assume di poter definire i valori di
tutte le grandezze fisiche del sistema, percio’ in MC lo stato di un sistema
equivale alla specifica di tutte le grandezze fisiche indipendenti.

In MQ, non tutte le grandezze sono misurabili contemporaneamente, nel
senso che misurate due grandezze A e B in immediata successione, la misura
di B puo’ conservare l’informazione ottenuta dalla misura di A, o causarne
la perdita. Nel primo caso si dice che le osservabili A e B sono compatibili,
nel secondo che sono incompatibili, o complementari.

L’analisi dei risultati delle misure mette in luce il carattere statistico
ineliminabile della misura in MQ. Questo significa che, per quanto accurata-
mente venga preparato il sistema prima della misura, i risultati di misure
ripetute sullo stesso sistema, preparato nelle identiche condizione, forniscono
generalmente una distribuzione statistica di risultati (figura 22).
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Figure 22: distribuzione statistica dei risultati della misura

Inoltre l’insieme {a} di tutti i possibili risultati delle misure dell’osservabile
A su qualunque sistema, in generale non copre tutto l’asse reale, ma puo’ es-
sere discreto e in particolare ridursi a un insieme finito di valori {a1, . . . , , an}
oppure coprire uno o piu’ intervalli, o parte discreto e parte continuo. Diremo
tale insieme {a} spettro di A, e i singoli valori autovalori di A (anticipando
il linguaggio per i corrispondenti operatori). La misura ripetuta di A su un
sistema preparato nello stesso modo fornisce i valori ai dello spettro, con
probabilita’ pi. Questo significa che se si ripete la misura N volte, si trovera’
N1 volte il risultato a1, N2 a2, ecc. Per N che diventa molto grande

Ni

N
→ pi

limiti ben definiti, che definiscono le probabilita’ pi. In particolare, se si
esegue una singola misura, non si ha alcun modo per predire quale dei risultati
ai si otterra’ nel caso particolare. Solo nel limite di un gran numero di misure,
le pi diventano ben definite. In particolare il valor medio dei risultati,

〈A〉 =
1

N

∑
i

Niai →
∑
i

piai

e’ ben definito. (rivedere ad esempio la misura della polarizzazione dei fo-
toni). Di fatto, molto spesso, invece di ripetere piu’ volte la stessa misura
sul sistema preparato in modo identico, si esegue la misura su un gran nu-
mero di sistemi non interagenti, tutti preparati allo stesso modo. Cosi’, ad
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esempio, invece di lanciare un fotone alla volta, si lancia un flusso di fotoni
e si registrano le intensita’ (probabilita’) dei vari eventi e il valore medio.

Vi sono pero’ situazione particolari in cui la misura di A produce con
certezza un ben determinato risultato ai (cioe’ pi = 1 e pj = 0 ∀j 6= i).
Quando questo accade, si dice che lo stato del sistema e’ un autostato di A
relativo all’autovalore a. Gli autostati esistono sempre, basta considerare la
ripetizione della misura di A dopo un intervallo temporale ∆t, ∆t→ 0.

−−−− A
a

−−−︸ ︷︷ ︸
∆t

A
a

−−−−

Per continuita’ temporale, se la prima misura ha fornito il valore a, una
misura della stessa grandezza, ripetuta immediatamente, deve fornire lo
stesso risultato. Da questo si deduce anche che immediatamente dopo una
misura di A il sistema si trova in autostato di A, relativo all’autovalore di
a, qualunque fosse lo stato precedente. Si dice che l’effetto della misura di
A sul sistema ha l’effetto di ”precipitare” il sistema in autostato di A. La
misura quindi provoca una transizione brusca e acausale dallo stato iniziale
del sistema all’autostato di A relativo all’autovalore ai osservato. Acausale
significa che, pur conoscendo lo stato iniziale del sistema non e’ possibile
predire in quale autostato si trovera’ dopo la misura, lo si sa solo dopo aver
effettuato la misura e aver ottenuto il particolare autovalore.

Consideriamo adesso la misura di due grandezze A e B in successione.
Possono darsi due situazioni

1) −−−−A
a

−−− B
b

−−− A
a

−−−−

2) −−−−A
a

−−− B
b

−−− A
ai, pi
−−−−

In entrambi i casi, dopo la prima misura di A, il sistema e’ in autostato
a di A, e dopo la misura di B che fornisce il risultato b, il sistema e’ in au-
tostato b di B. Nel primo caso, succede che una nuova misura di A produce
con certezza il risultato a, questo significa che la misura di B non ha cambi-
ato il carattere di autostato a di A dello stato del sistema. Dopo la misura di
B, lo stato e’ contemporaneamente autostato a di A e autostato b di B. Nel
secondo caso, invece, la successiva misura di A mostra carattere statistico.
Ripetendo l’esperimento si ottengono diversi autovalori ai con probabilita’
pi. L’autostato b di B non e’ piu’ un autostato definito di A: la misura di
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B ha distrutto l’informazione sul valore di A. Nel primo caso avremo che
A e B sono compatibili, nel secondo che sono incompatibili. Il discorso
resta identico scambiando i ruoli di A e B (si verifica sperimentalmente).
Nel primo caso, dopo la seconda misura di A, se si misurasse di nuovo B, si
otterrebbe con certezza l’autovalore b. Quindi, nel caso di variabili compati-
bili indipendenti, dopo la misura di B, successiva a quella di A, lo stato del
sistema e’ piu’ definito, in quanto e’ simultaneamente autostato a di A e b di
B, cioe’ sia A che B hanno valori ben definiti.

Precisiamo meglio il concetto di variabili indipendenti. Dire che B e’
indipendente da A, significa che c’e’ qualche autovalore a di A, tale che
una misura di A che fornisca il valore a, non e’ sufficiente a predire con
certezza il risultato b di una misura di B. Consideriamo le due situazioni:

1) −−−−A
a

−−− B
b

−−−

Per ogni a si ottiene con certezza un risultato b per B.

2) −−−−A
a

−−− B
bi, pi
−−−

Esistono a per cui la misura di B da’ un risultato statistico.
Nel primo caso ad ogni a corrisponde un ben determinato b, b = f(a),

diciamo allora che B e’ funzione di A (il suo valore e’ completamente deter-
minato da quello di A), B = f(A). Ad esempio la variabile A2 e’ banalmente
funzione di A, ogni autostato di A relativo all’autovalore a e’ autostato di
A2 con autovalore a2. Cosi’ se consideriamo le tre componenti del momento
px, py, pz e l’energia cinetica T = p2/2m, T e’ funzione dei momenti. Nel
secondo caso non basta conoscere il valore a per predire con certezza il val-
ore di B, B e’ indipendente da A. In questa situazione, dopo la misura di
B, se abbiamo ottenuto il valore b1, lo stato sara’ autostato a di A e b1 di
B. Se abbiamo ottenuto il valore b2 sara’ autostato a di A e b2 di B. In
questo caso si dice che l’autovalore a e’ degenere. Cioe’ a e’ degenere se
esiste un’osservabile compatibile B tale che esistano piu’ coppie di autovalori
comuni (a, b1); (a, b2); ecc. con lo stesso a ma b diversi. Cosi’ ad esempio px e
py sono indipendenti, una particella puo’ avere una determinata componente
del momento lungo x, e diverse componenti lungo y, corrispondenti a stati
diversi.

Diremo che un insieme di variabili compatibili {A,B,C, . . .} e’ com-
pleto (CSCO) se non esistono ulteriori variabili compatibili indipendenti.
Questo vuol dire che dopo una misura simultanea di tutte le variabili
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−−−− A
a

−−− B
b

−−− C
c

−−− · · ·

lo stato finale, che indicheremo con |abc . . .〉 , che e’ autostato simultaneo di
tutte le variabili, e’ sempre non degenere. Ovvero, la misura di qualsiasi al-
tra variabile Z compatibile con A,B,C, . . . fornisce con certezza un risultato
ben determinato z che e’ quindi funzione di (a, b, c, . . .)

a b c
−−−− Z

z
−−−− z = f(a, b, c, . . .)

e quindi anche la variabile Z e’ funzione delle corrispondenti osservabili
Z = f(A,B,C, . . .). Diciamo per questo che e’ un insieme completo di vari-
abili compatibili indipendenti (CSCO). La misura simultanea di un CSCO
definisce quindi lo stato del sistema nel modo piu’ completo possibile in MQ:
la misura di una qualunque altra grandezza, o e’ compatibile, e allora e’
funzione delle precedenti, e non fornisce ulteriori informazioni, oppure e’ in-
compatibile, e allora distrugge l’informazione gia’ presente per almeno una
delle variabili del CSCO.

La misura di un CSCO e’ detta ”osservazione massima”, e definisce
completamente lo stato del sistema. Ovviamente, per uno stesso sistema, ci
possono essere tanti CSCO diversi. Ad esempio, per un elettrone, potremo
avere le 3 coordinate e la componente z dello spin (x, y, z, sz), oppure i tre
momenti e sz: (px, py, pz, sz), o ancora una qualunque combinazione tipo
(px, y, z, sx) o ancora energia, quadrato del momento angolare, sua compo-
nente lungo z, e spin (E, l2, lz, sz) ecc. Quale sia un CSCO per un dato
sistema, e in particolare se un insieme {A,B, . . .} di variabili compatibili sia
completo o no, e’ un problema che deve essere risolto sperimentalmente cer-
cando se ci sono ulteriori variabili compatibili e indipendenti, o, il che e’ lo
stesso, se c’e’ degenerazione tra gli autostati comuni di {A,B, . . .}. Cosi’ ad
esempio per l’elettrone lo spin e’ stato ipotizzato dall’esistenza di una degen-
erazione addizionale negli spettri atomici, non spiegabile con le sole variabili
spaziali (x, y, z) ovvero (E, l2, lz), e poi confermata con l’esperimento di Stern
e Gerlach, che risolve in due componenti un fascio in cui e’ gia’ specificato
(px, y, z). Se un’insieme di variabili compatibili sia completo o no dipende
anche dal tipo di esperimento considerato. Cosi’, se si misurano solo os-
servabili dipendenti dalle coordinate spaziali, si puo’ trascurare lo spin. In
generale, se un certo ambito di esperienze non altera gli autostati di alcune
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variabili, queste possono essere omesse (il sistema non si muove mai fuori dal
sottospazio invariante caratterizzato dagli autovalori iniziali di quelle vari-
abili). Cosi’, nel caso atomico e molecolare, i nuclei atomici si considerano
completamente caratterizzati da (x, y, z, Iz) (coordinate del centro di massa,
proiezione lungo z dello spin, cioe’ del momento angolare totale del nucleo),
perche’ alle energie in gioco i gradi di liberta’ interni del nucleo (cioe’ dei pro-
toni e neutroni costituenti) non vengono mai eccitati, il nucleo, cioe’, resta
sempre nel suo stato fondamentale. Il nucleo sara’ anche caratterizzato da
massa e carica, piu’ eventualmente i suoi momenti multipolari elettromag-
netici, se ci sono interazioni che li accoppiano, ma queste sono in tal caso
costanti, non variabili dinamiche, finche’ il nucleo non e’ eccitato.

Quindi in MQ un sistema e’ ”preparato” in uno stato ben definito
attraverso un’osservazione massima. A questo punto possiamo precisare
meglio il carattere statistico ineliminabile della misura: anche se lo stato del
sistema viene specificato in modo completo, e quindi preparato attraverso
un’osservazione massima, la misura di un’osservabile incompatibile con le
precedenti produrra’ una distribuzione statistica di risultati. Questa e’ in-
trinseca del carattere della misura, e non dipende dal fatto che semplicemente
lo stato prima della misura non sia completamente specificato, e che quindi
tale distribuzione statistica rifletta una nostra ignoranza sullo stato iniziale
del sistema prima della misura.

Va osservato a questo punto che anche in MQ puo’ darsi il caso che lo
stato del sistema non sia completamente definito, perche’ le operazioni in-
iziali di preparazione del sistema non costituiscono un’osservazione massima.
Ad esempio, un fascio di elettroni emessi da un filamento riscaldato, anche
se collimati da una fenditura, avranno una distribuzione statistica di energie
e momenti, e cosi’ pure statistica sara’ l’orientazione dello spin. Si parla
in questo caso di stati ”incompletamente specificati”, che vanno trat-
tati con i metodi della statistica classica, cioe’ come una media statistica,
con pesi opportuni, di un’insieme di stati compatibili con la preparazione
del sistema. In questo caso, la distribuzione statistica delle misure sara’
la sovrapposizione della distribuzione tipicamente quantistica e della dis-
tribuzione statistica dovuta alla incompleta preparazione iniziale. Avremo
quindi ovviamente anche una meccanica statistica dei sistemi quantistici,
”Meccanica Statistica Quantistica”.

Ricapitoliamo ancora brevemente la differenza tra MC e MQ. In MC la
misura non disturba le proprieta’ del sistema. Per questo
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• Tutte le grandezze fisiche sono simultaneamente misurabili.

• Le grandezze fisiche sono proprieta’ ”oggettive” del sistema, il sistema
possiede sempre valori ben definiti di tutte le grandezze fisiche, anche
se queste non sono state misurate, e difatti possono venir misurate in
qualunque momento senza alterare lo stato del sistema.

• Lo stato del sistema e’ univocamente definito dalla specifica di tutte le
variabili indipendenti, a questo punto ogni altra variabile e’ una loro
funzione.

In MQ la proprieta’ fisica viene definita attraverso la misura sul sistema,
che in generale ne altera lo stato. Quindi

• Il valore della grandezza fisica e’ indeterminato prima della misura, il
suo valore viene ”creato” dalla misura stessa, non e’ una proprieta’
del sistema, indipendente dalla misura. Quindi sono ben definite, ”es-
istono”, solo le grandezze che sono state misurate.

• Non tutte le variabili sono compatibili.

• Lo stato del sistema e’ univocamente definito dalla misura di un CSCO.
In tale stato i valori delle altre variabili incompatibili non sono definiti,
non ”esistono”. Questo vuol dire che non e’ che abbiano una dis-
tribuzione statistica, a noi ignota, ma proprio che non hanno un valore
definito sul sistema in esame. Ad esempio sappiamo che una misura di
posizione dell’elettrone distrugge l’informazione sul momento. Questo
non significa che l’elettrone continui ad avere un momento, ma noi
non lo conosciamo, significa che non ha piu’ un momento definito. Se
l’avesse avrebbe senso una traiettoria ben definita, cosa che e’ negata
ad esempio dall’esperimento di diffrazione da 2 fenditure, e in generale
dal ”dualismo onda-particella”.

Come gia’ menzionato questa interpretazione risolve ad esempio paradossi
del tipo: in uno stato 2p dell’atomo di idrogeno, c’e’ un piano nodale per
la funzione d’onda, e quindi probabilita’ zero di trovare l’elettrone su questo
piano. Allora se l’elettrone avesse coordinata ben definita (anche se ignota)
e ad un certo istante si trovasse da una delle 2 parti del piano, come farebbe
a passare dall’altra parte? Dal punto di vista della MQ, poiche’ lo stato
2p non e’ autostato della variabile coordinata (di qui la distribuzione di
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probabilita’) l’elettrone semplicemente non ha una coordinata ben definita,
e’ diffuso su tutto lo spazio. Se misurassimo la sua coordinata ad un dato
istante, localizzandolo, distruggeremmo lo stato 2p creando al suo posto un
autostato della coordinata. Analogamente nell’effetto tunnel: come fa una
particella ad attraversare una barriera di potenziale, in cui la sua energia
cinetica diventa negativa? La risposta e’ che negli stati stazionari, ad energia
ben definita, la particella e’ diffusa su tutto lo spazio, ai due lati della barriera
e anche nella regione della barriera. Se la particella e’ localizzata da una parte
della barriera, il suo stato non e’ autostato dell’energia, e la sua energia quindi
non e’ definita.

Questo modo di vedere e’ parte dell’interpretazione comunemente ac-
cettata della MQ, detta ”interpretazione di Copenhagen”, perche’ dovuta
principalmente a Bohr e ai suoi discepoli. Non e’ stata condivisa da molti
grandi fondatori, ad esempio Eintein, de Broglie e Schrodinger, pero’ non ha
mai generato contraddizioni, si e’ dimostrata fin qui coerente, e soprattutto
nessuna delle alternative proposte si e’ dimostrata praticabile. L’analisi delle
questioni di interpretazione, distinte dalle previsioni della MQ, che sono fin
qui completamente convalidate, e’ piuttosto difficile ed e’ tutt’ora oggetto di
ricerca.

Vediamo ancora alcuni dettagli

• Se un sistema si trova in un autostato a della variabile A, una misura di
A sul sistema lascia lo stato inalterato. Sappiamo gia’ che non cambia
il valore di a, ma potrebbe portare da uno stato degenere, diciamo ab1,
ad un altro stato degenere, ab2:

a b1−−−− A
a b2−−−− ?

Questo non e’ possibile, perche’ la degenerazione, come visto, e’ con-
seguenza dell’esistenza di una variabile compatibile B che distingua gli
stati. Ma essendo B compatibile, la misura di A non ne altera il valore,
e dunque non puo’ alterare lo stato iniziale.

• Abbiamo sempre ipotizzato misure ideali, cioe’ strumenti di misura
fatti nel modo visto (figura 23)

Il sistema entra nello strumento A ed esce in uno degli autostati rel-
ativo all’autovalore misurato. Si assume che l’efficienza sia perfetta,
cioe’ lo strumento non dia statisticamente risultati falsi. Ad esempio
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Figure 23: Misura ideale

un filtro polarizzatore lascia passare il 100% dei fotoni polarizzati lungo
il suo asse, e blocca il 100% di quelli polarizzati perpendicolarmente.
Inoltre assumiamo che lo strumento sia privo di distorsione, cioe’ dopo
la misura di A lo stato sia autostato comune di A, e di tutte le altre
variabili B compatibili con A precedentemente misurate. Ad esem-
pio in un apparecchio di Stern e Gerlach per la misura dello spin, il
fascio di particelle viene deviato, e quindi il momento, variabile com-
patibile con la misura dello spin, viene in realta’ cambiato di direzione;
lo stesso per una misura del modulo del momento attraverso la defles-
sione di particelle cariche in campi elettrici o magnetici, etc. E’ chiaro
che queste distorsioni possono essere in linea di principio compensate
con arrangiamenti piu’ complicati. Ad esempio Feynman propone un
apparecchio di Stern e Gerlach del tipo in figura 24.

O semplicemente, si puo’ tener conto della distorsione nella descrizione
dell’esperimento.

Ancora ad esempio la misura di polarizzazione con un filtro distrugge
il sistema nella polarizzazione ortogonale, e lo stesso un rivelatore di
particelle nel momento in cui ne rivela la posizione. Del resto anche
la preparazione del sistema in uno specifico autostato implica la sepa-
razione di tutti i sistemi su cui la misura da’ autovalori diversi, come
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Figure 24: Compensazione delle deflessioni nella misura dello spin

Figure 25: Preparazione dello stato attraverso misura

ad esempio nella situazione (figura 25)

• Un’ulteriore precisazione va fatta nel caso che la variabile abbia uno
spettro continuo. In tal caso l’apparecchio di misura non puo’ mai se-
lezionare un singolo valore (il che corrisponderebbe a una risoluzione
infinita, e del resto un punto, sull’asse reale, ha lunghezza zero, o come
si dice, ha misura nulla), ma solo un intervallo ∆ = [a, a + ∆a], con
ampiezza ∆a piccola a piacere, ma sempre finita. Cosi’ ad esempio
una misura di posizione, tramite l’attraversamento di una fenditura,
definisce una particella con coordinata tra x e x + ∆x. Se la parti-
cella inizialmente non aveva coordinata ben definita, e aveva una dis-
tribuzione di probabilita’ associata a una certa funzione d’onda, l’effetto
della misura e’ di localizzare la particella, tagliando via le code della
funzione d’onda fuori da [x, x + ∆x] (figura 26). La stessa situazione
per un fascio di radiazione che attraversa un monocromatore, in uscita
si ha sempre un fascio relativo a un intervallo di frequenze [ν, ν + ∆ν],
con ∆ν piccolo quanto si vuole, ma sempre finito.

In questo senso l’effetto della misura e’ anche detto ”riduzione del
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Figure 26: Localizzazione di una particella
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pacchetto d’onda”.

• Da ultimo abbiamo considerato misure successive simultanee, cioe’ sep-
arate da intervalli di tempo tendenti a zero. Questo non e’ strettamente
necessario, nel senso che se le separazioni temporali sono finite, gli stati
evolveranno tra una misura e l’altra, ma possiamo tenerne conto e modi-
ficare la descrizione dell’esperimento di conseguenza, esattamente come
nel caso della distorsione degli stati per effetto della misura.

Evoluzione Temporale
Fin qui abbiamo considerato proprieta’ degli stati e delle misure ad un

unico istante di tempo. Generalmente lo stato del sistema, lasciato indistur-
bato, evolve nel tempo, come in MC. Questo significa che se prepariamo il
sistema in un certo stato all’istante iniziale, attraverso la misura di un CSCO,
e poi lo lasciamo evolvere indisturbato, i valori medi, e le distribuzioni statis-
tiche di qualunque osservabile (comprese quelle del CSCO), cambiano nel
tempo. Ovvero, preparato il sistema nello stesso stato iniziale, ed effettuata
una seconda misura dopo un intervallo di tempo variabile, si ottengono risul-
tati generalmente diversi

−−−A
a

−−−︸ ︷︷ ︸
∆t1

R
ri,pi, 〈R〉

−−−−−−

−−−A
a

−−−︸ ︷︷ ︸
∆t2

R
ri,p
′
i, 〈R〉

′

−−−−−−

Riassumiamo questo comportamento dicendo che lo stato del sistema ψ varia
nel tempo

ψ = ψ(t)

L’esperienza mostra che questa evoluzione libera e’ strettamente causale,
o deterministica, nel senso che lo stato del sistema all’istante t, diciamo ψ(t),
e’ completamente determinato dallo stato iniziale a t0, ψ(t0). Ovvero, se si
ripete piu’ volte lo stesso esperimento, partendo sempre dallo stesso stato
iniziale, dopo lo stesso intervallo di tempo si trova sempre lo stesso stato
finale. Inoltre, fissati t e t0, la corrispondenza tra stati iniziale e finale e’
sempre biunivoca, nel senso che ogni stato finale e’ il corrispondente di un
ben determinato stato iniziale, ovvero due stati iniziali diversi non danno mai
lo stesso stato finale. Quindi in linea di principio l’evoluzione e’reversibile:
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Figure 27: evoluzione imperturbata (sopra), transizione dovuta a misura
(sotto)

partendo da un certo stato finale, e invertendo lo stato di moto, (ovvero
invertendo il senso del tempo, ”inversione temporale”) il sistema ritraccia
gli stati percorsi, ritornando dopo lo stesso intervallo temporale allo stato
iniziale. Ancora l’evoluzione temporale libera non fa salti bruschi, cioe’ e’
continua e differenziabile.

Da ultimo, l’evoluzione temporale conserva la sovrapposizione degli stati:
se

ψ1(t0)→ ψ1(t), ψ2(t0)→ ψ2(t)

allora

ψ(t0) = c1ψ1(t0) + c2ψ2(t0) → ψ(t) = c1ψ1(t) + c2ψ2(t)

Abbiamo quindi due tipi di evoluzione temporale del sistema: quella im-
perturbata, continua e strettamente causale, e quella dovuta alle misure,
brusca e acausale, probabilistica (figura 27).

• Imperturbata, ψ(t) e’ funzione di t, determinata da ψ(t0), continua e
differenziabile.
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Figure 28: Evoluzione imperturbata tra due misure

• Misura al tempo t, cambiamento brusco e probabilistico da ψ a un
autostato φi di A, quello relativo all’autovalore ai osservato.

L’evoluzione generale del sistema sara’ quindi una successione di evoluzioni
temporali libere, continue, inframmezzate dai salti bruschi dovuti alle misure.
Lo schema tipico di un esperimento e’ come in figura 28.

Preparazione del sistema all’istante t0 attraverso un’osservazione massima
{A}, che definisce lo stato iniziale ψ(t0). Quindi evoluzione imperturbata del
sistema fino al tempo t, stato ψ(t). Quindi analisi dello stato ψ(t) attraverso
l’effettuazione di misure {B} al tempo t, che forniranno i risultati bi, pi.

4.2 I postulati della Meccanica Quantistica

E’ possibile inquadrare gli aspetti fisici che abbiamo esaminato in uno schema
formale che permette di descrivere in modo preciso e quantitativo i fenomeni
osservati. Avremo regole che istituiscono una corrispondenza tra grandezze
fisiche e enti matematici che le descrivono, e regole che definiscono la strut-
tura degli enti matematici, e quindi le relative regole di calcolo. Quindi
in linea di principio sara’ possibile impostare la descrizione di un problema
fisico associando ad esso la corrispondente descrizione matematica, da questa
calcolare le conseguenze, e interpretare di nuovo fisicamente queste ultime,
fornendo previsioni teoriche verificabili sperimentalmente.

1. Gli stati di un sistema fisico sono rappresentati da vettori {ψ} di uno
spazio vettoriale V su C, dotato di prodotto scalare.

STATI ↔ VETTORI

La natura della corrispondenza e’ tale che 2 vettori ψ1 e ψ2 corrispon-
dono allo stesso stato se e solo se ψ1 = cψ2 , c 6= 0. Il vettore nullo non
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rappresenta nessuno stato.

Questo postulato formalizza il principio di sovrapposizione: se ψ1 e ψ2

rappresentano due stati del sistema, allora anche ψ = c1ψ1 + c2ψ1 rap-
presenta un possibile stato del sistema. Poiche’ un coefficiente molti-
plicativo non ha alcun significato fisico, questo permette di adoperare
(per comodita’) vettori normalizzati:

ψ → ψ′ =
ψ

‖ψ‖
‖ψ′‖ = 1

Adesso ψ′ e’ normalizzato. Ricordiamo pero’ che resta ancora possi-
bile moltiplicarlo per un numero complesso di modulo 1 (fattore di fase
eiφ, φ ∈ R) senza cambiare lo stato. Si dice che il vettore che rappre-
senta lo stato e’ determinato a meno di un fattore di fase. Osserviamo
ancora che un fattore di fase globale (cioe’ che moltiplica tutti i vettori
per lo stesso fattore) e’ completamente irrilevante, ma i fattori di fase
relativi di due vettori sono essenziali, ad es.

ψ = c1ψ1 + c2ψ2 = c1(ψ1 +
c2

c1

ψ2)

per cui c1 e c2 singolarmente sono irrilevanti, ma il loro rapporto e’
fondamentale. Quindi, se si moltiplicano ψ1 e ψ2 per due fattori di fase
diversi ψ′1 = eiφ1ψ1 e ψ′2 = eiφ2ψ2, il vettore

ψ′ = c1ψ
′
1 + c2ψ

′
2 = eiφ1(c1ψ1 + ei(φ2−φ1)c2ψ2) 6= cψ

Si puo’ anche dire che la corrispondenza e’ biunivoca tra stati fisici e
”raggi” dello spazio V , dove per raggi si intendono i sottospazi monodi-
mensionali generati da un singolo vettore

〈ψ〉 = {cψ}

solo che e’ piu’ scomodo operare con i raggi che con i vettori.

Osserviamo da ultimo che generalmente il V che descrive gli stati della
MQ ha dimensione infinita. Spesso anche gli si attribuisce una struttura
matematica precisa per cui e’ detto ”spazio di Hilbert”, noi non ce ne
occuperemo a questo livello.

2. Le osservabili del sistema sono rappresentate da operatori lineari her-
mitiani A su V , dotati di un insieme completo di autovettori.
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OSSERVABILI ↔ OPERATORI

Ogni operatore di questo tipo rappresenta un’osservabile, cioe’ la cor-
rispondenza e’ biunivoca. Chiameremo quindi indifferentemente A
l’osservabile e l’operatore corrispondente.

Assumeremo dunque che ogni operatore relativo ad un’osservabile abbia
una base ortonormale di autovettori

Aφi = aiφi 〈φi|φj〉 = δij

ψ ∈ V ⇒ ψ =
∑
i

ciφi ci = 〈φi|ψ〉

Osserviamo che questo e’ assicurato per un operatore hermitiano in uno
spazio a dimensione finita, ma non e’ necessariamente vero nel caso a
dimensione infinita, per questo lo si richiede esplicitamente.

3. Supponiamo che il sistema si trovi nello stato ψ , con ||ψ|| = 1, e si
misuri l’osservabile A. Allora

• i possibili risultati della misura sono gli autovalori ai dell’operatore
A. Da qui la richiesta che l’operatore sia hermitiano, cosicche’ i
suoi autovalori sono necessariamente reali, come i risultati delle
misure.

• Se ai non e’ degenere, e l’autovettore corrispondente e’ φi, la prob-
abilita’ pi di ottenere il risultato ai e’ data da:

pi = |ci|2 = |〈φi, ψ〉|2 = 〈ψ, φi〉〈φi, ψ〉

cioe’ il modulo quadro del coefficiente di sviluppo di ψ relativo
al vettore di base φi. Quindi in generale il modulo quadro del
prodotto scalare

〈φ, ψ〉

fornisce la probabilita’ che una misura sullo stato iniziale ψ lo
trovi nello stato finale φ. Per questo il prodotto scalare stesso e’
detto ampiezza di probabilita’ di trovare ψ in φ.

• Se ci sono autovalori degeneri, adoperiamo un doppio indice per
indicizzare la base:

Aφij = aiφij
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dove i numera gli autovalori diversi, e j conta gli autovettori lin-
earmente indipendenti relativi ad un autovalore ai assegnato. In
tal caso e’:

ψ =
∑
ij

cijφij

pi =
∑
j

|cij|2 =
∑
j

|〈φij, ψ〉|2

• Consideriamo

〈ψ,Aψ〉 =
∑
i

c∗i aici =
∑
i

piai = 〈A〉

Otteniamo cosi’ una semplice ma importantissima espressione per
il valor medio dell’osservabile A, che rapprenenta il valor medio
dei risultati di un gran numero di misure identiche ripetute sempre
sullo stesso sistema preparato nello stato ψ:

〈A〉 = 〈ψ,Aψ〉

Osserviamo ancora come 〈A〉 dipenda oltre che dall’osservabile
A anche dal particolare stato ψ considerato, che e’ in generale
sottinteso. Se si vuole indicarlo, spesso si mette a pedice 〈A〉ψ
Osserviamo anche che se Aψ = aψ e’ 〈A〉 = a cioe’ il valor medio
coincide con l’autovalore, e che per un operatore hermitiano A+ =
A il valor medio e’ sempre reale:

〈A〉 = 〈ψ,Aψ〉 = 〈Aψ,ψ〉 = 〈ψ,Aψ〉∗ = 〈A〉∗

• Se consideriamo l’operatore

Pi = |φi〉〈φi|

per il caso di un autovalore non degenere, o in generale

Pi =
∑
j

|φij〉〈φij|

relativo a un autovalore degenere ai, questi sono operatori di
proiezione ortogonale (e quindi hermitiani) che proiettano sull’autospazio
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Vi relativo ad ai. In tal caso si puo’ esprimere la probabilita’ pi di
ottenere ai come risultato della misura di A come

pi = 〈ψ, Pi ψ〉 = 〈Pi〉

cioe’ le probabilita’ corrispondono ai valori medi degli operatori di
proiezione sugli autospazi corrispondenti agli autovalori ottenuti.

Gli operatori di proiezione stessi si possono considerare come os-
servabili, con autovalori 1 e 0, a seconda che l’autovettore ap-
partenga al sottospazio Vi, o al suo complemento ortogonale. Rap-
presentano quindi la misura che risponde alla domanda: Il sistema
si trova in uno stato appartenente a Vi? E in particolare, per il
caso monodimensionale

P = |φ〉〈φ|

alla domanda: il sistema si trova nello stato φ? Il suo valore di as-
pettazione rappresenta quindi la frazione di volte che si e’ ottenuto
il risultato 1, ovvero la probabilita’ della risposta affermativa. Di
nuovo questa probabilita’, come visto sopra, e’ il modulo quadro
dell’ampiezza 〈φ, ψ〉, dove ψ e’ lo stato iniziale del sistema.

• Da qui si vede la necessita’ dell’ipotesi che ogni osservabile abbia
una base di autovettori, il che permette di sviluppare ogni vettore
dello spazio come combinazione lineare della base. E’ infatti

〈ψ, ψ〉 = 1 =
∑
i

|ci|2 =
∑
i

pi

Assicura cioe’ che la somma delle probabilita’ sia 1. Ancora, se
{φi} non fosse una base, ci sarebbe qualche vettore ψ ortogonale a
tutti i vettori di base, e si avrebbe pi = 0 per qualunque risultato
della misura.

• Fin qui abbiamo assunto ψ normalizzato, e’ facile generalizzare al
caso di ψ qualunque:

ψ′ =
ψ

||ψ||
Allora ψ′ e’ normalizzato, ed e’

ψ =
∑
i

ciφi ⇒ ψ′ =
∑
i

c′iφi, c′i =
ci
||ψ||
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Otteniamo cosi’

pi = |c′i|2 =
|ci|2

〈ψ, ψ〉
=

〈A〉 =
〈ψ,Aψ〉
〈ψ, ψ〉

Quest’ultima rappresenta l’espressione piu’ generale per il valor
medio, e cosi’ per analogia ogni espressione di questo tipo, rel-
ativamente ad un operatore A qualunque, si dice valor medio
dell’operatore A relativamente al vettore ψ. Si dice anche ”val-
ore di aspettazione”, come sinonimo di valor medio, e’ il valore
atteso per la misura di A (come valor medio). E cosi’ anche per
le probabilita’ continua a valere in generale

pi = 〈Pi〉

• Oltre al valor medio, possiamo caratterizzare la distribuzione sta-
tistica dei risultati con il suo scarto quadratico medio, definito
come il valor medio delle differenze tra i valori misurati e il valor
medio:

(∆A)2 =
∑
i

pi(ai − 〈A〉)2

Se consideriamo l’operatore A′, A′ = A − 〈A〉, che e’ hermitiano
ed ha come autovalori a′i = ai − 〈A〉, lo scarto quadratico medio
delle misure non e’ altro che il valor medio di A′2

(∆A)2 = 〈A′2〉 = 〈(A− 〈A〉)2〉 = 〈A2〉 − 〈A〉2

Ora e’ anche

(∆A)2 = 〈A′ψ,A′ψ〉 = 〈(A− 〈A〉)ψ, (A− 〈A〉)ψ〉 ≥ 0

come prodotto del vettore A′ψ con se stesso. In particolare tale
valore sara’ nullo se e solo se A′ψ = 0, cioe’

Aψ = 〈A〉ψ

ovvero ψ e’ autovettore di A. Ritroviamo cosi’ il risultato che tutti
e soli gli stati che danno con certezza un risultato per A sono i
suoi autovettori.
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• Con la definizione di scarto quadratico medio, e della sua radice
quadrata, la ”varianza”, possiamo dare una formulazione precisa
del principio di indeterminazione. Dai postulati si ricava facil-
mente la disuguaglianza relativa al prodotto delle varianze di due
osservabili, A e B:

∆A∆B ≥ 1

2
|〈[A,B]〉|

Ad esempio, per la coordinata e il momento, come vedremo, e’
[x, px] = ih̄, da cui anche

∆x∆px ≥
1

2
h̄

Per due osservabili A e B il cui commutatore non sia una costante,
l’indeterminazione non sara’ piu’ costante, ma dipendente dallo
stato considerato.

4. Dopo la misura che ha fornito l’autovalore ai , lo stato del sistema e’
l’autovettore corrispondente. Nel caso non degenere e’:

Aφi = aiφi ψ =
∑
i

ciφi

Se la misura fornisce l’autovalore ak lo stato del sistema dopo la misura
e’ φk. Quindi

sistema nello stato ψ - misuro A, ottengo ak ⇒ il sistema
viene forzato in φk

Se c’e’ degenerazione, avremo in generale

ψ =
∑
ij

cijφij
ak⇒ ψ′ =

∑
j

ckjφkj

ovvero, adoperando l’operatore di proiezione Pk

ψ′ = Pkψ

In definitiva la misura, una volta che sia ottenuto il risultato ak, taglia
via dallo stato iniziale ψ tutte le componenti relative ad autovalori
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Figure 29: selezione di un autostato attraverso la misura

diversi ai, i 6= k. Osserviamo che lo stato ψ′ cosi’ definito non e’ piu’
normalizzato, questo non ha alcun significato, basta rinormalizzarlo (se
si vuole) dividendolo per la sua norma.

Quindi la misura agisce come una specie di filtro (figura 29), lascia
passare una sola delle componenti di ψ, relativa all’autovalore osservato,
e azzera tutte le altre componenti. Le probabilita’ di ottenere i vari
risultati ak sono date dalle norme quadrate delle varie componenti in
ψ iniziale, ma solo una di queste passa attraverso la misura.

Se in particolare ψ = φk, lo stato attraversera’ la misura inalterato, for-
nendo con certezza il valore ak. Possiamo ancora vedere come la misura
di un CSCO {A,B,C, . . .} determini univocamente lo stato del sistema,
partendo da uno stato iniziale arbitrario (anche non noto) ψ. La misura
di A fornisce il risultato ak, a cui corrisponde una combinazione lineare
dei soli autovettori relativi a quell’autovalore, una successiva misura
di B fornisce il valore bl, che sceglie all’interno di quella combinazione
lineare solo gli autovettori relativi a bl, e cosi’ via, fino a che l’ultima
misura fornisce un unico autovettore, relativo alla sequenza di auto-
valori (ak, bl, cm, . . .), che caratterizza completamente lo stato dopo le
misure.

5. L’evoluzione temporale degli stati descritta da un’ equazione differen-
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ziale del primo ordine nel tempo, detta equazione di Schrödinger:

ih̄
dψ

dt
= H(t)ψ(t)

L’equazione e’ del primo ordine, questo assicura che la soluzione sia
completamente determinata noto lo stato ψ all’istante iniziale, consis-
tente col fatto che ψ determina completamente lo stato del sistema.
Ad esempio, se si avesse un’equazione del secondo ordine, assieme a ψ
occorrerebbe conoscere anche il valore della sua derivata prima rispetto
a t per determinare completamente la soluzione. Inoltre H e’ un op-
eratore lineare, quindi l’equazione e’ lineare, come richiesto affinche’
conservi nel tempo la sovrapposizione degli stati.

QuiH, detto operatore hamiltoniano, e’ hermitiano e rappresenta l’osservabile
energia del sistema. Quindi H ha un doppio ruolo: da una parte de-
termina l’evoluzione temporale degli stati, dall’altra e’ l’operatore cor-
rispondente all’energia del sistema. Abbiamo dunque due equazioni che
coinvolgono H

• Una e’ l’equazione ad autovalori per H

Hψ = Eψ

che determina i valori di energia possibili per il sistema (i livelli
energetici, E0, E1, . . .), e gli stati corrispondenti, cioe’ gli stati
con energia ben determinata, tali cioe’ che una misura di energia
fornisce con certezza un ben determinato valore. Questa e’ detta
”Equazione di Schrödinger indipendente dal tempo”, o brevemente
Equazione di Schrödinger.

• La seconda e’ l’equazione vista

ih̄
dψ

dt
= Hψ

detta ”Equazione di Schrödinger dipendente dal tempo”. Qui il
ruolo dell’hamiltoniano e’ di determinare l’evoluzione temporale
del sistema, cioe’ come gli stati ψ del sistema cambiano nel tempo:
dato ψ(t0) all’istante iniziale t0 determina ψ(t) ad ogni istante
successivo.

ψ(t0)→ ψ(t)

La cosa ragguardevole e’ che lo stesso operatore H compare in
entrambe.
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4.3 Aspetti elementari dell’evoluzione temporale

Vediamo alcuni aspetti elementari

(a) L’hermiticita’ di H assicura la conservazione della norma di ψ nel
tempo. Si dice per questo che l’evoluzione e’ unitaria

d

dt
‖ψ‖2 =

d

dt
〈ψ, ψ〉 = 〈 d

dt
ψ, ψ〉+ 〈ψ, d

dt
ψ〉 =

〈H
ih̄
ψ, ψ〉+ 〈ψ, H

ih̄
ψ〉 =

i

h̄
(〈Hψ,ψ〉 − 〈ψ,Hψ〉) = 0

(b) Per prima cosa assumiamo che H non dipenda dal tempo. Questo
e’ certamente vero per un sistema isolato.

• Consideriamo inizialmente uno stato ψ che sia autostato di H

Hψ = Eψ

al tempo t = 0, e facciamo l’ipotesi che la soluzione si possa
scrivere nella forma

ψ(t) = f(t)ψ

Sostituendo nell’equazione dipendente dal tempo otteniamo
allora

ih̄
df

dt
ψ = Efψ

df

f
= −iE

h̄
dt

e integrando

f(t) = e−
iE
h̄
t

con la condizione iniziale f(0) = 1. Si verifica immediata-
mente che la

ψ(t) = e−
iE
h̄
tψ

e’ soluzione dell’equazione, e per l’unicita’ della soluzione, fis-
sata la condizione iniziale ψ(0) = ψ, e’ l’unica soluzione.
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Vediamo quindi il fatto importante che per gli autostati dell’hamiltoniano,
l’evoluzione temporale si riduce ad un fattore di fase oscil-
lante, con frequenza angolare

ω =
E

h̄

(che e’ la stessa cosa di E = hν). Poiche’ un fattore di fase
(che e’ un numero complesso di modulo uno, anche se variabile
nel tempo) non ha alcun significato fisico, di fatto gli autostati
di H sono stati particolari che non cambiano nel tempo. Per
questo sono detti ”stati stazionari”. Tutte le grandezze che si
possono misurare, valori medi e probabilita’ dei vari risultati,
sono indipendenti dal tempo

〈A〉t = 〈ψ(t), Aψ(t)〉 = 〈e−iωtψ,Ae−iωtψ〉 = 〈ψ,Aψ〉 = 〈A〉t0

e cosi’ per le probabilita’ di transizione

|〈φi, ψ(t)〉|2 = |〈φi, ψ〉|2

Quindi se il sistema si trova in autostato di H all’istante in-
iziale, e non viene disturbato, resta in tale stato indefinita-
mente.

• Consideriamo adesso uno stato ψ generico, che possiamo svilup-
pare in autostati dell’hamiltoniano

ψ =
∑
n

cnψn Hψn = Enψn

Poiche’ l’evoluzione temporale e’ lineare e’

ψ(t) =
∑
n

cnψn(t) =
∑
n

cne
−iωntψn

Adesso lo stato ψ cambia nel tempo, perche’ e’ combinazione
lineare di stati con coefficienti che cambiano nel tempo. Questo
perche’ i fattori di fase dipendenti dal tempo che compaiono
nello sviluppo sono diversi, oscillano con frequenze diverse
ωn = En/h̄. Avremo per i valori di aspettazione

〈A〉 = 〈
∑
n

cne
−iωntψn, A

∑
m

cme
−iωmtψm〉
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=
∑
n

∑
m

c∗ncme
−iωnmtAnm

dove

ωnm =
Em − En

h̄
Anm = 〈ψn, Aψm〉

Adesso il valor medio di A oscilla nel tempo con le frequenze
caratteristiche ωnm , dette ”frequenze di Bohr”, in quanto
sono le frequenze legate attraverso la regola di Bohr, che qui
ritroviamo, ai ”salti energetici” tra i due livelli En e Em.
Quindi ogni osservabile avra’ un valor medio che oscilla nel
tempo con queste frequenze caratteristiche. Ad esempio, se
A e’ il momento di dipolo del sistema, che accoppia con il
campo elettromagnetico, questo causera’ l’emissione di radi-
azione elettromagnetica con queste frequenze. Osserviamo
ancora che le frequenze sono caratteristiche intrinseche del
sistema, in quanto dipendono solo dai suoi livelli energetici
(cioe’ dal suo hamiltoniano), ma le intensita’, cioe’ il valore
di c∗ncmAnm dipendono e dallo stato iniziale ψ, attraverso i
coefficienti di sviluppo cn, e dalla particolare osservabile A
considerata, attraverso gli elementi di matrice Anm. Ovvia-
mente, se un particolare ck = 0, saranno assenti le frequenze
ωkn, e lo stesso se Akn = 0. In particolare data un’osservabile
A, spesso solo certi elementi di matrice sono non nulli. Gli
annullarsi sistematici di Anm per certe classi di stati ψn sono
dette ”regole di selezione”. Ad esempio per l’operatore di
dipolo elettrico sono permesse transizioni solo tra stati atomici
che differiscono di un’unita’ per il valore del numero quantico
l, la regola di selezione e’

l→ l ± 1

cioe’
Aij = 0 se |li − lj| 6= 1

In generale questa situazione descrive tutti quei fenomeni in
cui prepariamo lo stato iniziale del sistema in uno stato non
stazionario, ad esempio un esperimento di collisione

A+B → C +D
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dove due particelle si avvicinano, collidono, e poi si separano
nuovamente, magari diverse da quelle iniziali. A e B possono
essere ad esempio un elettrone e un atomo di idrogeno, e C e
D l’elettrone che emerge con momento e energia differenti, e
l’atomo in uno stato eccitato,

e− +H → H∗ + e−

oppure due molecole, e si ha una reazione chimica, come

H2 + Cl2 → HCl +HCl

(c) Un’altra tipica situazione e’ una transizione causata da una per-
turbazione esterna dipendente dal tempo. In questo caso l’hamiltoniano
diventa dipendente dal tempo, generalmente perche’ all’hamiltoniano
proprio del sistema H0 si aggiunge un ulteriore pezzo H1(t) che
descrive la perturbazione

H(t) = H0 +H1(t)

Ad esempio un campo elettromagnetico esterno oscillante agisce
sulle particelle cariche che compongono il sistema. Questo causa
transizioni tra gli stati del sistema. Supponiamo che al tempo
iniziale t0 = 0 (in cui viene accesa la perturbazione) il sistema si
trovi in un autostato ψi di H. Per effetto della perturbazione, lo
stato evolvera’ nel tempo (l’hamiltoniano adesso e’ H(t), non piu’
H0), avremo ψi(t) con la condizione iniziale ψi(t) = ψi a t = 0.
Al tempo t si va a vedere la probabilita’ che il sistema si trovi in
autostato ψf di H0, e’ allora

pfi = |〈ψf , ψi(t)〉|2

che e’ detta probabilita’ di transizione (sara’ l’intensita’ di una
riga spettrale in spettroscopia). Osserviamo come lo stato ψ(t)
evolva con continuita’ dall’autostato iniziale, non ci sono piu’ salti
discontinui tra stati diversi (aspetto oscuro della teoria di Bohr).
E’ solo quando andiamo ad analizzare lo stato finale in autostati
di H0 che troviamo probabilita’ di transizione su autostati diversi.

Nel caso dell’hamiltoniano dipendente da t l’integrazione dell’equazione
dipendente dal tempo e’ molto piu’ difficile. Se la perturbazione e’
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piccola, si possono ancora ottenere soluzioni analitiche approssi-
mate, altrimenti e’ necessario ricorrere a tecniche numeriche per
ricavare la soluzione in ogni caso particolare.
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5 La descrizione dei sistemi quantistici

L’impostazione che si e’ vista fin qui e’ molto generale, ma non dice conc-
retamente quali siano le osservabili che descrivono un particolare sistema,
come sia fatto lo spazio degli stati (cioe’ dei vettori di stato) e i corrispon-
denti operatori. In ultima analisi questo dipende dal sistema considerato, e
deve venir dedotto dall’esperienza, formulando la teoria in modo da ripro-
durre i dati sperimentali. Di fatto basta definire questa corrispondenza per
i sistemi elementari, e poi estenderla naturalmente a un qualsivoglia sistema
composto. Vi sono in realta’ diversi argomenti generali che suggeriscono la
forma specifica delle equazioni, che possono differire anche in relazione alla
completezza della descrizione fisica inclusa. Ad esempio, noi ci limiteremo
alla trattazione piu’ semplice, che ignora gli effetti relativistici, e si limita a
considerare solo l’interazione coulombiana tra particelle cariche. Come ac-
cennato all’inizio, questa peraltro costituisce un’eccellente approssimazione
per la descrizione della struttura della materia, tuttavia non rende conto di
numerosi piccoli effetti che possono essere poi descritti introducendo oppor-
tuni raffinamenti. Ancora per semplicita’ ci limiteremo alla descrizione degli
stati attraverso funzioni (le cosiddette funzioni d’onda), rinunciando a una
formulazione in termini di vettori astratti, piu’ generale.

5.1 Gli stati di una particella classica

Per particella classica intendiamo la descrizione quantistica di una particella
che ha analogo classico, tale cioe’ che le uniche osservabili indipendenti sono
le sue tre coordinate e i tre momenti

{x, y, z, px, py, pz}

che verranno spesso piu’ comodamente indicati con {qi, pi}, i = 1, 2, 3 .

5.1.1 Caso unidimensionale

Consideriamo per prima cosa il caso unidimensionale (1D).

• Per definizione, l’algebra delle osservabili e’ generata da {q, p}. Questo
significa che ogni altra osservabile e’ loro funzione, F (q, p).

• L’algebra e’ completamente definita dal commutatore fondamentale

[q, p] = ih̄
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che consideriamo come dato. Di fatto ci sono diversi argomenti che
portano a questa posizione, che tralasciamo a questo livello.

• Lo spazio degli stati e’
V = {ψ(q)}

cioe’ l’insieme delle funzioni della variabile reale q ∈ [−∞,∞] a valori
complessi

ψ : R→ C

Per questo vengono chiamate indifferentemente ”stati” del sistema, vet-
tori di stato, funzioni di stato, o comunemente, ”funzioni d’onda”. Il
prodotto scalare e’ definito da

〈ψ, φ〉 =
∫ +∞

−∞
ψ(q)∗φ(q)dq

L’integrale deve essere ben definito, e quindi convergente, per ogni cop-
pia di funzioni. Questo e’ vero se ψ e’ normalizzabile, esiste cioe’ finito

‖ψ‖2 =
∫ +∞

−∞
|ψ(q)|2dq <∞

Questo significa che lo spazio V contiene solo le funzioni normalizzabili,
solo esse rappresentano possibili stati del sistema. Questo implica in
particolare che le funzioni si annullino all’infinito, e in modo sufficien-
temente rapido cosi’ che l’integrale converga a ±∞:

ψ(q)→ 0 per q → ±∞

• Gli operatori corrispondenti alle osservabilil q e p agiscono sulle funzioni
d’onda, e sono definiti da

q̂ψ = qψ

cioe’ l’operatore q̂ moltiplica semplicemente per q la funzione ψ(q), e

p̂ψ = −ih̄ d
dq
ψ

cioe’ deriva ψ(q) rispetto alla coordinata q, e la moltiplica per la costante
−ih̄. Cosi’ ed esempio, per ψ(q) = e−aq

2
, e’

q̂ψ = qe−aq
2

p̂ψ = 2ih̄aqe−aq
2
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L’operatore definito da una qualsiasi funzione delle osservabili q e p e’
la stessa funzione degli operatori relativi

F̂ (q, p) = F (q̂, p̂) = F (q,−ih̄d/dq)

Ancora, d’ora in avanti ometteremo il segno ˆ sugli operatori, che
saranno evidenti dal contesto

• Verifichiamo che con la definizione data gli operatori q e p soddisfano
la regola di commutazione assegnata, facendoli agire su una funzione
ψ(q) generica:

[q, p] ψ(q) = q(−ih̄ d
dq
ψ)− (−ih̄ d

dq
)(qψ) =

−ih̄q dψ
dq

+ ih̄ψ + ih̄q
dψ

dq
= ih̄ψ

da cui
[q, p] = ih̄

• Verifichiamo ancora l’hermiticita’ di q e p. E’

〈ψ, qφ〉 =
∫ +∞

−∞
ψ(q)∗qφ(q)dq =

∫ +∞

−∞
(qψ(q))∗φ(q)dq = 〈qψ, φ〉

dal momento che q e’ reale e la moltiplicazione tra funzioni e’ commu-
tativa. Per p e’

〈ψ, pφ〉 =
∫ +∞

−∞
ψ∗(−ih̄ d

dq
)φdq =

−ih̄ [ψ(q)∗φ(q)]+∞−∞ +
∫ +∞

−∞
(−ih̄ d

dq
ψ)∗φdq = 〈pψ, φ〉

avendo integrato per parti. Osserviamo il ruolo del fattore i nella
definizione dell’operatore p, e’ grazie ad esso che il cambiamento di
segno che viene dall’integrazione per parti e’ compensato da quello che
proviene dalla coniugazione di i quando si porta a sinistra nel prodotto
scalare.
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• Il valor medio, o valore di aspettazione di una qualunque osservabile e’
dato dalla solita espressione

〈A〉 = 〈ψ,Aψ〉

che nel nostro caso diventa

〈A〉 =
∫
ψ(q)∗A(q, p)ψ(q)dq

as esempio per il valor medio della posizione x e’

x̄ = 〈x〉 =
∫
ψ(x)∗xψ(x)dx

• Questa descrizione del sistema, attraverso funzioni delle coordinate
ψ(q), e’ detta ”rappresentazione delle coordinate”, ed equivale alla
scelta di {q} come CSCO.

• Interpretazione di |ψ(q)|2 come densita’ di probabilita’. Sia

∆ = [x, x+ ∆x]

un intervallo di coordinate, e P∆ l’osservabile che misura se la particella
si trova in ∆, cioe’ che vale 1 se x ∈ ∆, e 0 altrimenti. Avremo
l’operatore corrispondente

P̂∆f(x) =

{
f(x) se x ∈ ∆
0 se x 6∈ ∆

La probabilita’ p∆ che una particella descritta dalla funzione ψ(x) si
trovi in ∆ e’ data dal valore di aspettazione dell’operatore corrispon-
dente:

p∆ = 〈ψ, P̂∆ψ〉 =
∫ ∞
−∞

ψ(x)∗P̂∆ψ(x)dx =
∫

∆
ψ(x)∗ψ(x)dx

per ∆→ 0 p∆ → |ψ(x)|2dx = dp(x)

Quindi |ψ(x)|2 rappresenta la densita’ di probabilita’ di trovare la parti-
cella in x, ovvero la probabilita’ di trovare la particella in un intervallino
infinitesimo dx attorno ad x e’

dp = |ψ(x)|2dx |ψ(x)|2 =
dp

dx
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5.1.2 Caso tridimensionale

Quanto detto si generalizza immediatamente al caso tridimensionale (3D)

• L’algebra delle osservabili e’ generata da coordinate e momenti

{x, y, z, px, py, pz}

con le relazioni di commutazione

[qi, qj] = 0 [pi, pj] = 0 [qi, pj] = ih̄δij

cioe’ le uniche osservabili che non commutano sono una coordinata e
il momento corrispondente, ad es. [x, px] = ih̄. A ogni osservabile
funzione di coordinate e momenti corrisponde l’operatore dato dalla
stessa funzione degli operatori coordinata e momento:

F (qi, pj)→ F̂ = F (q̂i, p̂j)

• Gli stati del sistema sono rappresentati da funzioni delle 3 coordinate
ψ(x, y, z) a valori complessi, normalizzabili.

V = {ψ(x, y, z)} ψ : R3 → C∫ ∞
−∞
|ψ(x, y, z)|2dxdydz <∞

e in generale il prodotto scalare e’ definito da

〈ψ, φ〉 =
∫
ψ(x, y, z)∗φ(x, y, z)dxdydz

• Gli operatori relativi a coordinate e momenti sono definiti da

x̂ψ = xψ

p̂xψ = −ih̄∂ψ
∂x

e analogamente per y e z. Quindi l’operatore coordinata e’ puramente
moltiplicativo, moltiplica la funzione per la coordinata stessa, mentre
l’operatore momento ne fa la derivata rispetto alla variabile corrispon-
dente.
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• In particolare per ogni funzione delle coordinate, l’operatore e’ la molti-
plicazione per la stessa funzione delle coordinate. Se ho V (x, y, z), e’

V̂ ψ = V (x, y, z)ψ

Per il quadrato del momento e’

p2
xψ = pxpxψ = (−ih̄)2∂

2ψ

∂x2

p2 = p2
x + p2

y + p2
z = −h̄2(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
) = −h̄2∆

dove si e’ definito l’operatore ”laplaciano” ∆ che e’ la somma delle 3
derivate seconde, che ricorre molto frequentemente

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

Ricordando che l’operatore Hamiltoniano del sistema rappresenta la
sua energia totale (cinetica piu’ potenziale) espressa in funzione di co-
ordinate e momenti, avremo

H(q, p) = T + V =
p2

2m
+ V (x, y, z)

a cui corrisponde l’operatore quantistico

Ĥ = p̂2/2m+ V̂ = − h̄2

2m
∆ + V (x, y, z)

• In definitiva, l’equazione di Schrödinger Hψ = Eψ per una particella
in un potenziale V (x, y, z) e’

− h̄2

2m
∆ψ + V (x, y, z)ψ = Eψ

Ad esempio per un potenziale coulombiano attrattivo avremo

V (x, y, z) = −1

r
= − 1√

x2 + y2 + z2

76



5.2 Proprieta’ generali delle soluzioni

Consideriamo adesso alcune proprieta’ generali dell’equazione di Schrödinger

• Supponiamo che l’hamiltoniano sia reale, cioe’ non contenga numeri
complessi. Ad esempio tale e’ H che abbiamo considerato per una
particella in un potenziale esterno. Quindi per ipotesi e’ H∗ = H. In
tal caso si puo’ sempre scegliere una base di autofunzioni tutte reali.
Infatti

Hψ = Eψ ⇒ (Hψ)∗ = (Eψ)∗

Hψ∗ = Eψ∗

ricordando che E e’ reale. Quindi ψ e ψ∗ sono entrambe autofunzioni
relative all’autovalore E. Allora, o coincidono, e quindi ψ e’ reale,
oppure possiamo prendere due loro combinazioni lineari indipendenti e
reali

ψ1 = ψ + ψ∗

ψ2 = −i(ψ − ψ∗)

corrispondenti alla parte reale e immaginaria di ψ separatamente (a
meno della normalizzazione). Queste due soluzioni reali sono comple-
tamente equivalenti alle precedenti. Quindi, nell’ipotesi vista, se un
autovalore e’ non degenere, necessariamente l’autofunzione corrispon-
dente e’ reale, se e’ degenere, comunque si puo’ scegliere una base di
autofunzioni reali. Questa e’ un’importante semplificazione del prob-
lema ad autovalori per H, significa che e’ sufficiente cercare le soluzioni
nel campo reale.

Osserviamo pero’ che H non e’ necessariamente sempre reale, ad esem-
pio non lo e’ in presenza di un campo magnetico esterno.

• Il valor medio di un operatore della forma A+A e’ sempre non negativo.
Questo vale in particolare per il quadrato di ogni operatore hermitiano.
Infatti

〈ψ,A+Aψ〉 = 〈Aψ,Aψ〉 ≥ 0

Da qui segue in particolare che il valor medio dell’energia cinetica 〈T 〉
non e’ mai negativo. E’ allora anche

〈E〉 = 〈T + V 〉 ≥ 〈V 〉
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Se il potenziale presenta un minimo assoluto Vmin, come ad esempio
nel caso di una buca di potenziale, e’ anche

〈V 〉 =
∫
|ψ(q)|2V (q)dq ≥

∫
|ψ(q)|2Vmindq = Vmin

poiche ψ e’ normalizzata, e quindi anche

〈E〉 ≥ Vmin

Quindi il valor medio dell’energia (e dunque ogni autovalore) non puo’
mai essere inferiore al minimo del potenziale.

• Riprendiamo in esame il caso monodimensionale. Possiamo riscrivere
Hψ = Eψ come

ψ′′(x) +
2m

h̄2 (E − V (x))ψ(x) = 0

e nel caso semplice di un potenziale V costante, ponendo

2m

h̄2 |E − V | = k2

abbiamo le due equazioni

ψ′′ =

{
−k2ψ per E > V ψ = A cos kx+B sin kx
k2ψ per E < V ψ = Aekx +Be−kx

Diciamo che nel primo caso (E > V ) la ψ ha comportamento oscilla-
torio, nel secondo (E < V ) ha comportamento esponenziale. (Osservi-
amo che nel primo caso abbiamo preso cos kx e sin kx come coppia di
soluzioni indipendenti, per avere soluzioni reali, ma si possono prendere
altrettanto bene eikx e e−ikx )

Questo comportamento, che abbiamo ricavato per il potenziale costante,
vale in realta’ in generale (anche se le soluzioni non avranno piu’ la sem-
plice forma di funzioni circolari o esponenziali). Infatti (figura 30)

per E > V ψ′′ e ψ hanno segno opposto

per E < V ψ′′ e ψ hanno lo stesso segno
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Figure 30: comportamento oscillatorio (sopra) e comportamento esponen-
ziale (sotto)
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Nel primo caso, se ψ > 0 e’ ψ′′ < 0, la concavita’ e’ rivolta verso
il basso, se invece ψ < 0 la concavita’ e’ verso l’alto, in ogni caso e’
rivolta verso l’asse x. Se la ψ e’ positiva in un punto, decresce fino
ad attraversare l’asse x, a questo punto la concavita’ si inverte, e ψ
riprende a curvare verso l’asse delle ascisse. Di qui il comportamento
oscillatorio.

Nel secondo caso, se ψ > 0, anche ψ′′ > 0, cioe’ la concavita’ e’ rivolta
verso l’alto, se invece ψ < 0 la concavita’ e’ rivolta verso il basso, in
ogni caso opposta all’asse delle ascisse. Allora, se in un punto ψ(x) > 0,
almeno da un lato, dove ψ e’ crescente, continuera’ a crescere indefini-
tamente, con derivata seconda che continua a crescere (e’ proporzionale
a ψ). Analogamente per ψ negativa. Quindi si ha comunque divergenza
esponenziale almeno da un lato. E in generale da entrambi i lati a meno
che ψ′(x0) sia tale da assicurare il decadimento esponenziale da un lato
(figura 30).

• Consideriamo brevemente la particella libera, cioe’ V = 0. In questo
caso H = p2/2m, e sappiamo gia’ che deve essere E > 0. Poiche’ H e’
una funzione di p, possiamo considerare direttamente le autofunzioni
del momento

p̂ψ = pψ

−ih̄dψ
dx

= pψ(x) ψ(x) = eikx p = h̄k

e per l’energia

E =
p2

2m
=
h̄2k2

2m

Notiamo che p puo’ assumere qualunque valore reale, la ψ(x) corrispon-
dente descrive una particella che si muove con momento p lungo l’asse
x, positivo se p > 0, negativo se p < 0. Osserviamo che k e’ il vettore
d’onda, k = 2π/λ. Ritroviamo cosi’ la relazione di de Broglie

λ =
2π

k
=
h

p

In realta’ questo semplice caso nasconde una importante difficolta’.
Se consideriamo l’integrale di normalizzazione della ψ, questo diverge,
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Figure 31: Gradino di potenziale

perche’ il suo modulo quadro e’ costante, ovvero ψ non si annulla
all’infinito, ma rimane indefinitamente oscillante:∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2dx =

∫ ∞
−∞

dx =∞

e quindi non e’ accettabile come descrizione dello stato del sistema.
Questa e’ una situazione tipica quando si ha uno spettro continuo.
Come si vede, l’equazione senza altri vincoli ammette una soluzione
per ogni possibile valore di p. Questo corrisponde fisicamente al fatto
che una particella libera puo’ avere qualunque valore per il momento.
In realta’ pero’ non si possono mai realizzare stati in cui una variabile
continua e’ misurata in modo infinitamente preciso, questo corrispon-
derebbe a una risoluzione infinita dello strumento. Di fatto si potra’
solo misurare il momento entro un intervallino ∆p piccolo a piacere, ma
sempre finito, attorno al valore p. Le autofunzioni con p perfettamente
definito rappresentano stati limite, non fisicamente realizzabili, ma co-
munque utili per descrivere gli stati fisici dello spettro continuo (cioe’
delle particelle libere). Tuttavia la descrizione di questi stati e’ piu’
complessa, e ci limitiamo a citarne l’esistenza. In generale le autofun-
zioni dello spettro continuo sono caratterizzate da un comportamento
oscillatorio, ma si mantengono limitate, all’infinito. Viceversa funzioni
che crescano indefinitamente all’infinito sono prive di significato fisico,
e non sono mai accettabili.

• Gradino di potenziale. Consideriamo ora la situazione con un poten-
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Figure 32: Continuita’ delle soluzioni

ziale del tipo

V (x) =

{
0 per x < 0
V per x > 0

con V > 0 costante (figura 31). Consideriamo un’energia 0 < E < V .
Nella regione I (x < 0), la soluzione e’ del tipo oscillatorio

ψI(x) = A sin kIx+B cos kIx kI =
√

2mE

Nella regione II (x > 0) la soluzione e’ esponenziale, anzi deve decadere
esponenzialmente, perche’ soluzioni che crescono esponenzialmente all’infinito
non sono mai accettabili:

ψII(x) = Ce−kIIx +DekIIx kII =
√

2m(V − E)

Dobbiamo ora determinare le costanti A,B,C,D in modo da soddisfare
le condizioni del problema. Come gia’ detto deve essere D = 0 per non
avere la crescita esponenziale all’infinito. Inoltre la soluzione ψ(x) deve
rimanere continua assieme alla sua derivata prima nel punto x = 0.
Questo perche’ da

ψ′′ = 2m(V − E)ψ

la ψ′′ ha una discontinuita’ dovuta al salto del potenziale in x = 0.
Questo implica che la sua derivata prima sia continua (presenta solo
un cambio di pendenza in 0), e a maggior ragione la ψ (figura 32).
In altre parole, integrando le discontinuita’ spariscono. Solo dove il
potenziale faccia un salto infinito e’ ammessa una discontinuita’ in ψ′,
mentre ψ resta comunque sempre continua.
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Avremo dunque le condizioni

ψI(0) = ψII(0) B = C
ψ′I(0) = ψ′II(0) kIA = −kIIC

Otteniamo cosi’

B = C = − kI
kII

A

ψ =


A (sin kIx− kI

kII
cos kIx)

−A kI
kII
e−kIIx

che determina completamente la soluzione, a meno del fattore molti-
plicativo globale A, come sempre nel caso della soluzione dell’equazione
ad autovalori (figura 31). Osserviamo che anche qui siamo nello spet-
tro continuo, otteniamo una soluzione per ogni valore di E, che oscilla
indefinitamente (e quindi non e’ normalizzabile) nella regione I (dove
E > V ) ma decade esponenzialmente nella regione II (E < V ). La
particella penetra nella regione classicamente proibita E < V (una
particella classica con energia E rimbalzerebbe contro il gradino di
potenziale), ma la probabilita’ di trovarla nella regione II decresce espo-
nenzialmente al crescere di x.

Osserviamo ancora che per

V →∞ kII →∞

da cui
B = C → 0 e ψ(x)→ 0 per x ≥ 0

Quindi, se la barriera di potenziale diventa infinita, la penetrazione
non e’ piu’ possibile, la ψ(x) diventa identicamente nulla nella regione
della barriera e in particolare sul suo bordo (rimane quindi continua
ovunque).

• Quantizzazione in una buca di potenziale. Consideriamo una buca di
potenziale rettangolare, come illustrato in figura 33. Per 0 < E < V ,
le soluzioni nella regione I (x < 0) e III (x > L) devono decadere espo-
nenzialmente, nella regione II (0 < x < L) abbiamo il comportamento
oscillatorio. Poniamo

k =
√

2mE kI =
√

2m(V − E)
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Figure 33: Buca di potenziale quadrata



ψI(x) = CekIx x < 0

ψII(x) = A sin kx+B cos kx 0 < x < L

ψIII(x) = De−kIx x > L

Fissata E, la condizione a sinistra (x = 0) fissa il rapporto A/B, a
questo punto non e’ generalmente possibile soddisfare la condizione di
continuita’ per ψ e ψ′ a destra (x = L), e non si ha alcuna soluzione
accettabile. L’unico parametro a disposizione e’ l’energia, e’ solo per
alcuni valori particolari di E, discreti, che si ha il raccordo continuo della
soluzione ai due bordi, ovvero che la soluzione accettabile a sinistra
(esponenzialmente decrescente a −∞) arriva al bordo di destra con la
pendenza corretta per decrescere esponenzialmente anche a +∞.

Anche questo comportamento e’ in realta’ generale. Consideriamo una
particella in una buca di potenziale arbitraria (figura 34). Fissato un
valore di energia E, consideriamo i due punti x1 e x2 dove E interseca
la curva del potenziale, E = V , che sono detti ”punti di inversione
classici”. Infatti classicamente una particella con energia E si muove
tra questi due estremi. Quantisticamente corrispondono ai punti dove
ψ′′(x) = 0, e il comportamento cambia da esponenziale (nelle regioni
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Figure 34: Quantizzazione in una buca di potenziale generica

85



esterne) a oscillatorio. Supponiamo ora di fissare un punto x0 < x1, a
sinistra. Poiche’ la ψ puo’ essere moltiplicata per c 6= 0 qualunque, il
valore di ψ(x0) puo’ essere scelto arbitrariamente. Se adesso scegliamo
un valore per la derivata prima in x0, ψ′(x0), la soluzione e’ completa-
mente determinata, essendo l’equazione del secondo ordine. In parti-
colare, per una scelta arbitraria di ψ′(x0) la soluzione non si adagera’
esponenzialmente sull’asse x a −∞, ma divergera’ esponenzialmente,
a −∞ se la pendenza in x0 e’ troppo grande, a +∞ se e’ troppo pic-
cola. Evidentemente c’e’ un unico valore di ψ′(x0) che soddisfera’ la
condizione di annullamento di ψ a sinistra. Una vola scelto questo val-
ore, la soluzione e’ pero’ completamente determinata. Prolungandola
verso destra, passera’ il punto di inversione x1. Il comportamento di-
ventera’ oscillatorio, finche’ raggiungera’ il punto di inversione a destra
x2. Adesso il comportamento ritorna esponenziale, ma in generale la
pendenza con cui la ψ arriva ad x1 sara’ tale per cui divergera’ a destra,
a −∞ se la pendenza e’ troppo negativa, a +∞ altrimenti. Quindi non
si avra’ una soluzione accettabile (figura 34). A questo punto l’unica
possibilita’ e’ variare il valore di E. Per E molto piccola, appena sopra
il minimo di V , l’oscillazione nella regione interna sara’ troppo pic-
cola, e quindi la pendenza troppo poco negativa, e si avra’ divergenza
a +∞. All’aumentare di E, l’oscillazione diventa piu’ marcata, la pen-
denza di ψ in x1 sempre piu’ negativa, finche’ si avra’ divergenza a
−∞. E chiaro che tra queste due situazioni esiste un unico valore di
E per cui la soluzione va asintoticamente a 0 anche a destra, e si ha
una soluzione accettabile. Aumentando ancora l’energia, questa situ-
azione si ripetera’ quando la funzione compie un’altra semionda nella
regione interna, ritornando asintoticamente a 0. Da qui l’esistenza di
soli autovalori discreti per l’energia.

• Effetto Tunnel Una situazione analoga e’ quella di una particella intrap-
polata da una barriera di potenziale finita, come in figura 35. Di nuovo,
se l’energia della particella e’ superiore al potenziale al di la’ della buca,
la particella puo’ sfuggire attraverso la barriera, a causa della pene-
trazione della funzione d’onda all’interno della barriera. La situazione
e’ esemplificata in figura 35. Di nuovo siamo nello spettro continuo, e
la descrizione rigorosa di questo fenomeno e’ un po’ piu’ complessa, ma
qualitativamente una particella la cui funzione d’onda sia confinata a
sinistra della barriera ha una probabilita’ finita di sfuggire alla barriera
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Figure 35: Barriera di potenziale (sopra) ed effetto tunnel (sotto)
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(probabilita’ di transizione nell’unita’ di tempo) che, a causa del decadi-
mento esponenziale della ψ nella regione della barriera, decade espo-
nenzialmente all’aumentare dell’altezza e della larghezza della barriera.
Questo fenomeno e’ ad esempio la causa del decadimento radioattivo
di molti nuclei instabili. La forza repulsiva coulombiana tra protoni,
insieme alla forza nucleare attrattiva molto piu’ forte, che agisce pero’
solo a distanze molto corte, crea una barriera di potenziale. A seconda
del riempimento dei livelli energetici interni alla buca, le ultime parti-
celle possono trovarsi in livelli sopra l’energia di dissociazione (limite
asintotico del potenziale a destra) ed attraversare la barriera per effetto
tunnel. L’andamento esponenziale della ψ all’interno della barriera sp-
iega come sia possibile avere tempi di decadimento τ che variano di un
numero enorme di ordini di grandezza (ad esempio 232Th ha τ = 1.4 1010

anni, mentre 216Fr ha τ = 0.7µs. In realta’ questa e’ una situazione
molto comune, ad esempio molte molecole ”instabili” corrispondono a
un sistema intrappolato in una buca di potenziale, con energia sopra
il limite di dissociazione. Cosi’ ad esempio H2CO → H2 + CO. Di
nuovo, a seconda della larghezza e profondita’ della buca, il sistema
puo’ esistere in questo stato metastabile, cioe’ non stazionario, per un
tempo brevissimo o enormemente lungo.

• Supponiamo che il potenziale tenda a 0 all’infinito. Allora in generale
(figura 36) per E < 0 sono possibili solo autovalori discreti, tali che le
ψ siano normalizzabili, e quindi decadano esponenzialmente all’∞. Gli
stati corrispondenti sono detti anche ”stati legati”, poiche’ la proba-
bilita’ di trovare la particella al di fuori di una sfera centrata nell’origine
diventa piccola a piacere al crescere del raggio. Si dice che la particella
e’ legata al centro del potenziale. Per E > 0 esistono soluzioni per ogni
valore di E, che pero’ non sono normalizzabili, ma oscillano indefinita-
mente all’infinito, pur rimanendo limitate e l’integrale

∫
|ψ(q)|2dq non

converge. Si parla in questo caso di ”stati di scattering” o di diffu-
sione. Queste autofunzioni non rappresentano stati fisici ma sono utili
per descrivere i fenomeni di collisione, in cui una particella incide sul
centro di potenziale provenendo da −∞ , viene deflessa, e riemerge dal
potenziale allontanandosi all’∞. Riassumendo

– per E < 0⇒ stati legati, ψ → 0 all’∞ , si ha uno spettro discreto

– per E > 0⇒ stati di scattering, ψ oscilla all’∞ restando limitata,
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Figure 36: Spettro di una buca con limite asintotico del potenziale finito

si ha uno spettro continuo.

• In particolare se

lim
r→∞

V → − 1

rα

si hanno due situazioni, a seconda della rapidita’ con cui V tende a 0.

a. α < 2. Si hanno infiniti autovalori discreti En < 0 En → 0.
Si dice che 0 e’ punto di accumulazione di autovalori legati. Un
esempio comune e’ il potenziale coulombiano, cosi’ per l’atomo di

Figure 37: Singolarita’ di V all’infinito e livelli discreti

89



Figure 38: Singolarita’ di V al finito e livelli discreti

H e’ En = − 1
2n2 (in a.u.) che diventa arbitrariamente vicino a 0

(figura 37)

b. α > 2. Si ha un autovalore discreto masssimo, Emax, non ci
sono stati arbitrariamente vicini a 0. Un caso tipico e’ quello
di una buca di potenziale che decade esponenzialmente a 0, come
ad esempio per le vibrazioni molecolari. In questo caso il numero
degli stati legati e’ finito (figura). Questo vale in particolare per
una buca rettangolare, in cui il potenziale V = 0 gia’ all’esteno
di una regione finita. Una situazione analoga si ha per gli stati
elettronici degli ioni negativi. Ad esempio lo ione H− ha un solo
stato legato, tutti gli altri giacciono nel continuo. Il caso α = 2 e’
delicato e va esaminato caso per caso.

c. Queste considerazioni valgono anche se il potenziale tende a zero
da un solo lato, e tende a +∞ dall’altro.

• Da ultimo, se V ha una singolarita’ al finito, supponiamo che vada a
−∞ come

lim
r→0

V → − 1

rα

allora per α < 2 lo spettro e’ inferiormente limitato, cioe’ esiste un
autovalore minimo Emin. Se invece α > 2 esistono infiniti autovalori
discreti En < 0, con |En| arbitrariamente grande, quindi la particella
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puo’ avere energie negative arbitrariamente grandi: si dice che la parti-
cella cade sul centro di potenziale (figura 38). Questa e’ una situazione
non fisica, perche’ corrisponde all’assenza di uno stato fondamentale
stabile, cioe’ ad un hamiltoniano non limitato inferiormente. Quindi
potenziali cosi’ singolari non sono permessi. Il primo caso e’ di nuovo
quello del potenziale coulombiano, che ammette un livello minimo. Al
solito il caso α = 2 e’ speciale e dipende dal dettaglio del potenziale.

Una semplice interpretazione di questo comportamento viene dal prin-
cipio di indeterminazione. Il contributo di V diventa tanto piu’ neg-
ativo quanto piu’ la particella e’ confinata in una regione ∆x piccola
attorno al centro, ma in questo caso l’energia cinetica aumenta in modo
quadratico:

〈V 〉 ' −∆x−α ∆p ' h̄

∆x

〈E〉 ' h̄2

2m∆x2
−∆x−α

Se α < 2 c’e’ una distanza minima sotto la quale la crescita di 〈T 〉 fa
salire E piu’ di quanto 〈V 〉 la faccia scendere, e 〈(T + V )〉 presenta un
minimo.

• Infine, se invece il potenziale tende a +∞ da ogni lato, lo spettro e’ in-
teramente discreto e ci sono solo stati legati, come ad esempio vedremo
per la particella nella scatola o per l’oscillatore armonico.

5.3 separazione delle variabili

Consideriamo il caso di un hamiltoniano che agisca su funzioni di due variabili
x, y, del tipo

H(x, y) = H1(x) +H2(y)

cioe’ somma di un operatore che agisce solo sulla prima variabile, e uno che
agisce solo sulla seconda. Si dice in tal caso che l’hamiltoniano e’ separabile.
Consideriamo le soluzioni dell’equazione ad autovalori per i due operatori
separatamente

H1ψ
1
i = E1

i ψ
1
i , H2ψ

2
j = E2

jψ
2
j

e l’insieme di tutti i possibili prodotti {ψ1
iψ

2
j}. E’

Hψ1
iψ

2
j = (H1ψ

1
i )ψ

2
j + ψ1

i (H2ψ
2
j ) = (E1

i + E2
j )ψ

1
iψ

2
j
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cioe’ possiamo scrivere
Hψij = Eijψij

con
ψij = ψ1

iψ
2
j Eij = E1

i + E2
j

Poiche’ gli insiemi di funzioni {ψ1
i (x)} e {ψ2

j (y)} sono separatamente com-
pleti negli spazi delle funzioni di x e y separatamente, l’insieme di tutti i
possibili prodotti {ψij = ψ1

iψ
2
j} e’ una base nello spazio globale, e fornisce

quindi una base di autovettori per l’hamiltoniano completo, con autovalori
Eij.

Abbiamo quindi il risultato importantissimo

Se l’hamiltoniano e’ separabile, una base di autovettori e’ data
dall’insieme di tutti i possibili prodotti di un autovettore del
primo operatore per un autovettore del secondo, e gli autoval-
ori di H sono la somma degli autovalori corrispondenti dei due
operatori

Naturalmente questo risultato si estende ad una somma qualunque di
operatori agenti su variabili diverse

H(1, 2, . . . , n) = H1(1) +H2(2) + · · ·+Hn(n)

H1ψ
1
i1

= E1
i1
ψ1
i1
· · · Hnψ

n
in = En

inψ
n
in

Hψi1,i2,...,in = Ei1,i2,...,inψi1,i2,...,in

dove
ψi1,i2,...,in = ψ1

i1
ψ2
i2
· · ·ψnin

Ei1,i2,...,in = E1
i1

+ E2
i2

+ · · ·+ En
in

Abbiamo scritto le equazioni per l’hamiltoniano, ma ovviamente valgono
per l’equazione ad autovalori di un qualunque operatore separabile. Ancora,
chiameremo separabili anche gli stati descritti da funzioni prodotto.

Da ultimo, se un autovalore Eij e’ non degenere, necessariamente il suo au-
tovettore ha la forma prodotto, cioe’ e’ separabile. Al contrario, se l’autovalore
e’ degenere, oltre agli autovettori prodotto, ogni loro combinazione lineare e’
ancora autovettore, ma non ha piu’ la forma separabile. In tal caso anche un
hamiltoniano separabile puo’ avere autostati non separabili. Ad esempio sia

E = E1
i + E2

j = E1
k + E2

l
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allora
Φ = aψ1

iψ
2
j + bψ1

kψ
2
l

e’ autostato
HΦ = EΦ

ma non e’ piu’ separabile. Osserviamo come per gli stati separabili ψ1
iψ

2
j si

possa dire che il sistema 1 si trova nello stato ψ1
i , con energia E1

i e tutte le
altre proprieta’ che sono determinate da ψ1

i , e analogamente per il sistema
2 nello stato ψ2

j . Negli stati non prodotto, come ad esempio Φ, le proprieta’
individuali dei sistemi componenti sono andate perse. Ad esempio se andassi
a misurare l’energia del sistema 1 in tale stato, troverei E1

i con probabilita’
|a|2 e E1

k con probabilita’ |b|2. Si dice che questi stati sono ”entangled”, cioe’
le proprieta’ del sistema 1 sono intrecciate con quelle del sistema 2.

5.4 Particella nella scatola

Consideriamo il caso di una particella confinata tra due barriere di potenziale
infinite, detto particella nella scatola. E’

V (x) =

{
0 per 0 < x < L
∞ per x < 0 o x > L

come in figura 39.
Sappiamo che per x < 0 o x > L deve essere ψ(x) = 0. Tra le due pareti

ψ soddisfa l’equazione Hψ = Eψ che si riduce a

ψ′′(x) = −k2ψ k2 = 2mE/h̄2 E =
h̄2k2

2m

con le condizioni al contorno

ψ(0) = 0 ψ(L) = 0

La soluzione generale e’

ψ = A sin kx+B cos kx

con A e B da determinarsi. La condizione ψ(0) = 0 implica immediatamente
B = 0, la condizione ψ(L) = 0 porta a

sin kL = 0
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Figure 39: Livelli e autofunzioni della particella nela scatola
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kL = nπ k =
nπ

L
n = 1, 2, 3, . . .

quindi k puo’ assumere solo valori discreti kn, in corrispondenza avremo
autovalori discreti per l’energia

En =
h̄2π2n2

2mL2
=

h2n2

8mL2

e le corrispondenti autofunzioni

ψn(x) = A sin(
nπ

L
x)

La costante A si puo’ determinare dalla condizione di normalizzazione di
ψ:

‖ψ‖2 =
∫
|ψ(x)|2dx = A2

∫ L

0
sin2(

nπ

L
x) dx = 1

Dalla relazione

cos(x+ x) = cos2 x− sin2 x = 1− 2 sin2 x sin2 x =
1− cos 2x

2

si ricava facilmente ∫
sin2 xdx =

x− sinx cosx

2

e infine

A2L/2 = 1 A =

√
2

L

I primi autovalori e autovettori sono riportati in figura. Le autofunzioni
sono quelle funzioni sin kx che si annullano ai bordi, la prima fa mezza os-
cillazione, la seconda un’oscillazione intera, e cosi’ via, in generale n mezze
lunghezze d’onda. Osserviamo

• Si sono considerati solo i valori di n interi positivi. Il valore 0 e’ escluso,
perche in tal caso sarebbe ψ = 0 identicamente, e sappiamo che il
vettore nullo non corrisponde ad alcuno stato del sistema. Per n <
0 ricordiamo che sin(−x) = − sin(x), riotteniamo le stesse funzioni
cambiate di segno. Poiche’ un fattore moltiplicativo e’ irrilevante, non
forniscono nuove soluzioni.

95



• L’autofunzione corrispondente all’autovalore piu’ basso, ψ1, non si an-
nulla mai all’interno dell’intervallo, ψ2 una volta, ψ3 due volte, etc. Si
dice che ψ1 non ha nodi, ψ2 ne ha uno, e cosi’ via. Come si vede il
numero di nodi aumenta di uno ad ogni nuova autofunzione. Questo
deriva dalla condizione di ortogonalita’ delle autofunzioni

〈ψi, ψj〉 =
∫ L

0
ψi(x)∗ψj(x)dx = δij

Affinche’ l’integrale si annulli, ψi e ψj non possono avere lo stesso segno
su tutto l’intervallo [0, L]. Poiche’ ψ1 ha segno costante, ψ2 deve cam-
biare segno una volta, analogamente ψ3 per essere ortogonale a ψ1 e
ψ2 deve cambiare segno 2 volte, e cosi’ via. Osserviamo ancora come
l’energia cresca all’aumentare del numero dei nodi. Anche questo si
capisce facilmente, l’energia cinetica (che in questo caso e’ il solo con-
tributo) e’ proporzionale alla derivata seconda della ψ(x). Quindi mag-
giore e’ la curvatura di ψ, maggiore e’ l’energia, e la curvatura aumenta
col numero dei nodi. Questo e’ un comportamento del tutto generale
per gli autostati discreti di un qualsiasi problema monodimensionale, ed
e’ un’utile guida per la stima delle energie delle autofunzioni in genere.

• Gli autovalori En sono inversamente proporzionali alla larghezza L della
scatola. Inoltre, a differenza del caso classico, in cui la particella puo’
avere energia 0 (e’ ferma), l’autovalore piu’ basso E1 e’ maggiore di
0. Questo comportamento si puo’ interpretare alla luce del principio
di indeterminazione. Per una particella confinata in una regione di
ampiezza L, l’incertezza sulla posizione non puo’ essere superiore ad L,
∆x ' L. Allora anche ∆p ' h̄

L
, e lo stesso per il valor medio di p, che

non puo’ essere piu’ piccolo della sua incertezza. Da qui otteniamo

E =
p2

2m
' h̄2

2mL2

che e’ una stima corretta di E1 (ovviamente da queste stime non si
ottengono risultati precisi). In particolare e’ correttamente predetta
la dipendenza inversa da L2. Questa energia minima al di sopra del
valore minimo del potenziale (che e’ il valore minimo per una particella
classica) e’ di nuovo un fatto generale, e prende il nome di ”energia
di punto zero”. Una particella quantistica non puo’ mai stare ferma,
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perche’ altrimenti l’incertezza sul momento sarebbe 0. Osserviamo an-
cora il fatto generale che piu’ una particella e’ confinata in una regione
piccola, piu’ la sua energia sale. Questo vale per buche di qualunque
forma. Inoltre, piu’ la salita del potenziale e’ ripida, piu’ aumenta la
spaziature dei livelli energetici. Il caso della parete impenetrabile e’ il
massimo, e gli autovalori aumentano col quadrato del numero quan-
tico. In generale, se il potenziale della buca cresce piu’ lentamente, la
spaziatura tra i livelli diminuisce. Vedremo che nel caso di un poten-
ziale parabolico, la spaziatura dei livelli diventa costante. All’estremo
opposto, un potenziale che decresca asintoticamente a zero come il
potenziale coulombiano, produce livelli energetici arbitrariamente fitti.

• Se mettiamo l’origine nel centro della scatola, osserviamo come le aut-
ofunzioni siano alternativamente pari e dispari rispetto all’inversione
rispetto al centro: x → −x. Del resto, se si risolve il problema con
l’origine al centro, le due barriere si trovano a −L/2 e L/2, e le con-
dizioni al contorno diventano

ψ(−L/2) = 0 ψ(L/2) = 0

Si ricavano le soluzioni suddivise in due serie, una pari (g = gerade) e
una dispari (u = ungerade)

ψng(x) = A cos kx k = (2n+1)π
L

ψnu(x) = A sin kx k = 2nπ
L

ovvero
k =

mπ

L
m = 1, 2, 3, . . .

per m pari la soluzione e’ di tipo sin kx, per m dispari e’ di tipo cos kx.

Questo e’ di nuovo un comportamento generale, legato alla simmetria
dell’hamiltoniano, che merita un paragrafo separato

5.5 Parita’

Consideriamo un hamiltoniano che sia simmetrico rispetto all’inversione delle
coordinate x → −x. Chiameremo operatore parita’ P (anche ”inversione
spaziale” î) l’operatore definito da

Pψ(x) = ψ(−x)
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In tre dimensioni avremo

(x, y, z)→ (−x,−y,−z)

La simmetria dell’hamiltoniano equivale a dire che H commuta con P , o
come si dice e’ invariante per parita’:

[H,P ] = 0

Poiche’
d

d(−x)
= − d

dx

d2

d(−x)2
=

d2

dx2

si verifica subito che e’
HPψ(x) = PHψ(x)

se e solo se il potenziale e’ simmetrico, cioe’ invariante per parita’

V (−x) = V (x)

Se H e’ invariante per P , si ottiene subito

Hψ = Eψ ⇒ PHψ = HPψ = EPψ

cioe’ se ψ(x) e’ un’autofunzione, anche ψ(−x) e’ un’autofunzione relativa allo
stesso autovalore, e dunque anche

ψg(x) = ψ(x) + ψ(−x) e ψu(x) = ψ(x)− ψ(−x)

sono due autofunzioni relative allo stesso autovalore. Quindi esiste sempre
una base di autofunzioni di H di parita’ ben definita, pari o dispari. In
particolare se un autovalore e’ non degenere, necessariamente l’autofunzione
corrispondente sara’ o pari o dispari.

Osserviamo che e’ P 2 = 1 e che i suoi autovalori sono +1 e −1

Pψ = pψ ⇒ P 2ψ = p2ψ = ψ p2 = 1 p = ±1

Le funzioni pari e dispari sono le autofunzioni di P con autovalore +1 e −1

ψ(−x) = ψ(x) ⇔ Pψ = ψ

ψ(−x) = −ψ(x) ⇔ Pψ = −ψ
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e come sappiamo [H,P ] = 0 implica l’esistenza di una base di autovettori
comuni per H e P

Hψnp = Enpψnp
Pψnp = pψnp p = ±1 = g, u

Questa proprieta’ che lega la simmetria dell’hamiltoniano alla simmetria
delle sue autofunzioni e’ un fatto generale, che non si limita alla parita’, ma
ad ogni simmetria che lasci invariante l’hamiltoniano (ad esempio rotazioni o
altre trasformazioni spaziali, permutazioni di particelle identiche, e cosi’ via)

5.6 Scatola tridimensionale

Generalizziamo la trattazione della scatola monodimensionale al caso 3 D.
Supponiamo quindi di avere una particella confinata in un parallelepipedo di
lati Lx, Ly, Lz:

V (x) =


0 per 0 < x < Lx

0 < y < Ly
0 < z < Lz

∞ altrimenti

Abbiamo l’equazione
Hψ(x, y, z) = Eψ

con le condizioni al contorno

ψ(0, y, z) = 0 ψ(Lx, y, z) = 0

e analoghe per y e z. L’hamiltoniano H e’ chiaramente separabile

H =
p2

2m
=

p2
x

2m
+

p2
y

2m
+

p2
z

2m
= H1(x) +H2(y) +H3(z)

Allora la soluzione del problema completo si riconduce alla soluzione dei tre
problemi unidimensionali che conosciamo gia’

H1ψnx = Enxψnx ψnx(x) = Ax sin knxx Enx =
h2n2

x

8mL2
x

H2ψny = Enyψny ψny(y) = Ay sin knyy Eny =
h2n2

y

8mL2
y
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H3ψnz = Enzψnz ψnz(z) = Az sin knzz Enz =
h2n2

z

8mL2
z

e la soluzione del problema generale e’

Hψnx,ny ,nz = Enx,ny ,nzψnx,ny ,nz

ψnx,ny ,nz =

√√√√ 23

LxLyLz
sin knxx sin knyy sin knzz

Enx,ny ,nz =
h2

8m
(
n2
x

L2
x

+
n2
y

L2
y

+
n2
z

L2
z

)

Un caso interessante e’ quello della scatola cubica, Lx = Ly = Lz = L. in
questo caso si ha

Enx,ny ,nz =
h2

8mL2
(n2

x + n2
y + n2

z)

e quindi l’autovalore dipende solo dalla somma quadrati dei tre numeri quan-
tici

n2 = n2
x + n2

y + n2
z

Questo porta a una notevole degenerazione dei livelli

n1 = n2 = n3 En1,n2,n3 non degenere
n1 = n2 6= n3 En1,n2,n3 3 volte degenere
n1 6= n2 6= n3 En1,n2,n3 6 volte degenere

corrispondentemente alle possibili permutazioni dei tre numeri quantici.
Ci sono pero’ ulteriori degenerazioni, quando lo stesso valore di n2 si possa
ottenere con scelte diverse per nx, ny, nz, ad esempio

12 + 32 + 72 = 59 = 32 + 52 + 52

e il livello con energia E = 59 (in unita’ h2/8mL2) e’ 9 volte degenere, quello
con E = 54 12 volte degenere (1 2 7, 3 3 6, 2 2 5). Di nuovo queste
degenerazioni hanno origine in una simmetria dell’hamiltoniano (non solo
quella ovvia della scatola cubica!) che pero’ non indagheremo. Uno schema
di livelli energetici per la scatola cubica di lato L sono riportati in figura 40.
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Figure 40: Livelli energetici della scatola cubica
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6 Soluzioni approssimate dell’equazione ad au-

tovalori

Come si e’ visto l’equazione ad autovalori astratta Hψ = Eψ per un opera-
tore lineare in uno spazio vettoriale finito equivale, una volta introdotta una
base {ΦI} nello spazio, all’equazione matriciale Hc = Ec, dove HIJ e’ la
matrice dell’operatore, e c = (c1, . . . , cn) e’ il vettore colonna dei coefficienti
di sviluppo di ψ =

∑
I cIΦI

La situazione e’ piu’ complessa nel caso che lo spazio abbia dimensione
∞, come e’ il caso dello spazio delle funzioni d’onda della MQ.

Introduciamo un insieme finito di funzioni (vettori) linearmente indipen-
denti, {ΦI}, che possiamo considerare come una ”base troncata” nello spazio,
e che per generalita’ supponiamo non necessariamente ortonormale. Dunque
sara’

〈ΦI ,ΦJ〉 = SIJ

detta matrice di sovrapposizione. Definiamo ancora la matrice dei prodotti
scalari

〈ΦI , HΦJ〉 = HIJ

relativa all’operatore. Data {ΦI}, le matrici SIJ e HIJ sono ben definite e
calcolabili (i prodotti scalari sono in pratica integrali definiti).

Se approssimiamo
ψ =

∑
I

cIΦI

come una combinazione lineare di vettori di base, possiamo determinare i
coefficienti ottimali prendendo il prodotto scalre con ΦJ di ambo i membri
dell’equazione:

Hψ = Eψ ⇒ 〈ΦJ , H
∑
I

cIΦI〉 = 〈ΦJ , E
∑
I

cIΦI〉

ovvero ∑
I

〈ΦJ , HΦI〉cI = E
∑
I

〈ΦJ ,ΦI〉cI
∑
I

HJIcI = E
∑
I

SJIcI

o adoperando il prodotto matrice-vettore righe per colonne

Hc = ESc
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Figure 41: Convergenza degli autovalori nell’espansione del sottospazio vari-
azionale

Questo e’ detto problema ad autovalori algebrico (perche’ riguarda matrici
finite) generalizzato (perche’ compare la matrice S 6= I, cioe’ SIJ 6= δIJ) che
si puo’ risolvere con opportuni algoritmi numerici (ricordiamo la soluzione
del problema canonico, senza S, per i casi elementari, vedi algebra lineare.
Il problema generalizzato e’ simile, gli autovalori sono le radici del polinomio
caratteristico det(H − ES) = 0 ).

6.1 Proprieta’ variazionali

Resta da vedere la relazione delle soluzioni cosi’ ottenute con le soluzioni
esatte del problema iniziale. Supponiamo che l’operatore (l’hamiltoniano)
abbia uno spettro inferiormente limitato, cioe’ abbia un autovalore minimo.
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Indichiamo con
H̃c̃k = ẼkS̃c̃k

le soluzioni del problema matriciale. Vale allora il teorema variazionale

Ẽk ≥ Ek

cioe’ gli autovalori ottenuti non sono mai piu’ bassi (sono dei limiti superiori)
degli autovalori esatti.

Si puo’ precisare ulteriormente questo risultato. Vale il teorema di sep-
arazione. Se {ΦI}I=1,...,m e {ΦI}I=1,...,m+1 sono due basi, dove la seconda e’
ottenuta dalla prima aggiungendo la funzione di base Φm+1, allora e’

Ek ≤ Ẽ
(m+1)
k ≤ Ẽ

(m)
k ≤ Ẽ

(m+1)
k+1

dove Ẽ
(m)
k e’ l’autovalore k-esimo della base con m elementi. Questo vuol

dire che la convergenza dei valori approssimati verso quelli esatti e’ monotona
dall’alto, come illustrato in figura 41.

Quindi, aggiungendo un’altra funzione di base, tutti gli autovalori si ab-
bassano, Ẽ

(m+1)
k ≤ Ẽ

(m)
k , restando sempre al di sopra degli autovalori esatti

Ek, e si infilano a ”pettine” tra quelli di ordine m: Ẽ
(m+1)
k ≤ Ẽ

(m)
k ≤ Ẽ

(m+1)
k+1 ,

cioe’ gli autovalori di ordine m separano quelli di ordine m+ 1. Osserviamo
che lo sviluppo in una base troncata e’ uno dei metodi generali piu’ adoperati
per la soluzione approssimata dell’equazione di Schrödinger quando non sia
possibile una soluzione analitica (cioe’ nella maggioranza dei casi).

6.2 Struttura a multipletti

Supponiamo che si possa scrivere

H = H0 + V

che H0 sia una discreta approssimazione di H (V piccolo), e che si sappia
risolvere il problema ad autovalori per H0. Una situazione tipica e’ quando
H0 e’ separabile, ma V e quindi H non lo sono. Si possono allora adoperare
le soluzioni di H0ΦI = E0

IΦI come base per ottenere una migliore approssi-
mazione alle soluzioni di Hψk = Ekψk, sviluppando ψk =

∑
I ΦIcIk.

Naturalmente occorre limitarsi a uno sviluppo finito. Nel caso H0 ab-
bia autovalori degeneri E0

I , con autovettori ΦIk, k = 1, . . . ,m, allora la
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Figure 42: Struttura a multipletto dei livelli energetici
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prima approssimazione alle autofunzioni ψI di H si otterra’ prendendo come
base le funzioni {ΦIk}k=1,...,m separatamente per ciascun autovalore E0

I . La
soluzione del problema ad autovalori (o, come si dice, la diagonalizzazione
dell’hamiltoniano) all’interno di ciascun sottospazio relativo, in generale rimuove
almeno parzialmente la degenerazione, splittando il livello degenere E0

I in sot-
tolivelli ravvicinati E1

IJ (se V e’ piccolo), producendo la cosiddetta struttura
a multipletto per i livelli di H, come illustrato in figura 42.

E1
IJ e le corrispondenti autofunzioni ψ1

IJ =
∑
k ΦIkcIk,J , si dicono soluzioni

corrette al primo ordine, e rappresentano correttamente la struttura e le
degenerazioni dell’hamiltoniano esatto H. Viceversa l’esistenza sperimentale
di una struttura ”a multipletto” dei livelli di H segnala la presenza di una
struttura H = H0 + V , con V piccolo rispetto ad H0. Gli autovalori di
H0 forniscono allora la struttura a grandi linee (grossolana) dello spettro
e l’interazione residua V la ”struttura fine”. Esempi sono le strutture di
multipletto negli spettri atomici, che vedremo piu’ avanti, quelle dovute a
un campo elettrico o magnetico esterno (che rimuove le degenerazioni), i
multipletti negli spettri NMR dovute all’accoppiamento tra gli spin dei nuclei,
e cosi’ via.
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Figure 43: L’oscillatore armonico

7 Oscillatore armonico

Si definisce oscillatore armonico una particella di massa m soggetta a un
potenziale quadratico V = 1

2
kx2. Questo e’ equivalente a una forza pro-

porzionale allo spostamento e sempre opposta ad esso

F = −dV
dx

= −kx

Il modello fisico e’ quello di una particella attaccata a una molla fissata a una
parete, che si muove senza attrito lungo la direzione x, x = 0 corrisponde
alla posizione di equilibrio (figura 43).

La soluzione del moto classico, x(t), si ottiene facilmente

F = ma − kx = m
d2x

dt2
d2x

dt2
= −ω2x

x = A cosωt+B sinωt

oscilla con frequenza (o velocita’) angolare ω o frequenza ν, date da

ω =

√
k

m
ν =

ω

2π
=

1

2π

√
k

m
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Ricordare: k e’ la costante elastica della molla. m e k sono i parametri
del sistema che determinano la frequenza dell’oscillazione. k grande (molla
rigida) e m piccolo corrispondono a alte frequenze di vibrazione, k piccolo
(molla lasca) e m grande corrispondono a basse frequenze.

Le costanti A e B dipendono dalle condizioni iniziali (posizione e velocita’
della particella a t = 0), non hanno rilevanza nel caso quantistico.

Vediamo ora il caso quantistico. L’hamiltoniano e’

H = T + V =
p2

2m
+

1

2
kx2 = − h̄2

2m

d2

dx2
+

1

2
kx2

e vogliamo risolvere
Hψn = Enψn

con le condizioni al contorno

ψ(x)→ 0 per x→ ±∞

Invece di risolvere l’equazione differenziale, adoperiamo un metodo alge-
brico. Per sbarazzarci delle costanti, definiamo

x = αQ p = βP

dove le costanti α e β sono scelte in modo da semplificare le espressioni. E’

[Q,P ] =
1

αβ
[x, p] =

ih̄

αβ

scegliamo
αβ = h̄ da cui [Q,P ] = i

Ancora

H =
β2

2m
P 2 +

1

2
mω2α2Q2 (k = mω2)

e imponiamo che sia

β2

2m
=
mω2α2

2
⇒ β

α
= mω

β2

h̄
= mω

β =
√
h̄mω α =

√
h̄

mω
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e nelle nuove variabili Q e P

H =
h̄ω

2
(Q2 + P 2)

Definiamo adesso i due operatori

a =
1√
2

(Q+ iP ) e a+ =
1√
2

(Q− iP )

che sono l’uno l’aggiunto dell’altro (non sono hermitiani!), e l’operatore

N = a+a =
1

2
(Q− iP )(Q+ iP ) =

1

2
(Q2 + iQP − iPQ+ P 2)

=
1

2
(Q2 + P 2) +

1

2
i[Q,P ] =

1

2
(Q2 + P 2)− 1

2
Analogamente si ottiene

aa+ =
1

2
(Q2 + P 2) +

1

2
= N + 1

da cui
[a, a+] = 1

Gli operatori a+, a sono detti operatori di creazione e annichilazione, e
N e’ detto operatore numero. Sono operatori importanti in molti sviluppi
teorici, ad esempio tutti i problemi di vibrazione quantistici, la trattazione
quantistica del campo elettromagnetico, e dei sistemi a molte particelle.

Ancora
[a,N ] = [a, a+a] = a+[a, a] + [a, a+]a = a

[a+, N ] = −a+

da cui anche

aN = Na+ a Na = a(N − 1) e Na+ = a+(N + 1)

Osserviamo che N e’ hermitiano, ed e’

H = h̄ω(N +
1

2
)

per cui, se risolviamo l’equazione ad autovalori per N

Nψn = bnψn
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automaticamente abbiamo risolto anche quella per H. Osserviamo subito
che deve essere bn ≥ 0. Infatti

bn = 〈ψn, Nψn〉 = 〈ψn, a+aψn〉 = 〈aψn, aψn〉 ≥ 0

Supponiamo adesso che esista un autovettore di N , Nψn = bnψn, e con-
sideriamo il vettore aψn. E’

N(aψn) = a(N − 1)ψn = (bn − 1)aψn

Quindi aψn e’ ancora autovettore di N , con autovalore calato di un’unita’,
bn − 1. Analogamente si verifica

N(a+ψn) = (bn + 1)a+ψn

quindi a+ψn e’ autovettore di N con autovalore aumentato di un’unita’. In
definitiva deve esistere una serie di autovettori relativi agli autovalori

· · · , bn − 2, bn − 1, bn, bn + 1, bn + 2, · · ·

come in figura 44.
Tuttavia sappiamo che gli autovalori devono essere tutti ≥ 0, deve esistere

quindi un autovalore minimo bmin. Ora deve essere

aψbmin = 0

perche’ se fosse

aψbmin = φ 6= 0 ⇒ Nφ = (bmin − 1)φ

contrariamente all’ipotesi che bmin sia minimo. Da qui anche

a+aψbmin = 0 = Nψbmin = bminψbmin

con ψbmin 6= 0. Ne segue
bmin = 0

da cui gli autovalori di N sono

0, 1, 2, 3, . . .

cioe’ tutti i numeri interi a partire da zero. Indicandoli con n, scriveremo

Nψn = nψn o anche N |n〉 = n|n〉
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Figure 44: scaletta di autovalori per l’operatore N
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dove si e’ usato il ket |n〉 per indicare l’autovettore relativo all’autovalore
n (notazione di Dirac).

Abbiamo quindi per H
Hψn = Enψn

En = (n+
1

2
)h̄ω = (n+

1

2
)hν

quindi lo spettro di H ha livelli equispaziati, separati di hν, dove ν e’ la
frequenza classica dell’oscillatore

ν =
1

2π

√
k

m

Riassumendo
N |n〉 = n|n〉 n = 0, 1, 2, . . .

H|n〉 = (n+
1

2
)hν |n〉

come in figura 45.
I vettori ψn o |n〉 sono ortogonali (autovettori di N relativi ad autovalori

diversi) e li assumiamo normalizzati, quindi

〈n, n′〉 = δnn′

Si possono esprimere gli autovettori ψn(x) come funzioni delle coordinate
(vedi avanti). Nella variabile Q sono il prodotto di un polinomio (di Hermite)
Hn(Q) di grado n per una gaussiana e−Q

2/2, le forme delle prime autofunzioni
sono riportate in figura 46, con le solite considerazioni su parita’ e nodi.

Se consideriamo il vettore

a+|n〉 = c |n+ 1〉

questo non e’ necessariamente normalizzato. E’

‖a+|n〉‖2 = c2 = 〈a+n, a+n〉 = 〈n, aa+n〉

= 〈n, (N + 1)n〉 = (n+ 1)〈n, n〉 = (n+ 1)

Quindi c =
√
n+ 1 ed e’

a+|n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉
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Figure 45: Spettro di N e di H
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Figure 46: autofunzioni per l’oscillatore armonico
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Analogamente
‖a|n〉‖2 = 〈an, an〉 = 〈n,Nn〉 = n

Abbiamo dunque le due importanti relazioni

a|n〉 =
√
n |n− 1〉 a+|n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉

che esprimono l’azione degli operatori a e a+ sui vettori di base |n〉. Da qui
si puo’ ricavare l’azione di Q e P su qualunque autovettore:

Q =
1√
2

(a+ a+) P =
1

i
√

2
(a− a+)

Q|n〉 =
1√
2

(
√
n |n− 1〉+

√
n+ 1 |n+ 1〉)

e analogamente per P . Ancora, da x =
√

h̄
mω
Q e’

x|n〉 =

√
h̄

2mω
(
√
n |n− 1〉+

√
n+ 1 |n+ 1〉)

e analogamente per p =
√
h̄mω P .

Possiamo esprimere ogni stato |n〉 a partire dallo stato fondamentale |0〉
(N.B. |0〉 6= 0, e’ l’autovettore relativo all’autovalore nullo, ma e’ un vettore
non nullo!). E’

a+|0〉 =
√

1|1〉 a+|1〉 =
√

2|2〉 · · ·

|1〉 =
1√
1
a+|0〉 |2〉 =

1√
2
a+|1〉 =

1√
2

1√
1

(a+)2|0〉

e cosi’

|n〉 =
1√
n!

(a+)n|0〉

Vediamo alcuni elementi di matrice.

〈n′|Q|n〉 =
1√
2

(〈n′|a|n〉+ 〈n′|a+|n〉)

=
1√
2

(
√
n 〈n′, n− 1〉+

√
n+ 1 〈n′, n+ 1〉)

=
1√
2

(
√
nδn′ n−1 +

√
n+ 1δn′ n+1)
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Quindi l’operatore Q (e cosi’ anche x) connette solo stati che differiscono
di un’unita’ negli autovalori. E’ evidente che lo stesso vale per P e p. In
particolare e’

〈Q〉 = 〈n|Q|n〉 = 0 e 〈n|P |n〉 = 0

cioe’ i valori medi di coordinata e momento in qualunque autostato |n〉 sono
uguali a 0. Avremo ancora

Q2 =
1

2
(aa+ aa+ + a+a+ a+a+) =

1

2
(aa+ a+a+ + 2N + 1)

P 2 = −1

2
(aa− aa+ − a+a+ a+a+) =

1

2
(2N + 1− aa− a+a+)

Quindi Q2 e P 2 connettono uno stato n a

n↔ n, n+ 2, n− 2

In particolare e’

〈n,Q2n〉 = 〈n, P 2n〉 =
1

2
(2n+ 1)

Possiamo adesso calcolare gli scarti quadratici medi

(∆Q)2 = 〈n, (Q2 − 〈Q〉2)n〉 = 〈Q2〉 − 〈Q〉2 =
1

2
(2n+ 1)

e lo stesso per (∆P )2. Quindi

∆Q∆P =
1

2
(2n+ 1) e ∆x∆p =

αβ

2
(2n+ 1) =

h̄

2
(2n+ 1)

Questa e’ l’indeterminazione ∆x∆p quando il sistema si trova nello stato |n〉.
In particolare per n = 0 e’ ∆x∆p = h̄

2
, che e’ il minimo valore compatibile

con il principio di indeterminazione. Per questo lo stato |0〉 e’ detto uno stato
di ”minima indeterminazione”. In particolare

∆x =

√
h̄

mω

1

2
(2n+ 1)

da’ la varianza dello spostamento dell’oscillatore dall’origine, cioe’ l’ampiezza
media dell’ocillazione.

Osserviamo come anche per l’oscillatore armonico il valore minimo dell’energia
E0 = 1/2h̄ω sia maggiore del minimo del potenziale V = 0, al solito per via
del principio di indeterminazione, come nel caso della buca infinita. Il valore
di E0 e’ detto energia di punto zero.
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7.1 Autofunzioni dell’oscillatore armonico

E’

ψn =
1√
n!

(a+)nψ0

Determiniamo prima la forma delle autofunzioni nella variabile Q: ψ0(Q).

aψ0 = 0 a =
1√
2

(Q+ iP )

P =
p

β
= −ih̄

β

d

dx
= −ih̄

β

d

dαQ

= − ih̄

αβ

d

dQ
= −i d

dQ

L’equazione per ψ0 e’ allora

(Q+
d

dQ
)ψ0(Q) = 0

dψ0

dQ
= −Qψ0

dψ0

ψ0

= −QdQ

e integrando

ψ0 = ce−
Q2

2

La normalizzazione e’

c2
∫ ∞
−∞

e−Q
2

dQ = 1 = c2
√
π ⇒ c = π−

1
4

ψ0(Q) = π−
1
4 e−

Q2

2

ψn(Q) =
1√
n!

[
1√
2n

(Q− d

dQ
)n]π−

1
4 e−

Q2

2

= (n! 2n π1/2)−1/2(Q− d

dQ
)ne−

Q2

2

Ora adoperiamo l’identita’ (si fanno operare entrambi i membri su una
funzione arbitraria)

−e+Q2

2
d

dQ
e−

Q2

2 = (Q− d

dQ
)

da cui

ψn = (n! 2n π1/2)−1/2(−1)ne+Q2

2 (
d

dQ
)ne−

Q2

2 e−
Q2

2
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= (n! 2n π1/2)−1/2(−1)ne−
Q2

2 eQ
2

(
d

dQ
)ne−Q

2

Ora

(−1)neQ
2

(
d

dQ
)n e−Q

2

= Hn(Q)

e’ un polinomio di grado n, detto polinomio di Hermite. I primi polinomi
sono

H0 = 1 H1 = 2Q H2 = 4Q2 − 1 H3 = 8Q3 − 12Q

e cosi’ via.
Possiamo quindi scrivere

ψn(Q) = (n! 2n π1/2)−1/2Hn(Q) e−
Q2

2

Passiamo ora alla variabile x, Q = x
α

1 =
∫
|ψ(Q)|2dQ =

∫
|ψ(

x

α
)|2 dx

α
=

1

α

∫
|ψ(

x

α
)|2dx

Quindi ∫ ∞
−∞
|ψ(

x

α
)|2dx = α

e la funzione

ψ(
x

α
) =

1√
α
ψ(
x

α
)

e’ correttamente normalizzata rispetto alla variabile x. In definitiva e’

ψn(x) = (n! 2n π1/2α)−1/2Hn(
x

α
) e−

x2

2α2

= (n! 2n
√
πh̄

mω
)−1/2Hn(

√
mω

h̄
x) e−

mω
2h̄
x2
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7.2 L’oscillatore armonico multidimensionale

Supponiamo di avere un insieme di oscillatori armonici relativi a coordinate
diverse, della forma

H =
∑
i

p2
i

2mi

+
∑
i

ki
2
x2
i

Questo hamiltoniano e’ separabile

H =
∑
i

H(i) H(i) =
p2
i

2mi

+
ki
2
x2
i

Se risolviamo separatamente l’equazione di Schrödinger per ciascun H(i)

H(i)ψni = Eniψni Eni = (ni +
1

2
)h̄ωi ωi =

√
ki
mi

otteniamo immediatamente le soluzioni del problema completo come

Hψn1n2...nm = En1n2...nm ψn1n2...nm

En1n2...nm = En1 + · · ·+ Enm ψn1n2...nm ≡ |n1n2 . . . nm〉 = ψn1ψn2 · · ·ψnm
dove ciascun ni = 0, 1, 2, . . .. Fisicamente questo descrive un insieme di
m oscillatori indipendenti, o come si dice, disaccoppiati, in quanto non ci
sono termini di potenziale misti, ad esempio kijxixj, che non permettono di
separare l’hamiltoniano completo. Avremo cosi’ lo stato fondamentale

|000 . . . 0〉

in cui tutti gli oscillatori sono nel loro stato fondamentale, gli stati

|100 . . . 0〉, |010 . . . 0〉, · · · , |000 . . . 1〉

dove un solo oscillatore e’ eccitato al primo livello, e cosi’ stati in cui piu’
oscillatori sono eccitati, e anche a livelli piu’ alti

|110 . . . 0〉, |020 . . . 0〉

ecc.
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Un caso interessante e’ l’oscillatore tridimensionale isotropo

H =
p2

2m
+
k

2
r2 p2 = p2

x + p2
y + p2

z, r2 = x2 + y2 + z2

Anche questo e’ separabile, ed e’ la somma di tre oscillatori della stessa
frequenza, nelle 3 coordinate x, y, z. E’ quindi

Hψn1n2n3 = En1n2n3 ψn1n2n3

En1n2n3 = (n1 + n2 + n3 +
3

2
)h̄ω ω =

√
k

m

In questo caso di nuovo compare un’alta degenerazione, in quanto l’energia
dipende solo dal valore della somma n = n1 + n2 + n3. Quindi il ivello
fondamentale E000 e’ non degenere, il primo livello eccitato ha degenerazione
3, il secondo 6, il terzo 10, e in generale la degenerazione del livello n e’
1
2
(n+ 1)(n+ 2) (vedi piu’ avanti, figura 60).

Infatti, assegnato n, si puo’ scegliere n1 = 0, 1, . . . , n, in n + 1 modi, e
successivamente n2 = 0, 1, . . . , n − n1. A questo punto n3 e’ univocamente
determinato, n3 = n− n1 − n2. Il numero totale di scelte e’ allora

n∑
n1=0

(n− n1 + 1) = n(n+ 1)− 1

2
n(n+ 1) + (n+ 1) =

1

2
(n+ 1)(n+ 2)
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Figure 47: Momento angolare classico, e osservabili quantistiche

8 Momento angolare

Classicamente il momento angolare e’ definito come

−→
L = −→r ×−→p

E’ un vettore con 3 componenti cartesiane (Lx, Ly, Lz),

Lx = ypz − zpy

Ly = zpx − xpz
Lz = xpy − ypx

(figura 47) a cui corrispondono gli operatori quantistici

L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y = −ih̄(y
d

dz
− z d

dy
)

e analoghi per Ly e Lz (le formule si ottengono per permutazione circolare
(x→ y → z → x).

Consideriamo i commutatori tra due componenti (omettendo tutti i ter-
mini che danno zero, perche’ tutti gli operatori commutano tra di loro)

[Lx, Ly] = [ypz − zpy, zpx − xpz] = [ypz, zpx] + [zpy, xpz]
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= y[pz, z]px + x[z, pz]py = ih̄[xpy − ypx] = ih̄Lz

Per non portarsi dietro h̄ ridefiniamo i nostri operatori Lx = 1/h̄(ypz −
zpy), ecc., la distinzione scompare in unita’ atomiche. Si hanno allora le
commutazioni fondamentali

[Lx, Ly] = iLz [Ly, Lz] = iLx [Lz, Lx] = iLy

Questo significa che in MQ le 3 componenti del momento angolare non si
possono misurare contemporaneamente, ma solo una di esse. Consideriamo
ancora l’operatore corrispondente al modulo quadro del momento angolare

L2 = L2
x + L2

y + L2
z

(la relazione di definizione classica porta alla stessa espressione tra gli oper-
atori corrispondenti) Vediamo le relazioni di commutazione per L2

[L2, Lx] = [L2
x + L2

y + L2
z, Lx] = [L2

y, Lx] + [L2
z, Lx]

= Ly[Ly, Lx] + [Ly, Lx]Ly + Lz[Lz, Lx] + [Lz, Lx]Lz

= −i(LyLz + LzLy) + i(LzLy + LyLz) = 0

e naturalmente anche

[L2, Ly] = 0 [L2, Lz] = 0

Quindi L2 commuta con qualunque componente del momento angolare. Per-
tanto e’ sempre possibile misurare contemporaneamente il modulo quadro
di L e la sua componente lungo un asse qualsiasi, per tradizione si sceglie
l’asse z. Gli stati con valori ben definiti per il modulo quadro di L e la sua
componente lungo z sono gli autovettori comuni di L2 e di Lz. Vogliamo
quindi risolvere la coppia di equazioni ad autovalori

L2ψab = aψab

Lzψab = bψab

dove abbiamo indicato con a e b gli autovalori di L2 e Lz. Prima di tutto
osserviamo che

〈ψ,L2
xψ〉 = 〈Lxψ,Lxψ〉 ≥ 0
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per qualunque ψ, e analogamente per L2
y e L2

z. E’

(L2 − L2
z)ψab = (a− b2)ψab

da cui
a− b2 = 〈ψab, (L2 − L2

z)ψab〉 = 〈ψab, (L2
x + L2

y)ψab〉 ≥ 0

a− b2 ≥ 0 b2 ≤ a

Costruiamo adesso due operatori, detti operatori di spostamento, L+ e
L−, cosi’ definiti

L+ = Lx + iLy L− = Lx − iLy
da cui anche le relazioni inverse

Lx =
1

2
(L+ + L−) Lx =

1

2i
(L+ − L−)

E’ ancora
[L2, L±] = 0

perche’ L2 commuta con Lx e Ly

[Lz, L+] = [Lz, Lx] + i[Lz, Ly] = iLy + i(−i)lx = Lx + iLy = L+

e analogamente
[Lz, L−] = −L−

che possiamo anche scrivere come

LzL+ − L+Lz = L+ LzL+ = L+(Lz + 1)

LzL− − L−Lz = −L− LzL− = L−(Lz − 1)

Calcoliamo ancora

L+L− = (Lx + iLy)(Lx − iLy) = L2
x − iLxLy + iLyLx + L2

y

= L2
x + L2

y − i[Lx, Ly] = L2
x + L2

y + Lz = L2 − L2
z + Lz

e analogamente
L−L+ = L2 − L2

z − Lz
Prendiamo un’autofunzione ψab relativa all’autovalore a per L2 e b per

Lz. E’
L2(L+ψab) = L+L

2ψab = a(L+ψab)
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Quindi L+ψab resta autofunzione di L2 relativa allo stesso autovalore a.

Lz(L+ψab) = L+(Lz + 1)ψab = (b+ 1)(L+ψab)

Quindi L+ψab e’ ancora autofunzione di Lz , ma con autovalore aumentato
di un’unita’. Analogamente

L2(L−ψab) = a(L−ψab) Lz(L−ψab) = (b− 1)(L−ψab)

Avremo allora una serie di autofunzioni tutte relative allo stesso autoval-
ore a di L2, con autovalori b per Lz scalati di uno, come in figura 48. Ma
e’ b2 ≤ a, quindi gli autovalori b sono limitati sia sopra che sotto. Esiste
allora un autovalore minimo bmin sotto il quale non si puo’ mai scendere, e
un autovalore massimo bmax, sopra il quale non si puo’ salire.

Deve allora essere
L−ψabmin = 0

L+L−ψabmin = 0 = (L2 − L2
z + Lz)ψabmin = (a− b2

min + bmin)ψab

da cui
a = b2

min − bmin
e analogamente

L+ψabmax = 0 L−L+ψabmax = 0 = (a− b2
max − bmax)ψabmax

a = b2
max + bmax

Ora pero’, applicando L+ a ψabmin , dopo un numero intero k di passi
arriviamo a ψabmax , cioe’

bmax = bmin + k

e sostituendo per a

(bmin + k)2 + bmin + k = b2
min − bmin

2bmink + k2 + 2bmin + k = 0 2bmin(k + 1) + k(k + 1) = 0

da cui

bmin = −k
2

bmax = +
k

2

dove k e’ un numero intero k = 0, 1, 2, . . .. Definiamo k = 2l, dove

l = 0,
1

2
, 1,

3

2
, . . .
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Figure 48: Scaletta di autovalori per Lz
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e’ un numero intero o semiintero a partire da 0. E’ a = bmax(bmax + 1) =
l(l + 1) e ridefiniamo b come m, quindi

−l ≤ m ≤ l

cioe’
m = −l,−l + 1, . . . , l − 1, l

in totale 2l+1 valori tutti relativi all’autovalore l(l+1) per L2, come illustrato
in figura 49. Vediamo i primi valori

l m

0 0

1/2 -1/2 +1/2

1 -1 0 +1

3/2 -3/2 -1/2 +1/2 +3/2

Possiamo dunque scrivere con la notazione corrente

L2ψlm = l(l + 1)ψlm

Lzψlm = mψlm

Assumiamo che gli autovettori cosi’ definiti siano normalizzati, e sappi-
amo gia’ che sono ortogonali, perche’ autovettori di uno stesso operatore
relativi a 2 autovalori diversi. Quindi

〈ψlm, ψl′m′〉 = δll′δmm′

Ancora e’
L±ψlm = cψlm±1

e vogliamo determinare la costante di normalizzazione c. Al solito

‖L+ψlm‖2 = |c|2 = 〈L+ψlm, L+ψlm〉 = 〈ψlm, L−L+ψlm〉 = l(l + 1)−m2 −m

da cui
c =

√
l(l + 1)−m(m+ 1)
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Figure 49: Autovalori per Lz a l fissato
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assumendo c reale, come e’ sempre possibile (definisce la fase arbitraria degli
autovettori ψlm. Allo stesso modo

‖L−ψlm‖2 = 〈L−ψlm, L−ψlm〉 = 〈ψlm, L+L−ψlm〉 = l(l + 1)−m2 +m

da cui
c =

√
l(l + 1)−m(m− 1)

Quindi

L±ψlm =
√
l(l + 1)−m(m± 1)ψlm±1

e dalle espressioni per Lx e Ly in termini di L+ e L− e’ facile calcolare i
prodotti scalari

〈ψlm, Aψl′m′〉

dove A e’ una qualunque combinazione di Lx, Ly, Lz.
Riassumendo:
Dalle relazioni di commutazione fondamentali

[Lx, Ly] = iLz

[L2, Lx] = 0 L2 = L2
x + L2

y + L2
z

e permutazioni circolari, si ricavano le soluzioni delle equazioni ad autovalori

L2ψlm = l(l + 1)ψlm

Lzψlm = mψlm

con
l = 0, 1/2, 1, 3/2, 2 . . . − l ≤ m ≤ l

e
L±ψlm =

√
l(l + 1)−m(m± 1)ψlm±1

che permettono di calcolare ogni elemento di matrice tra operatori di mo-
mento angolare.

Notazioni e commenti

1. Se si tengono gli operatori che includono h̄, gli autovalori sono h̄2l(l+1)
e h̄m. Si dice che il momento angolare si misura in unita’ di h̄.
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2. ψlm si indica spesso anche con il ket |lm〉:

L2|lm〉 = l(l + 1)|lm〉 Lz|lm〉 = m|lm〉

3. Nella pratica si incontrano tanti operatori di momento angolare,corrispondenti
a diverse sorgenti di momento angolare, e si usano diverse lettere: J per
un momento generico, o per il momento di rotazione delle molecole, L
per il momento angolare orbitalico (vedremo), S per lo spin degli elet-
troni, I per quello dei nuclei, etc. Ancora, di solito si usano le lettere
minuscole, ad esempio l2, lz per il momento angolare di una sola parti-
cella, e le maiuscole per il momento angolare di un sistema composto,
ad esempio L2, S2 per il momento angolare orbitalico e per lo spin
totali di un atomo a molti elettroni.

4. I valori di momento angolare l interi si denotano tradizionalmente con
le lettere

l 0 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .
s p d f g h i k l . . .

e si dice che il sistema si trova in uno stato s, p, d, etc., per dire che
ha momento angolare l = 0, l = 1, l = 2, etc. Al solito si usano
minuscole o maiuscole, per la particella singola o il momento totale
di un sistema composto, (i primi valori derivano storicamente dalla
classificazione fenomenologica delle serie di righe spettrali in sharp (s),
principal (p), diffuse (d) e fundamental (f), poi si prosegue in ordine
alfabetico, saltando la lettera j, e quelle gia’ adoperate)

5. Vedremo tra breve che i momenti angolari corrispondenti a un effettivo
movimento delle particelle nello spazio, detti momenti angolari orbital-
ici, possono essere soltanto interi, non sono permessi i valori semiinteri.

I valori semiinteri descrivono (assieme a quelli interi) il cosiddetto
”spin” delle particelle, che vedremo piu’ avanti. Il caso piu’ semplice
(e fondamentale) e’ quello dello spin 1/2, cioe’ s = 1/2. Ci sono solo
due stati, corrrrispondenti a ms = +1/2 e −1/2, cioe’

|1
2

1

2
〉 ≡ α e |1

2
− 1

2
〉 ≡ β (|sms〉)

che vengono spesso abbreviati con α e β. Si verifica facilmente che e’
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〈α, α〉 = 〈β, β〉 = 1 〈α, β〉 = 0

S2α = 3
4
α S2β = 3

4
β

Szα = 1
2
α Szβ = −1

2
β

S+α = 0 S+β = α
S−α = β S−β = 0

6. Matrici del momento angolare. Sono date dai prodotti scalari

〈lm|Li|l′m′〉

Cosi’ ad esempio per lo spin 1/2 e’

(S+)αβ = 〈α|S+|β〉 = 1

e analoghe, da cui

S+ =

(
0 1
0 0

)
S− =

(
0 0
1 0

)

Sx =
1

2
σx Sy =

1

2
σy Sz =

1

2
σz

dove σx, σy, σz sono dette matrici di Pauli

σx =

(
0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)

che ricorrono spesso e godono di numerose importanti proprieta’. In
particolare assieme alla matrice identita’ 2 × 2 costituiscono una base
nello spazio delle matrici 2× 2

Analogamente per L = 1

L+|11〉 = 0 L+|10〉 =
√

2 |11〉 L+|1 − 1〉 =
√

2 |10〉
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L+ =
√

2

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 L− =
√

2

 0 0 0
1 0 0
0 1 0


(L− = (L+)+) , e Lx = 1

2
(L+ + L−), Ly = −i

2
(L+ − L−)

Lx =
1√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 Ly =
1√
2

 0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 Lz =

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1


8.1 Coordinate polari

Nella trattazione dei moti di rotazione, e quindi del momento angolare, e’ piu’
conveniente passare dalle coordinate cartesiane (x, y, z) che identificano un
punto nello spazio, alle coordinte polari (r, θ, φ), rappresentate in figura 50.

r e’ la distanza del punto dall’origine. θ e’ l’angolo che il raggio vettore
−→r forma con l’asse z positivo. φ e’ l’angolo che la proiezione di −→r sul piano
xy forma con l’asse x positivo.

Valgono le relazioni (x, y, z)↔ (r, θ, φ)

x = r sin θ cosφ −∞ < x < +∞
y = r sin θ sinφ −∞ < y < +∞
z = r cos θ −∞ < z < +∞

e le relazioni inverse

r =
√
x2 + y2 + z2 0 ≤ r <∞

θ = arccos z
r

0 ≤ θ ≤ π

φ = arctan y
x

0 ≤ φ ≤ 2π

In coordinate polari l’elemento di volume dxdydz per l’integrazione di-
venta r2dr sin θdθdφ, quindi e’∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y, z)dxdydz =

∫ ∞
0

∫ π

0

∫ 2π

0
f(r, θ, φ)r2dr sin θdθdφ
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Figure 50: coordinate polari

Si possono trasformare gli operatori Lx, Ly, Lz, L
2, ∆ etc. da coordinate

cartesiane a coordinate polari. La trasformazione e’ lunga, scriviamo solo i
risultati

Lz = −i ∂
∂φ

L2 =
1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

Cerchiamo le autofunzioni di Lz come funzioni dell’angolo φ: Φm(φ)

LzΦm = mΦm

cioe’

−i∂Φm

∂φ
= mΦm

ha come soluzione
Φm(φ) = ceimφ

La normalizzazione e’

1 = c2
∫ 2π

0
|Φm|2dφ = c2

∫ 2π

0
dφ = |c|22π
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Φm(φ) =
1√
2π
eimφ

Se si incrementa φ di 2π, cioe’ φ→ φ+2π, Φm deve riacquistare lo stesso
valore Φm(φ) = Φm(φ+ 2π)

eimφ = eim(φ+2π) = eimφeim2π

e deve essere
eim2π = 1 cioe’ m intero

Quindi per movimenti nello spazio, descritti da ψ(x, y, z) = ψ(r, θ, φ) fun-
zione delle coordinate, non sono possibili valori di m, e quindi di l, semiinteri.

8.1.1 Armoniche sferiche

Le autofunzioni comuni di L2 e Lz sono funzioni dei due angoli θ e φ (di tipo
prodotto Θ(θ) · Φ(φ), che sono dette ”armoniche sferiche”:

Ylm(θ, φ)

Come autofunzioni del momento angolare soddisfano

L2Ylm = l(l + 1)Ylm

LzYlm = mYlm

L±Ylm =
√
l(l + 1)−m(m± 1)Ylm±1

e la condizione di ortonormalizzazione

〈Ylm, Yl′m′〉 =
∫ π

0

∫ 2π

0
Ylm(θ, φ)∗Yl′m′(θ, φ) sin θdθdφ = δll′δmm′

Le funzioni Ylm, per m 6= 0, sono complesse, per via del fattore

Φm(φ) =
1√
2π
eimφ

La parte in θ, Θl,m(θ), e’ invece una funzione reale, che dipende da l e m.
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Vediamo le prime:

Y00 =
√

1
4π

Y10 =
√

3
4π

cos θ Y1±1 = ∓
√

3
8π

sin θe±iφ

Y20 =
√

5
16π

(3 cos2 θ − 1) Y2±1 = ∓
√

15
8π

sin θ cos θe±iφ

Y2±2 =
√

15
32π

sin2 θe±2iφ

Vale la proprieta’ importante

î Ylm = (−1)l Ylm

dove î e’ l’operatore di inversione spaziale:

î (x, y, z) = (−x,−y,−z)

che equivale a
r → r θ → π − θ φ→ φ+ π

Quindi la parita’ delle Ylm rispetto all’inversione e’ quella di l: s, d, g, . . .
sono pari, e p, f, . . . sono dispari.

Ancora si ha per la coniugazione complessa

(Ylm)∗ = (−1)m Yl−m

come si puo’ verificare sulle funzioni elencate.

8.1.2 armoniche sferiche reali

Possiamo costruire funzioni reali prendendo combinazioni lineari

1√
2

(Ylm ± Yl−m)

infatti
1√
2

(Φm + Φ−m) =
eimφ + e−imφ√

2
√

2π
=

1√
π

cosmφ

e analogamente
1

i
√

2
(Φm − Φ−m) =

1√
π

sinmφ
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Queste sono molto usate, sono facili da rappresentare, sono ancora aut-
ofunzioni di L2, ma non piu’ di Lz. Avremo cosi’ (con un’opportuna scelta
delle fasi) le armoniche sferiche reali Y R

lm

Y R
l0 = Yl0

Y R
11 =

√
3

4π
sin θ cosφ Y R

1−1 =
√

3
4π

sin θ sinφ

Y R
21 =

√
15
4π

sin θ cos θ cosφ Y R
2−1 =

√
15
4π

sin θ cos θ sinφ

Y R
22 =

√
15

16π
sin2 θ cos 2φ Y R

2−2 =
√

15
16π

sin2 θ sin 2φ

Da ultimo si considerano anche le ”armoniche sferiche solide”

Y S
lm = rl Y R

lm

che sono polinomi in x, y, z.

Y S
11 =

√
3

4π
r sin θ cosφ =

√
3

4π
x

Y S
1−1 =

√
3

4π
y Y S

10 =
√

3
4π
z

Y S
21 =

√
15
4π
xz Y S

2−1 =
√

15
4π
yz Y S

20 =
√

5
16π

(3z2 − 1)

Y S
22 =

√
15

16π
(x2 − y2) Y S

2−2 =
√

15
4π
xy

e riassumendo

Y1m =
√

3
4π


y −1
z 0
x 1

Y2m =
√

15
4π


1
2
(3z2 − r2) 0
xz, yz ±1
1
2
(x2 − y2), xy ±2

e anche

Y20 =
1

2
(3z2 − x2 − y2 − z2) =

1

2
(2z2 − x2 − y2)

Nell’uso corrente i suffissi R o S si sottintendono.
Si possono visualizzare le Ylm come superfici in un diagramma polare

definite da ρ(θ, φ) = |Ylm(θ, φ)| col segno ± della Ylm stessa. Analogamente
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Figure 51: Armoniche sferiche reali
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per le densita’ di probabilita’ date dai quadrati. Si ottengono cosi’ i ben noti
disegni, figura 51.

Ad esempio, per l’orbitale pz = cos θ e’ ρ(θ) = | cos θ|, indipendente da
φ, col segno positivo nel semipiano z > 0 e negativo nell’altro, che corrisponde
a due sfere attorno all’asse z.

Infatti, poiche’ e’ indipendente da φ, l’orbitale pz ha simmetria rotazionale
attorno all’asse z. Consideriamo la sua espressione nel piano xz. Nel semip-
iano superiore ρ(θ) = cos θ e otteniamo

x = ρ sin θ = sin θ cos θ =
1

2
sin 2θ

z = ρ cos θ = cos2 θ =
1 + cos 2θ

2
z − 1

2
=

1

2
cos 2θ

da cui

x2 + (z − 1

2
)2 =

1

4

che e’ l’equazione di un cerchio di raggio 1/2 centrato su (0, 1/2). Analoga-
mente nel semipiano inferiore, dove ρ(θ) = − cos θ.
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8.1.3 Sviluppo in onde parziali

In generale una qualunque funzione delle coordinate

f(x, y, z)

si potra’ scrivere anche come funzione delle coordinate polari

F (r, θ, φ)

Poiche’ le Ylm costituiscono un insieme completo nello spazio (θ, φ) si potra’
sempre sviluppare

F (r, θ, φ) =
∑
lm

Rlm(r)Ylm(θ, φ)

Si dice che F e’ sviluppata in prodotti di funzioni radiali Rlm(r) e di
armoniche sferiche, o anche che e’ sviluppata in ”onde parziali”, cioe’ in
componenti di momento angolare ben definito. Dall’ortogonalita’ delle Ylm
si ricava subito

Rlm =
∫
Ylm(θ, φ)∗F (r, θ, φ) sin θdθdφ = 〈Ylm, F 〉

dove 〈·, ·〉 e’ ristretto allo spazio delle variabili angolari.
In particolare, se F e’ autofunzione di {L2, Lz}, allora e’ certamente

F (r, θ, φ) = Rlm(r)Ylm(θ, φ)

Infatti da L2F = l(l + 1)F si ottiene

(L2 − l(l + 1))F = 0 =
∑
l′m′

[l′(l′ + 1)− l(l + 1)]Rl′m′Yl′m′

e per l’indipendenza delle Ylm deve essere Rl′m′ = 0 per l′ 6= l, e analogamente
per m.
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9 Spin

L’esperienza mostra che un elettrone non e’ completamente caratterizzato
dalle sue coordinate (o da un qualunque CSCO costruito a partire da coordi-
nate e momenti). ma ha un grado di liberta’ interno (nel senso di non asso-
ciato al suo moto come particella, cioe’ alle variabili spaziali), detto ”spin”,
che si comporta come un momento angolare.

Questo si vede ad esempio negli spettri atomici, che hanno una degener-
azione doppia di quella attesa. Cosi’ nell’atomo di H tutti gli stati ns sono
doppiamente degeneri. Questa degenerazione si puo’ osservare negli spettri
degli atomi in presenza di un campo magnetico esterno (effetto Zeeman).
L’esistenza dello spin e’ messa in luce direttamente dall’esperimento di Stern
e Gerlach, che hanno mostrato come un fascio collimato e monoenergetico
di particelle (quindi con px, y, z ben definiti) venga suddiviso in due fasci
nell’attraversare un campo magnetico statico non omogeneo. Esamineremo
questi effetti piu’ avanti

Lo spin e’ una proprieta’ generale delle particelle a livello quantistico. Si
dice che lo spin e’ un momento angolare intrinseco, cioe’ non dovuto a un
moto della particella nello spazio. Questo significa che l’insieme delle osserv-
abili della particella non e’ generato solo da {x, y, z, px, py, pz}, ma occorre
aggiungere anche le tre componenti dello spin {Sx, Sy, Sz}, che soddisfano le
relazioni di commutazione del momento angolare

[Sx, Sy] = iSz e permutazioni circolari

e commutano con qualunque coordinata e momento

[qi, Sj] = 0 [pi, Sj] = 0

L’algebra delle osservabili di una particella e’ generata da

{x, y, z, px, py, pz, Sx, Sy, Sz}

con le relazioni di commutazione viste, e un CSCO e’ ad esempio

{x, y, z, Sz}

o qualunque altra combinazione. Per una particella elementare, ad es. l’elettrone,
lo spin ha un valore fisso e invariabile, uguale per tutte le particelle dello
stesso tipo. E’ una costante caratteristica della particella, al pari della massa.
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Ad esempio per l’elettrone o il protone e’ s = 1
2
. Per questo la sua specifica

(S2) e’ irrilevante nel CSCO.
Anche se puo’ essere di aiuto all’intuizione, osserviamo che non ha senso

pensare alla particella come a un corpo rigido che ruoti su se stesso. Questo
non aggiunge nulla e porta invece a numerose contraddizioni. Ad esempio,
com’e’ possibile che si osservino valori semiinteri, proibiti per una rotazione
spaziale? E come mai e’ possibile allora un solo valore fisso per lo spin?
Ancora, stime su modelli di questo tipo portano a conclusioni paradossali, ad
esempio la velocita’ di rotazione sul bordo dell’elettrone deve essere maggiore
della velocita’ della luce, eccetera.

9.1 Descrizione dello spin

Scegliendo come CSCO le tre coordinate spaziali e la componente z dello
spin, gli stati della particella sono descritti da funzioni di queste 4 variabili,
3 continue, e una discreta a (2s+ 1) valori

ψ(x, y, z, σ) − s ≤ σ ≤ s

Spesso abbrevieremo per comodita’ l’insieme delle 4 variabili con la sola
lettera x

x, y, z, σ ≡ x

e scriveremo anche

〈ψ, φ〉 =
∑
σ

∫
ψ(x, y, z, σ)∗φ(x, y, z, σ)dxdydz ≡

∫
ψ(x)∗φ(x)dx

Scriviamo anche gli autostati dello spin come

S2χms = s(s+ 1)χms

Szχms = msχms − s ≤ ms ≤ s

Come gia’ detto, poiche’ s e’ una costante, non occorre usarla per indicizzare
le χms

Per la sua importanza, focalizziamo il discorso sul caso dello spin s = 1
2
,

anche se non c’e’ alcuna difficolta’ a trattare il caso generale.
Come gia’ visto ci sono allora due autostati di Sz, con autovalori +1/2 e

−1/2, che abbiamo chiamato α e β rispettivamente. Ogni stato del sistema
puo’ essere sviluppato sulla base {α, β},

ψ(x, y, z, σ) = ψα(x, y, z) α + ψβ(x, y, z) β
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cioe’ come combinazione lineare di due funzioni spaziali, una relativa allo
spin α e una allo spin β

ψ(x, y, z, σ = +1/2) = ψα ψ(x, y, z, σ = −1/2) = ψβ

Ancora, quasi sempre si ha a che fare con funzioni fattorizzate, quindi
autofunzioni dello spin

ψ = φ(x, y, z)α

che corrisponde a

ψ(x, y, z, σ = +1/2) = φ(x, y, z) ψ(x, y, z, σ = −1/2) = 0

e analogamente per β. Ancora per brevita’ sottintenderemo il fattore α
associato a una funzione spaziale, e indicheremo il fattore β con una sopra-
lineatura

φ(x, y, z)α ≡ φ φ(x, y, z)β ≡ φ̄

Cosi’ in generale se {φi(x, y, z)} e’ una base nello spazio delle funzioni
delle coordinate e {α, β} in quello dello spin, si puo’ ottenere una base nello
spazio completo prendendo tutti i prodotti

{φi}i=1,...,n ⇒ {ψj}j=1,...,2n = {φiα, φiβ} = {φi, φi}

ψ2i−1 ≡ φi ψ2i ≡ φi i = 1, . . . , n

Spesso gli hamiltoniani che si adoperano non contengono operatori di spin
(vi sono interazioni legate allo spin, di cui la piu’ importante e’ l’interazione
spin-orbita, che porta a un termine proporzionale a l·s = lxsx+lysy+lzsz, ma
sono molto piccole, almeno per gli atomi leggeri, e possono essere trascurate
in prima approssimazione).

Quindi, seH opera solo sulle coordinate spaziali, si puo’ risolvere l’equazione
ad autovalori in termini di autofunzioni φ(x, y, z) delle sole coordinate, e ot-
tenere le autofunzioni ψ complete attaccando un fattore α o β alle autofun-
zioni gia’ ottenute

Hψ = Eψ ⇒ Hφ = Eφ

Quindi ad ogni autovalore corrisponderanno due autofunzioni complete ψ =
φα e ψ = φβ, e quindi tutti gli autovalori avranno una degenerazione di
ordine 2 dovuta allo spin. Avremo quindi in generale

ψkms = φkχms Hψkms = Ekψkms
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Possiamo anche vedere la degenerazione di spin come derivante dalla com-
mutazione

[H,Si] = 0 [H,S±] = 0

Questo assicura l’esistenza di autovettori comuni di H e Sz

Hψkms = Ekmsψkms Szψkms = msψkms

L’autovalore Ek non puo’ dipendere da ms. Infatti, supponiamo

H ψk1/2 = Ek1/2 ψk1/2 ⇒ S−H ψk1/2 = S−Ek1/2 ψk1/2

HS− ψk1/2 = H ψk−1/2 = Ek1/2 ψk−1/2

e quindi anche ψk−1/2 e’ autostato di H relativo alla stessa Ek.

9.2 Momento angolare in campo magnetico statico

Ad ogni momento angolare di una particella e’ associato un momento di
dipolo magnetico, proporzionale al momento angolare con una costante di
proporzionalita’ caratteristica detta rapporto giromagnetico γ

~µ = γh̄~L o γ~L in unita’ atomiche, h̄ = 1

Questo resta vero anche per lo spin S, ma il fattore di proporzionalita’ varia
da particella a particella.

Nel caso classico una particella carica che percorra un’orbita circolare (e
quindi uguale a una spira percorsa da corrente) con momento angolare L
genera un momento di dipolo magnetico

µ =
q

2m
L

(q e’ la carica e m la massa della particella), questo e’ anche il corretto fattore
di proporzionalita’ nel caso di un momento angolare orbitalico L, mentre per
lo spin S si hanno deviazioni, specifiche per il tipo di particella. E’ quindi
comodo esprimere h̄γ come prodotto di un fattore g adimensionale e della
costante

µp =
qh̄

2m
detto ”magnetone”. Ad esempio per l’elettrone si ha

µB =
eh̄

2m
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detta ”magnetone di Bohr”, e analogamente per il protone, il neutrone, e i
vari nuclei, adoperando in tal caso la massa del protone (”magnetone nucle-
are” µN)

h̄γe = geµB h̄γN = gNµN

ge si dice ”fattore g” per l’elettrone, e analoghi. Il valore di ge e’ molto vicino
a 2, per il protone e’ gp = 5.585694713, per il neutrone gn = −3.82608545.
In unita’ atomiche µB = 1

2
, µN = 1

2mN
.

Il valore di ge e’ una delle quantita’ note con maggiore precisione, l’errore
inizia alla 12-esima cifra decimale, ge = 2.0023193043622. Il valore ge = 2 e’
predetto correttamente dall’equazione di Dirac, e’ una conseguenza relativis-
tica, la deviazione da 2 e’ dovuta all’interazione col campo e.m. libero, ed
e’ calcolata accuratamente dall’elettrodinamica quantistica, al primo ordine
perturbativo e’

ge = 2(1 +
α

2π
+ · · ·) ' 2(1 + 0.00116141 . . .) = 2.002322 . . .

In presenza di un campo magnetico B statico esterno, il momento mag-
netico interagisce col campo e tende ad allinearsi con esso (come l’ago di una
bussola). L’energia di interazione classica e’

E = −~µ · ~B

che rimane corretta anche nel caso quantistico, dando il termine aggiuntivo
nell’hamiltoniano (tralasciamo i segni di vettore)

H = H0 − γL ·B

dove H0 e’ l’hamiltoniano del sistema in assenza di campo. Scegliendo come
asse z la direzione del campo, B = Bz, e L ·B = LzB

H = H0 − γLzB

Cosi’ per l’elettrone avremo i 2 contributi

H = H0 + µB(LzB + geSz)B

Il segno + proviene dalla carica negativa dell’elettrone.
Schematizziamo il semplice comportamento di uno spin 1/2 in B esterno

H = H0 − γSzB
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Figure 52: Splitting dei livelli di spin in campo magnetico B

Se
H0ψms = E0ψms ⇒ Hψms = (E0 − γBms)ψms

Il livello imperturbato E0, doppiamente degenere, si separa in 2 stati
distinti (effetto Zeeman), come in figura 52, dove la separazione energet-
ica ∆E = γB (∆E = h̄γB, esplicitando la costante h̄) e’ proporzionale al
campo B applicato. La separazione dei livelli energetici in campo magnetico
statico esterno e’ detta effetto Zeeman. L’effetto Zeeman relativo allo spin e’
alla base delle spettroscopie di risonanza magnetica (ESR, spin elettronico,
e NMR, spin nucleare), che osservano le transizioni ∆E = hν indotte da
radiazione relative alla coppia di livelli di spin nel campo B esterno. (N.B se
γ > 0, ad esempio per il protone, e’ Eα < Eβ, altrimenti, come per l’elettrone,
la situazione e’ capovolta). Si ha quindi per la frequenza corrispondente (fre-
quenza di risonanza, detta anche frequenza di Larmor)

hν = ∆E = h̄γB

e la frequenza di risonanza data da

ν =
γ

2π
B
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che e’ l’espressione comunemente adoperata per ν, con γ , oppure γ/2π,
espresso in unita’ MKS, ovvero in frequenza/Tesla. Ad esempio per il pro-
tone e’

γ = 267.522005 MHz/T
γ

2π
= 42.5774806 MHz/T

e in un campo di ∼ 10T (tipico forte campo di uno strumento NMR) si ha
risonanza a ∼ 450MHz. Analogamente per l’elettrone

γ = 176.0859708 GHz/T
γ

2π
= 28.02495266 GHz/T

come si vede circa un fattore 103 volte maggiore
Infine, per un elettrone in un atomo idrogenoide (vedi piu’ avanti) con

H0ψnlmms = Enψnlmms

in presenza di B e’

Enmms(B) = En + (m+ gems)µBB

che descrive l’effetto Zeeman atomico.

9.3 Esperimento di Stern e Gerlach

Nell’esperimento un fascio di atomi di Ag (vedi nota) viene fatto passare
attraverso un magnete sagomato in modo da presentare un forte gradiente
di campo B lungo z:

∂B

∂z
= A costante

(figura 53). Questo esercita una forza sulla particella pari a

−∂E
∂z

= ~µ · ∂
~B

∂z
= µzA

che provoca una deflessione della traiettoria lungo z, come in figura 53.
Poiche’ la forza e’ proporzionale a µz, componente di ~µ su z, se questa

fosse distribuita casualmente si osserverebbe una distribuzione continua di
traiettorie, mentre si vede che puo’ assumere solo due valori, parallelo o an-
tiparallelo al campo. Quindi: l’elettrone possiede una variabile addizionale,
che da’ luogo ad un momento magnetico, e questa variabile e’ quantizzata, e
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Figure 53: selezione di un autostato di spin attraverso la misura

puo’ assumere solo 2 valori. L’analisi del comportamento dell’osservabile spin
sotto le rotazioni (ad esempio ruotando l’apparato di Stern e Gerlach) mostra
che lo spin si comporta come un momento angolare, come gia’ descritto.

Nota: l’analisi accurata dell’esperimento di Stern e Gerlach, che abbi-
amo solo schematizzato, presenta un certo numero di dettagli che abbiamo
ignorato.

• Gli atomi di Ag hanno configurazione . . . 4d105s, quindi un solo elet-
trone spaiato con momento angolare orbitalico zero fuori da un guscio
chiuso. Si comportano quindi come una particella a spin 1/2, cioe’ come
l’elettrone, ma con massa molto piu’ grande, cosicche’ l’indeterminazione
quantistica sulla traiettoria e’ trascurabile, e la si puo’ descrivere come
una traiettoria classica.

• A differenza dell’elettrone l’atomo e’ elettricamente neutro e quindi non
e’ soggetto alla forza di Lorentz ~F = q~v × ~B relativa a una carica in
movimento in un campo magnetico. Un’ analisi dettagliata mostra che
gli elettroni sono troppo leggeri, e non si puo’ misurare il loro spin
con un apparecchio di Stern Gerlach. Di fatto la misura diretta della
componente di spin di un’elettrone e’ ancora piuttosto difficile, e viene
effettuata attraverso un processo di scattering (Mott scattering).
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• Il campo ~B non uniforme ha ∂ ~B/∂z molto grande, By ' 0 (tranne che

ai bordi), ma ∂ ~B/∂x 6= 0, come deve essere poiche’ divB = 0. Se fosse

solo ∂ ~B/∂z 6= 0 sarebbe

divB =
∂ ~B

∂x
+
∂ ~B

∂y
+
∂ ~B

∂z
6= 0

essendo solo l’ultima derivata non nulla.

• da F = ∇ (~µ · ~B) e M = ~µ × ~B (momento della forza) fa si’ che
~µ si comporti come un giroscopio, preceda sempre attorno al campo.
Quindi la componente µz e’ costante, mente µx e µy oscillano (con la
frequenza di Larmor) attorno al valore zero, quindi la loro media e’
zero (per questo conta solo la componente z).

• Lo spin del nucleo di Ag e’ ininfluente, poiche’ il γN e’ molto piu’ piccolo
di quello dell’elettrone, dell’ordine del rapporto me/mAg.

• Da ultimo osserviamo che la direzione dello spin e’ indipendente dalla
traiettoria nello spazio. Ad esempio, se a un certo punto e’ Sz =
+1/2, finche’ non lo sottopongo a un’altra misura, il suo valore, cioe’
la sua orientazione, resta inalterata, anche se piego la traiettoria della
particella, ad esempio con un campo elettrico esterno.
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10 Sistemi a simmetria sferica

Vediamo prima di tutto un’identita’ importante. Definiamo un operatore
”momento radiale”

pr = −ih̄1

r

∂

∂r
r

cioe’

pr f(r, θ, φ) = −ih̄1

r

∂

∂r
(rf(r, θ, φ))

e

p2
r = prpr = −h̄2 1

r

∂2

∂r2
r

E’ allora

p2 = p2
r +

L2

r2

Ancora, la condizione di hermiticita’ di pr, e quindi anche di p2
r, implica

che debba essere
lim
r→∞

rf = 0

per ogni f che rappresenti uno stato del sistema (condizione all’origine, vedi
Messiah).

Supponiamo ora che il potenziale del problema considerato abbia sim-
metria sferica, dipenda cioe’ solo dalla distanza r dall’origine (si dice anche
problema a ”campo centrale”)

V (x, y, z) = V (r)

Avremo dunque

H =
p2

2m
+ V =

1

2m
(p2
r +

L2

r2
) + V (r)

Poiche’ gli operatori Lx, Ly, Lz operano solo sulle coordinate angolari θ, φ
si vede che e’

[H,Li] = 0 [H,L2] = 0

Possiamo quindi prendere autovettori comuni di H,L2, Lz

Hψlm = Eψlm
L2ψlm = l(l + 1)ψlm
Lzψlm = mψlm
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Dalle ultime due segue che deve essere

ψlm(r, θ, φ) = R(r)Ylm(θ, φ)

da cui anche

Hψlm =
1

2m
[p2
rRYlm +

l(l + 1)

r2
RYlm] + V (r)RYlm = E RYlm

e poiche’ Ylm e’ un fattore comune a entrambi i imembri (nessun operatore
opera piu’ su di essa) si puo’ cancellare, ottenendo un’equazione nella sola
variabile r, detta ”equazione radiale”

hlRnl = EnlRnl

con

hl = − 1

2m

1

r

d2

dr2
r +

l(l + 1)

2mr2
+ V (r)

detto hamiltoniano radiale.
Osserviamo che abbiamo in realta’ una famiglia di hamiltoniani hl, uno

per ogni valore di l. Le soluzioni dell’equazione ad autovalore sono indiciz-
zate Rnl, dove l’indice l ricorda che e’ soluzione di hl, e n conta i diversi
autovalori Enl. Osserviamo che l’autovalore Enl e l’autofunzione radialeRnl

non dipendono mai da m. Per ogni problema a simmetria sferica vi e’ dunque
sempre una degenerazione di ordine 2l + 1, corrispondente ai vari valori di
m.

Ricordiamo ancora la condizione all’origine

lim
r→0

r R(r) = 0

e la condizione di normalizzazione sugli stati legati

‖ψnlm‖ = 1 ⇒
∫ ∞

0
Rnl(r)

2r2dr = 1

che implica
lim
r→∞

r R(r) = 0

E’ ancora utile definire una funzione radiale ”ridotta”

P (r) = r R(r)
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Figure 54: Componenti e potenziale efficace per il problema a campo centrale

Si ha in corrispondenza

P (r)→ 0 per r → 0 e r →∞

e l’equazione radiale diventa

− 1

2m

d2Pnl
dr2

+
l(l + 1)

2mr2
Pnl + V (r)Pnl = Enl Pnl

Questa e’ formalmente l’equazione di una particella monodimensionale,
confinata nell’intervallo [0,∞], che si muove sotto l’influenza del potenziale
efficace

Veff (r) =
l(l + 1)

2mr2
+ V (r)

che si puo’ schematizzare come in figura 54. In generale vicino all’origine
domina il potenziale repulsivo l(l+1)

2mr2 , perche’ diverge come c
r2 , mentre V (r),

che e’ normalmente attrattivo, ha come si e’ visto, un comportamento meno
singolare.

Questo contributo

l(l + 1)

2mr2
=
L2

2I
I = mr2
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dove L e I sono il valore del momento angolare classico e del momento di
inerzia, e’ l’energia centrifuga classica di una particella di massa m e mo-
mento angolare L, e per questo e’ detto potenziale centrifugo. E’ fortemente
repulsivo vicino all’origine, e quindi impedisce alla particella di avvicinarsi
all’origine tanto piu’ quanto maggiore e’ il suo momento angolare. Natural-
mente se l = 0 e’ Veff = V (r).

Possiamo studiare il comportamento asintotico delle soluzioni nell’intorno
di 0 e di ∞. Per r → 0 V (r) ed E sono trascurabili rispetto a l(l+1)

2mr2 e
l’equazione si riduce a

−P ′′(r) +
l(l + 1)

r2
P (r) = 0

Se poniamo P (r) = rk e sostituiamo, si ottiene

−k(k − 1)rk−2 + l(l + 1)rk−2 = 0 ⇒ k(k − 1) = l(l + 1)

che ha come soluzioni
k = l + 1 e k = −l

Quindi, per r → 0,

Pl →
{
rl+1

r−l

Delle due, solo la prima e’ compatibile con la condizione P (0) = 0, quindi il
comportamento corretto e’

Pl(r) ∼ rl+1, Rl ∼ rl per r → 0

Osserviamo che l’equazione radiale, come equazione differenziale del 2o

ordine, ha sempre, per qualunque prefissato valore di E, 2 soluzioni indipen-
denti. Di queste, quella con il corretto comportamento all’origine, rl, e’ detta
”soluzione regolare”, mentre quella con il comportamento r−(l+1), divergente
per r → 0, e’ detta soluzione ”irregolare”.

Quindi l’andameno all’origine e’ come illustrato in figura 55. La funzione
P0 parte lineare all’origine, P1 e’ quadratica, eccetera. Analogamente R0 =
c 6= 0 all’origine, R1 e’ lineare e cosi’ via. Quindi ricordiamo di nuovo che
per l elevati le funzioni radiali sono molto piccole vicino all’origine. Inoltre
Rl(0) 6= 0 solo per l = 0, cioe’ per le funzioni s, per tutti gli l > 0 vale 0.

Questo ha interesse perche’ vi sono termini di interazione tra elettrone e
nucleo (ad esempio l’interazione iperfine, accoppiamneto tra gli spin dell’eletrone
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Figure 55: Andamento all’origine delle funzioni radiali

e del nucleo, o effetti dovuti all’estensione finita del nucleo che non appare
piu’ come una carica puntiforme a distanze molto piccole) che dipendono dal
valore di Rnl(0), cioe’ sul nucleo. Da qui segue che tali effetti sono diversi da
0 solo per gli orbitali s, e sono nulli ad esempio per gli orbitali p. Ad esempio
l’interazione iperfine si vede negli spettri ESR (risonanza di spin elettronico)
che si osservano nei radicali (sistemi con elettroni spaiati). Se pero’ l’elettrone
spaiato si trova in orbitali senza una componente s (ad esempio in orbitali
π di un anello aromatico) tale interazione sara’ necessariamente nulla. Cois’
ad esempio nell’atomo di Li 1s2 2s si avra’ accoppiamento, ma non in 1s2 2p
(in prima approssimazione).

Andamento all’infinito. Per r → ∞ l’unico termine che sopravvive e’
l’autovalore E, negativo per gli stati legati. L’equazione si riduce a quella

della particella libera, con E < 0. Posto k =
√

2m|E|, e’

d2Pnl
dr2

= k2Pnl

con le soluzioni regolare e irregolare (all’infinito)

e−kr e ekx

Di queste solo la prima e’ accettabile, e quindi

Pnl(r)→ e−kr, k =
√

2m|Enl| per r →∞
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Figure 56: Spettro dell’atomo di H

10.1 Atomo idrogenoide

E’ caratterizzato dal potenziale coulombiano

V (r) = −Z
r

Per questo potenziale l’equazione si puo’ risolvere esattamente, e si trova

En = −1
2
Z2

n2 in au

= −R∞Z2

n2 R∞ = me4

2h̄2

dove R∞ = 1/2 EH e’ detta costante di Rydberg.
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Nel caso speciale del potenziale coulombiano, l’energia En non dipende da
l, ma solo da n, detto numero quantico principale, con la condizione l < n,
cioe’ per ogni n, l puo’ assumere i valori

l = 0, 1, 2, · · · , (n− 1) n = 1, 2, 3, · · ·

Questa degenerazione addizionale, in aggiunta a quella su m, e’ una carat-
teristica molto speciale del potenziale coulombiano, e va persa appena cam-
bia la forma del potenziale Lo spettro dell’atomo di idrogeno e’ indicato in
figura 56 e presenta quindi un’alta degenerazione. Il livello n = 1 e’ non de-
genere, quello n = 2 e’ 4 volte degenere, quello n = 3 e’ 9 volte degenere, e in
generale la degenerazione e’ uguale a n2 (

∑n−1
l=0 (2l+1) = n2). Ciascun livello

ha poi un’addizionale degenerazione di ordine 2 dovuta alle due possibilita’,
α e β, per lo spin.

Le funzioni radiali si possono scrivere come

Rnl(r) = a−
3
2NnlFnl(

2r

na
) a =

a0

Z

dove a0 e’ il raggio di Bohr (a.u. di lunghezza)

Nnl =
2

n2

√√√√(n− l − 1)!

[(n+ l)!]3

Fnl(x) = xl L2l+1
n−l−1(x) e−

x
2

Ln(x) = ex
dn

dxn
(xn e−x)

sono i polinomi di Laguerre, e

Lmn (x) = (−1)m
dm

dxm
Ln(x)

sono i polinomi associati di Laguerre. Le prime funzioni per l’atomo di
idrogeno sono

R1s = 2e−r

R2s = 1√
2
(1− r

2
)e−

r
2

R2p = 1
2
√

6
re−

r
2

R3d = 4
81
√

30
r2e−

r
3
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Osserviamo la dipendenza rle−
√

2|Enl| r previsto all’origine e all’infinito.
Le espressioni dettagliate di Rnl non hanno grande importanza, e’ im-

portante invece conoscere il loro andamento qualitativo, che e’ riportato in
figura 57.

Con le Rnl si possono calcolare anche i valori di aspettazione dei vari
operatori, ad esempio

〈r〉nl =
∫ ∞

0
Rnl(r)rRnl(r)r

2dr

e’ il valor medio della distanza dell’elettrone dal nucleo. E’

〈r〉nl =
a0

2Z
[3n2 − l(l + 1)]

ad esempio

〈r〉1s =
3

2
a0

per l’atomo di H.
Ancora, se

rmax = max{r2Rnl(r)
2}

e’ la distanza che corrisponde alla massima probabilita’ di trovare l’elettrone,
si ottiene, per l = n− 1, cioe’ 1s, 2p, 3d, . . .

rmax =
n2

Z
a0 (rmax)1s = a0 per H

che corrisponde al valore del raggio della prima orbita della teoria di Bohr.
Quindi i valori di 〈r〉 o rmax si spostano ”in fuori” in modo proporzionale

a n2 e inversamente proporzionale a Z. La combinazine di questi due fat-
tori spiega come le dimensioni degli atomi restino grossomodo costanti lungo
la tabella periodica, anche se le dimensioni, ad esempio dell’orbitale 1s, de-
crescono linearmente all’aumentare di Z. Parallelamente, l’energia cresce col
quadrato di Z, e decresce in modo proporzionale a n2.

Ritroviamo questi andamenti nella figura 57. A sinistra sono riportate
le funzioni Rnl(r), a destra le corrispondenti densita’ di probabilita’ radiale
r2R2

nl (probabilita’ di trovare l’elettrone nel guscio sferico tra r e r + dr).
Osserviamo il massimo di probabilita’ a r = 1 per 1s, e come si sposti in
fuori proporzionalmente a n2 al crescere di n. Osserviamo ancora come al
crescere di n compaiano n− 1 nodi radiali, e in corrispondenza n− 1 piccoli
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Figure 57: Funzioni radiali e probabilita’ radiale per l’atomo di H
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massimi nella densita’ di probabilita’ a corte distanze, prima del massimo
principale. Questi non hanno particolare significato, sono conseguenza dei
nodi, che a loro volta riflettono la condizione di ortogonalita’ tra le varie Rnl,
con l fisso, al crescere di n.

Analoghi comportamenti per l > 0, osserviamo il comportamento rl

all’origine, e i nodi in numero di n − l − 1 (la prima funzione per ogni l,
Rnn−1, e’ priva di nodi).

Rivediamo ancora come scalano energie e distanze con la carica nucleare
Z e con la massa µ della particella:

E(Z) = Z2E(1) a(Z) =
a(1)

Z

E(µ) =
µ

me

E(1) a(µ) =
me

µ
a(1)

dove E(1) e a(1) sono i corrispondenti valori di energia e distanza per l’atomo
di H e massa dell’elettrone.

10.1.1 Separazione del moto del baricentro

Fin qui abbiamo trattato l’atomo idrogenoide come un sistema costituito
da un elettrone che gira attorno a un nucleo di carica Z fisso nell’origine.
Questa e’ una buona approssimazione, perche’ il nucleo e’ molto piu’ pesante
dell’elettrone, si muove molto piu’ lentamente. Tuttavia e’ possibile trattare
in modo esatto il problema di due particelle di masse m1 e m2 interagenti
con un potenziale V (r) che dipende solo dalla distanza relativa r = |~r2− ~r1|.
Come in meccanica classica, il moto si separa nel moto libero del baricentro,
e nel moto di una particella di massa ridotta

µ =
m1m2

m1 +m2

nel potenziale V (r). L’hamiltoniano diventa

H =
p2

1

2m1

+
p2

2

2m2

+ V (r) =
P 2

2M
+
p2

2µ
+ V (r) = HCM +Hrel

HCM =
P 2

2M
Hrel =

p2

2µ
+ V (r)

dove M = m1 + m2 e’ la massa totale, P e’ il momento del baricentro, p il
momento relativo e Hrel esprime il moto relativo. Il moto del baricentro e’
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quello di una particella libera, e quindi non e’ quantizzato, le energie discrete
sono gli autovalori dell’hamiltoniano del moto relativo.

Quindi i risultati visti per l’atomo idrogenoide diventano esatti sostituendo
alla massa me ( 1 in a.u.) dell’elettrone, la sua massa ridotto µ.

Poiche’ me � mp e’ µ ' me, tuttavia la correzione e’ importante per
l’accordo quantitativo coi dati spettroscopici, che sono molto precisi.

Ad esempio, se consideriamo l’idrogeno normale 1H, e il deuterio, D =
2H, otteniamo i valori per la transizione

n = 1→ n = 2, ∆E =
3

4
R∞

µ

me

mnucleo ∆E (cm−1)
∞ 82302.98670
H 82258.18749
D 82280.57018

I valori sperimentali sono

H D
2s1/2 82258.9543992832(15) 82281.3363610950(52)
2p1/2 82258.919113383(80) 82281.301028862(81)
2p3/2 82259.285001227(80) 82281.667016573(81)

Vedremo tra un momento il perche’ della differenza di energia tra i diversi
livelli n = 2, dovute a correzioni relativistiche. L’inclusione del moto nucleare
porta a una correzione molto significativa (anche se comunque piccola) per
H, di circa 45 cm−1, riducendo l’errore a meno di 1 cm−1. Poiche’ i dati
spettroscopici sono molto precisi, e’ possibile normalmente rilevare queste
differenze dovute alle differenze di masse nel caso di isotopi diversi dello
stesso elemento, dette shift isotopici, negli spettri. Proprio per questa via
sono stati scoperti originariamente diversi isotopi.

10.1.2 Struttura fine e iperfine

Come si e’ visto, i livelli 2s, 2p, esattamente degeneri a livello dell’equazione
di Schrödinger nonrelativistica (relativa cioe’ all’hamiltoniano che abbiamo
adoperato, ricavato dalla forma dell’energia della meccanica classica non rel-
ativistica), sono splittati in 3 componenti a energie leggermente diverse.

158



L’effetto piu’ importante proviene dal trattamento relativistico del moto
dell’elettrone (detti ”effetti relativistici”), questo e’ trattato esattamente
dall’equazione di Dirac, che e’ l’analogo relativistico dell’equazione di Schrödinger.
Si sostituisce un hamiltoniano relativistico, l’hamiltoniano di Dirac HD, a
quello H usuale di Schrödinger. In questo caso H non commuta piu’ sep-
aratamente con i momenti angolare orbitale e di spin, l e s, ma solo col
momento totale j = l + s. Ricordiamo che gli autovalori j corrispondenti
sono dati da |l − s| ≤ j ≤ l + s. Si ha quindi, per l = 0, la sola possibilita’
j = 1/2, cioe’ stati che indicheremo come s1/2, per tutti gli altri l ci sono 2
possibililta’ l − 1/2 e l + 1/2, cioe’ in definitiva

l j

s → s1/2

p → p1/2, p3/2

d → d3/2, d5/2

· · ·

La notazione e’ lj, dove j viene indicato come pedice al valore di l iniziale.
Nell’atomo di idrogeno, si ottiene che E = Enj, l’energia dipende solo

da n e da j, quindi gli stati 2s1/2 e 2p1/2 restano esattamente degeneri,
mentre 2p3/2 ha energia diversa. Sviluppando l’energia relativistica in serie
di potenze rispetto a Zα, dove α e’ la costante di struttura fine, si ottiene

Enj = ENR
n − 1

2

α2Z4

n3
(

1

j + 1/2
− 3

4n
) + · · ·

dove ENR e’ l’energia non relativistica (dall’equazione di Schrödinger) Da
qui si ottiene per la separazione

E2p3/2
− E2p1/2

=
Z4α2

32
+ · · ·

Dall’espressione esatta si ricava ∆E = ENR − ER (cm−1),

1s1/2 1.460954
2s1/2, 2p1/2 0.4565487 ∆E = 1.004
2p3/2 0.09130728 ∆E = 0.365 cm−1 = 10.95 GHz
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Figure 58: splitting relativistico e Lamb shif per l’atomo di H

Un ulteriore effetto e’ il cosiddetto ”Lamb shift” dovuto all’interazione
dell’elettrone con il campo e.m. libero. Il calcolo fornisce per il Lamb shift

1s1/2 ∆E = 0.272616 cm−1 = 8172.83 MHz
2s1/2 ∆E = 0.035286 cm−1 = 1057.84 MHz

(figura 58) portando cosi’ a un accordo quantitativo coi dati sperimentali.
Da ultimo, c’e’ ancora un effetto molto piccolo, dovuto all’acoppiamento

tra il momento angolare dell’elettrone e lo spin del nucleo, detto interazione
iperfine, che splitta tutti i livelli fin qui visti in un doppietto, corrispondente
al valore F = j ± 1/2 per il momento angolare totale (per 1H si ha spin
I = 1/2 (figura 59). Ad esempio per il livello 1s1/2 avremo la situazione

∆E = E(1s1/2 F = 1)− E(1s1/2 F = 0) ≡ A

La costante A si puo’ calcolare teoricamente, e si misura con estrema preci-
sione e’

A = 1.420 405 751 7667 (10) GHz

La lunghezza d’onda corrispondente e’ λ = 21 cm (ovvero ∆E ' 0.05 cm−1),
ed e’ molto adoperata in radioastronomia, come principale sorgente di infor-
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Figure 59: Splitting iperfine dei livelli n=1 n=2 dell’atomo di H
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mazioni sulle nubi interstellari di idrogeno. Ricordiamo solo che includendo
anche ulteriori effetti piccolissimi dovuti a ulteriori interazioni con il nucleo,
vi e’ completo accordo tra i dati spettroscopici e i valori calcolati, confer-
mando l’assoluta correttezza della MQ a descrivere anche i piu’ fini dettagli
della struttura della materia.

Ricordiamo che la separazione relativistica tra i due livelli l−1/2 e l+1/2,
ad esempio 2p1/2 e 2p3/2, e’ un effetto importante, presente in tutti gli atomi,
che aumenta con Z4. E’ quindi piccolissimo in H, ma diventa molto grande
negli atomi pesanti, specie per gli orbitali piu’ interni.

Ad esempio per il mercurio (Hg, Z = 80), si misurano i potenziali di
ionizzazione (IP) 2s1/2 = 14839 eV , 2p1/2 = 14209 eV , 2p3/2 =
12284 eV . Per Hg idrogenoide otteniamo le correzioni relativistiche

∆E1s1/2 = 332.192 au (∼ 1
10
E1s)

∆E2s,2p1/2
= 104.848 au

∆E2p3/2
= 17.807 au ∆E ' 87 au ' 2362 eV

Osserviamo come lo splitting 2p1/2 − 2p3/2 ∼ 2000 eV sia molto piu’ forte
di quello 2s1/2 − 2p1/2 (dovuto al campo non coulombiano nell’atomo, per lo
schermo degli altri elettroni), e lo schema dei livelli sia anzi piu’ vicino al
caso idrogenoide relativistico, con 2s1/2 e 2p1/2 quasi degeneri, e 2p3/2 molto
piu’ in alto, con uno splitting in buon accordo qualitativo.

Da ultimo ricordiamo che spettri analoghi a quelli dell’atomo di idrogeno
si hanno in svariati altri sistemi composti da due particelle elementari legate
dall’attrazione coulombiana, detti atomi esotici. Ad esempio

• Positronio, e’ il sistema e+ e−. In questo caso µ = meme
me+me

= 1/2me, e
cosi’ tutte le energie sono meta’ di quelle dell’atomo di H.

• Muonio µ+ e−, dove µ+ (e µ−) e’ una particella per tutto simile all’elettrone,
ma con massa mµ ∼ 200 me, intermedia tra quella di e e quella del pro-
tone. µ+ decade con una vita media di ∼ 10−7 s, che pero’ e’ ampia-
mente sufficiente a osservare la spettroscopia dei suoi stati legati.

• Atomi muonici: sono quelli in cui e’ presente un µ−. Ad esempio
p+ µ−, idrogeno muonico. In generale, poiche’ mµ

me
' 200, il raggio

dell’orbita muonica e’ ∼ 200 volte piu’ piccolo di quella corrispon-
dente dell’elettrone, e l’energia e’ piu’ grande dello stesso fattore. Per
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questo anche la presenza di altri elettroni, molto piu’ lontani dal nu-
cleo, e’ irrilevante, e l’atomo muonico si comporta, rispetto a µ−, come
idrogenoide.

Gia’ in p+ µ− E ' 100Z
2

n2 cade nei raggi X molli; per atomi piu’ pesanti
le transizioni corrispondenti sono dell’ordine dei Mev e cadono nei raggi
γ. Inoltre il raggio dell’orbita diventa cosi’ piccolo

a(µ, Z) ∼ a0

200Z

che il µ− si trova molto vicino al nucleo, o addirittura dentro di esso.
Ad esempio in Pb, Z = 82 e a ∼ 3 fm, un raggio un po’ piu’ piccolo
del raggio del nucleo. In questo caso, il potenziale devia fortemente
da quello coulombiano, e occorre risolvere esplicitamente l’equazione
di Schrödinger per ottenere i livelli energetici. Viceversa, lo studio
(spettroscopico) di questi ultimi fornisce importanti informazioni sulla
struttura (la densita’ di carica) all’interno del nucleo. Ricordiamo che
µ, come e, non e’ soggetto alle interazioni forti, e quindi sente protoni
e neutroni unicamente attraverso il potenziale coulombiano.

10.1.3 Oscillatore armonico isotropo tridimensionale

Abbiamo gia’ considerato l’Hamiltoniano per l’oscillatore armonico isotropo
in 3 dimensioni

H =
p2

2m
+
k

2
r2

e considerato le sue soluzioni, separando le variabili in coordinate cartesiane
x, y, z, ottenendo

Hψn1n2n3 = En ψn1n2n3

En = (n+
3

2
)h̄ω n = n1 + n2 + n3

dove En dipende solo da n, con degenerazione 1
2
(n + 1)(n + 2). Poiche’ il

potenziale dipende solo da r, anche questo e’ un problema a simmetria sferica,
e un CSCO alternativo a Hx, Hy, Hz e’ dato dall’hamiltoniano totale e dal
momento angolare H,L2, Lz, ottenendo la base alternativa di autofunzioni

Hψnrlm = Enψnrlm

dove al solito
ψnrlm = RnrlYlm hlRnrl = EnRnrl
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Figure 60: Oscillatore armonico tridimensionale in rappresentazione carte-
siana e sferica

(abbiamo introdotto il numero quantico radiale nr), e l’energia dipende an-
cora soltanto dal numero quantico n

n = 2nr + l

e quindi anche in questo caso, come nell’atomo di idrogeno, si ha una de-
generazione maggiore di quella dovuta semplicemente alla simmetria sferica.
Infatti, fissati n e l, i valori di nr compatibili sono

nr = 0, 1, . . .
n− l

2

(n ed l devono avere la stessa parita’), ovvero, fissato n, e quindi il livello
energetico, si possono avere soluzioni per

l = 0, 2, . . . n (n pari) oppure l = 1, 3, . . . n (n dispari)

e quindi in definitiva, dato n, (n/2 + 1) valori di l per l pari, o (n + 1)/2
valori per n dispari. La situazione e’ illustrata in figura 60, e’ interessante
notare le due basi alternative. In figura al posto di nr si e’ usato il valore
nr + 1, cosi’ che per ogni l il primo stato e’ |1l〉, e poi a scalare, in analogia
col caso atomico.
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11 Sistemi a molte particelle

L’algebra delle osservabili e’ generata dagli operatori posizione, momento e
spin per ogni particella

{~r1, ~p1, ~s1, . . . , ~rn, ~pn, ~sn}

dove
~r1 = x̂1, ŷ1, ẑ1

~p1 = p̂x1, p̂y1, p̂z1

~s1 = ŝx1, ŝy1, ŝz1

e gli stati del sistema sono descritti dalle funzioni d’onda

ψ(x1, x2, . . . , xn)

dove abbiamo abbreviato di nuovo con x1 le 3 coordinate e la componente z
dello spin della particella 1 e cosi’ via

x1 ≡ x1, y1, z1, σ1

Quindi ogni osservabile del sistema e’ funzione di questi operatori, ad
esempio l’hamiltoniano

H = T + V =
n∑
i=1

p2
i

2mi

+ V (x1, y1, z1, . . . , xn, yn, zn)

Per un atomo o una molecola, considerando le sole interazioni coulom-
biane qiqj/rij, potremo scrivere (n elettroni e p nuclei)

H = Te + TN + VeN + Vee + VNN

Te energia cinetica degli elettroni Te = −1
2

∑n
i=1 ∆i

TN energia cinetica dei nuclei TN = −∑p
k=1

1
2Mk

∆k

VeN energia di attrazione elettroni-nuclei VeN = −∑n
i=1

∑p
k=1

Zk
Rik

Vee energia di repulsione elettrone-elettrone Vee = +
∑n
i<j=1

1
rij

VNN energia di repulsione nucleo-nucleo VNN = +
∑n
k<l=1

ZkZl
Rkl
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dove

∆i =
∂2

∂x2
i

+
∂2

∂y2
i

+
∂2

∂z2
i

e
n∑

i<j=1

≡
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

cioe’ corre su tutte le coppie di particelle

1 2, 1 3, . . . , 1n, 2 3, . . . , 2n, . . . , n− 1n

11.1 Costruzione degli stati per un sistema di parti-
celle

Enunciamo un nuovo postulato della MQ.
In generale, se abbiamo un sistema di 2 particelle, 1 e 2, descritte dalle

funzioni ψ(x1, x2), e
{φi(x1)} e {χj(x2)}

sono separatamente una base per la particella 1 da sola, e per la particella 2
da sola, allora una base per il sistema composto e’ data da tutti i possibili
prodotti

{φi(x1)χj(x2)}
cioe’ si puo’ scrivere per ogni stato del sistema

ψ(x1, x2) =
∑
ij

cijφi(x1)χj(x2)

Questo si estende ovviamente al caso di n particelle (che supponiamo per
il momento tutte diverse). Se

{φ1
i1

(x1)}, {φ2
i2

(x2)} . . . {φnin(xn)}

sono basi separatamente per ciascuna particella, allora l’insieme dei prodotti

{φ1
i1

(x1)φ2
i2

(x2) . . . φnin(xn)}

e’ una base per il sistema composto:

ψ(x1, . . . , xn) =
∑

i1,...,in

ci1...inφ
1
i1

(x1) . . . φnin(xn)

qualunque sia ψ che descrive uno stato del sistema. Queste basi, e gli stati
che rappresentano, cioe’ della forma

φ1
i1

(x1)φ2
i2

(x2) . . . φnin(xn)

sono detti stati prodotto. (Scriviamo φ1
iφ

2
j per indicare che possono essere

basi diverse, come φ e χ per le particelle 1 e 2 ).
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11.2 Particelle Identiche

Supponiamo di avere n particelle identiche, ad esempio n elettroni. Speri-
mentalmente gli elettroni sono tutti uguali, non c’e’ nessun esperimento che
distingua un elettrone da un altro. In questo caso avremo per le basi

φ1
i = φ2

i = . . . = φni ≡ φi

Riprendiamo il caso di due particelle, e consideriamo uno stato del sistema
del tipo prodotto

ψ(x1, x2) = φi(x1)φj(x2)

Si puo’ definire un operatore di permutazione P12

P12 φi(x1)φj(x2) = φj(x1)φi(x2)

cioe’ P12 scambia tra loro i due fattori. L’operatore si estende poi per lin-
earita’ a una ψ generica espressa come combinazione lineare della base.

Osserviamo che si puo’ anche scrivere

P12 φi(x1)φj(x2) = φi(x2)φj(x1)

scambiare le coordinate anziche’ i fattori, e’ sostanzialmente lo stesso, ma
noi aderiremo sempre alla convenzione di tenere fisse le particelle. In un
qualunque prodotto

φi φj . . . φn

sara’ sempre sottinteso che il primo fattore si riferisce alla particella 1, il
secondo alla particella 2, e cosi’ via, anche senza indicarle esplicitamente.

Possiamo considerare P12 come l’operatore che scambia le particelle 1 e 2:
φi(x1)φj(x2) rappresenta uno stato del sistema composto in cui la particella
1 e’ descritta (si dice anche che ”occupa”) dallo stato φi, e la particella 2
dallo stato φj. P12φi φj e’ lo stato globale in cui la particella 1 occupa lo
stato φj e la particella 2 lo stato φi.

Nota Bene: fare attenzione a distinguere sempre lo stato globale del sis-
tema, ψ(x1, x2) = φi(x1)φj(x2), o in generale ψ(x1, . . . , xn), dagli stati di
singola particella φi(x), che sono detti anche ”orbitali”, con cui costruiamo
gli stati globali.

Se le particelle sono pero’ indistinguibili allora queste due situazioni (1
in φi e 2 in φj, e viceversa) non sono fisicamente distinguibili.
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Questo significa che in generale le due funzioni

ψ(x1, x2) e P12ψ(x1, x2)

devono rappresentare lo stesso stato del sistema. sappiamo che questo e’
possibile se e solo se sono una multiplo dell’altra, cioe’ e’

P12ψ(x1, x2) = cψ(x1, x2)

Di qui, osservando che e’ P 2
12 = P12P12 = 1, e’

P12P12ψ = P12 cψ = c2ψ = ψ ⇒ c2 = 1, c = ±1

Quindi l’unica possibilita’ e’ che ψ sia simmetrica, c = 1, o antisimmetrica
c = −1, relativamente allo scambio di particelle. In generale, per n particelle
identiche, si dimostra che

Pij ψ(x1, . . . xi . . . xj . . . xn) =

{
+ψ simmetrica
−ψ antisimmetrica

rispetto a ogni coppia di particelle, cioe’ per tutti gli scambi (+), o per tutti
(−).

Nel primo caso si parla di stati, o funzioni, simmetrici, nel secondo, anti-
simmetrici. Vi e’ una fondamentale connessione tra lo spin di una particella
e la proprieta’ di simmetria delle sue funzioni d’onda rispetto allo scambio,
secondo la quale

spin semiintero ↔ funzioni antisimmetriche: ”fermioni”

spin intero ↔ funzioni simmetriche: ”bosoni”

e si dice che particelle a spin semiintero (elettroni, protoni, neutroni, nuclei a
spin semiintero) obbediscono alla statistica di Fermi-Dirac, mentre particelle
a spin intero (fotoni, nuclei a spin intero) obbediscono alla statistica di Bose-
Einstein.

La proprieta’ di simmetria rispetto alle permutazioni ha grosse conseguenze
sulle proprieta’ fisiche degli insiemi di particelle identiche. Ad esempio fermioni
non possono accumularsi nello stesso stato (principio di Pauli), mentre questo
e’ possibile per i bosoni (ad esempio per i fotoni, per questo e’ possibile il
laser, e in generale l’accumulo di particelle nello stato piu’ basso, detta con-
denzazione di Bose-Einstein, BEC)
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Ritorniamo a
ψ = φi(x1)φj(x2)

In questo caso
P12ψ 6= ±ψ

quindi il prodotto non e’ una funzione accettabile. Se prendiamo pero’ le due
combinazioni lineari

1√
2
(φiφj + φjφi) ≡ |φiφj〉S simmetrica

1√
2
(φiφj − φjφi) ≡ |φiφj〉A antisimmetrica

che chiameremo prodotti simmetrizzati e antisimmetrizzati, questi hanno
simmetria ben definita

P12|φiφj〉S = |φiφj〉S
P12|φiφj〉A = − |φiφj〉A

In generale, dati n fattori φi1 . . . φin si puo’ sempre costruire un prodotto
simmetrizzato e uno antisimmetrizzato, prendendo opportune combinazioni
lineari di tutte le possibili permutazioni dei fattori, con segni opportuni.
Poiche’ ci interesseranno solo gli elettroni, consideriamo solo i prodotti anti-
simmetrizzati (AP), che indicheremo con

ΦI ≡ |φi1φi2 · · ·φin〉 I ≡ i1i2 . . . in

(sottintendiamo che e’ antisimmetrizzato). Gli AP godono delle proprieta’
(per semplicita’ prendiamo i fattori φ1 · · ·φn)

1.

Pij|φ1 · · ·φi · · ·φj · · ·φn〉 = |φ1 · · ·φj · · ·φi · · ·φn〉 = −|φ1 · · ·φi · · ·φj · · ·φn〉

dove Pij e’ l’operatore che scambia le particelle i e j. Quindi, scam-
biando 2 fattori, il prodotto cambia segno. Per permutazioni piu’ com-
plicate, il segno sara’

(−1)p ≡ εP

dove p e’ il numero di scambi, ed εP e’ detta parita’ della permutazione.
Ad esempio

1 5 7 3→ − 1 5 3 7→ + 1 3 5 7
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P 1 3 5 7 = 1 5 7 3 ⇒ εP = +1

Possiamo allora scrivere anche

|φi φj〉S =
1√
2

(φiφj + P12φiφj) =
√

2 S φiφj

|φi φj〉A =
1√
2

(φiφj − P12φiφj) =
√

2 Aφiφj

dove abbiamo definito gli operatori simmetrizzatore S e antisimmetriz-
zatore A:

S =
1

2
(1 + P12) A =

1

2
(1− P12)

che operando su un prodotto φiφj lo trasformano nel prodotto sim-
metrizzato o antisimmetrizzato. Come si vede subito S e A sono com-
binazione lineare di operatori lineari ( 1 e P12). Per n particelle la
logica e’ la stessa, si deve sommare su tutte le permutazioni P (n!). Si
dimostra che e’

S =
1

n!

∑
P

P A =
1

n!

∑
P

εPP

2. Conseguenza immediata dell’antisimmetria e’ che un AP con 2 fattori
uguali e’ identicamente nullo. Ad esempio, scambiando i due fattori φi

|φ1 · · ·φi · · ·φi · · ·φn〉 = −|φ1 · · ·φi · · ·φi · · ·φn〉

cioe’
ψ = −ψ 2ψ = 0 ⇒ ψ = 0

Quindi l’antisimmetria implica il principio di Pauli: non ci possono
essere due particelle (elettroni, in generale fermioni) nello stesso stato
quantistico (cioe’ φi).

3. I prodotti sono lineari in ciascuno dei fattori (ovvero come si dice sono
multilineari). Ad esempio, per φi = aηi + bχi

|φ1 · · · (aηi + bχi) · · ·φn〉 = a|φ1 · · · ηi · · ·φn〉+ b|φ1 · · ·χi · · ·φn〉

Questo deriva immediatamente dalla linearita’ degli operatori S e A.
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4. Se si effettua una trasformazione lineare sui fattori di un AP

φ̄i =
∑
j

φjTji

con una matrice T, allora e’

ΦI = cΦI

dove
ΦI = |φ̄1φ̄2 · · · φ̄n〉 e c = det(T )

In particolare, se T+ = T−1 allora |c| = 1 e quindi ΦI e ΦI hanno la
stessa normalizzazione. La conseguenza importante e’ che se si trasfor-
mano i fattori tra loro, lo stato globale, ΦI , resta lo stesso, cioe’ descrive
lo stesso stato.

5. La conseguenza importante della simmetria o antisimmetria e’ che cam-
bia il numero degli stati indipendenti.

Consideriamo una base
{φi}i=1,...,m

per una particella, e sia m, (m � n) il numero di elementi di base.
L’insieme di tutti i possibili prodotti di n fattori

{φi1φi2 · · ·φin}i1=1,...,m;...;in=1,...,m e’ mn

(ho m possibilita’ per il primo fattore, m per il secondo, fino a m per
l’n-esimo)

Prendiamo invece gli AP

{|φi1 · · ·φin〉}

Prima di tutto e’ chiaro che dobbiamo avere tutti i fattori diversi, se
no l’AP=0. Inoltre, se due AP differiscono solo per l’ordine dei fattori,
sono uguali a meno del segno, e quindi uno solo e’ linearmente indipen-
dente e va tenuto. Il numero totale di {|φi1 · · ·φin〉} indipendenti e’
quindi (

m
n

)
=
m(m− 1) · · · (m− n+ 1)

n!
=

m!

n!(m− n)!
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che e’ il cosiddetto coefficiente binomiale (m su n).

Possiamo contare cosi: ho m possibilita’ per il primo fattore φi1 , (m−1)
per il secondo (deve essere diverso dal primo), (m− 2) per il terzo, fino
a (m − n + 1) per l’n-esimo. Cosi’ facendo pero’ ho generato anche
tutti i prodotti che differiscono per una permutazione dei fattori. Per
prenderne una sola devo dividere per il numero di permutazioni di n

fattori, che sono n!. Di qui la formula

(
m
n

)
. Osserviamo che

(
m
n

)
� mn

ad esempio per

m = 4 n = 3 43 = 64

(
4
3

)
=

4 · 3 · 2
3 · 2

= 4

Questo numero conta il numero di stati indipendenti che si possono
costruire disponendo n elettroni in m orbitali. Ad esempio, consideri-
amo l’atomo di carbonio nello stato fondamentale, con configurazione

C 1s2 2s2 2p2

Questo vuol dire che un possibile stato sara’

|φ1sφ̄1sφ2sφ̄2sφ2pxφ̄2py〉 ≡ |1s 1s 2s 2s 2px 2py〉

(ricordiamo che un fattore (orbitale) senza la barra sottintende spin α,
con la barra spin β). Ora, a parte i fattori 1s1̄s e 2s2̄s, su cui non c’e’
scelta, i due fattori 2p possono essere scelti in modo qualunque tra i sei
orbitali

{2px, 2̄px, 2py, 2̄py, 2pz, 2̄pz}

Il numero totale di prodotti, cioe’ di stati quantistici indipendenti (che
equivale alla degenerazione del livello 1s2 2s2 2p2, cioe’ dello stato fon-
damentale dell’atomo di C) e’

(
6
2

)
=

6 · 5
2

= 15
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E cosi’ ad esempio per Cr [Ar] 3d5 4s1, il numero di stati e’

3d5 4s1(
10
5

) (
2
1

)
= 252 · 2 = 504

Con [Ar] abbiamo indicato il fattore 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6. Osserviamo

che

(
m
m

)
= 1, cioe’ quando un insieme di orbitali e’ completamnete

riempito, da’ un unico fattore, un’unica possibilita’. Si parla in tal
caso di guscio chiuso, nel caso contrario di guscio aperto. Ad esempio
hanno uno stato fondamentale a guscio chiuso (e quindi non degenere)
gli atomi dei gas nobili e gli alcalino terrosi.

In definitiva, un modo per indicizzare la base in modo da contare ogni
AP esattamente una volta e’

{φi1φi2 · · ·φin}i1<i2<···<in
che e’ detto ordine canonico, o del dizionario. Ad esempio per m = 4,

n = 2 avremo

(
4
2

)
= 6 e i prodotti antisimmetrizzati

|1 2〉 |1 3〉 |1 4〉 |2 3〉 |2 4〉 |3 4〉

11.3 Accoppiamento di momenti angolari

Supponiamo che il sistema abbia due momenti angolari, ad esempio nel caso
di due particelle gli stati ψl1m1(1) per la particella 1 e quelli ψl2m2(2), oppure
per una stessa particella i suoi stati di momento angolare orbitalico ψlm e
di spin χsms , o ancora per una molecola il momento angolare rotazionale e
quello elettronico, eccetera. Consideriamo quindi in generale il problema di
un sistema composto, caratterizzato da 2 momenti angolari l1 e l2, e quindi
da una base prodotto che scriveremo ψl1m1ψl2m2 , o semplicemente

|l1m1l2m2〉

Questa e’ la base degli autovettori comuni degli operatori {L2
1, L1z, L

2
2, L2z}

L2
1 |l1m1l2m2〉 = l1(l1 + 1) |l1m1l2m2〉

L1z |l1m1l2m2〉 = m1 |l1m1l2m2〉
L2

2 |l1m1l2m2〉 = l2(l2 + 1) |l1m1l2m2〉
L2z |l1m1l2m2〉 = m2 |l1m1l2m2〉
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in totale (2l1 + 1)(2l2 + 1) vettori. Osserviamo ancora che il sottospazio
generato da questi vettori e’ chiuso rispetto all’insieme di tutti gli operatori
di momento angolare relativi al sistema {L1x, L1y, L1z, L2x, L2y, L2z, }, che
agendo su uno qualunque di tali vettori danno ancora una combinazione
lineare degli stessi. Possiamo definire pero’ un nuovo momento angolare,
il momento angolare totale somma dei due momenti angolari componenti
L = L1 + L2. Per definizione e’

Lx = L1x + L2x Ly = L1y + L2y Lz = L1z + L2z

Cioe’ ogni componente e’ somma delle componenti corrspondenti. Poiche’
ogni operatore relativo al sistema 1 commuta con ogni operatore relativo al
sistema 2, si verifica immediatamente che e’

[Lx, Ly] = [L1x + L2x, L1y + L2y] = [L1x, L1y] + [L2x, L2y] = iLz

Quindi anche le 3 componenti di L soddisfano le relazioni di commu-
tazione del momento angolare.

(Notiamo le relazioni utili

L+ = Lx + iLy = L1+ + L2+ L− = L1− + L2−

L2 = L+L− + L2
z − Lz = L−L+ + L2

z + Lz

L2 = (L1 + L2) · (L1 + L2) = L2
1 + L2

2 + 2L1 · L2

L1 · L2 = L1xL2x + L1yL2y + L1zL2z

da cui anche

L1 · L2 =
1

2
(L2 − L2

1 − L2
2) ).

E’ anche
[Lx, L

2
1] = [L1x + L2x, L

2
1] = 0

e analoghi per Ly, Lz, e quindi anche

[L2, L2
1] = 0 [L2, L2

2] = 0

ma
[L2, L1z] 6= 0 [L2, L2z] 6= 0

In definitiva abbiamo un altro insieme completo di operatori che commutano

{L2, Lz, L
2
1, L

2
2}
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ossia possiamo trovare gli autovettori comuni di questi 4 operatori, che saranno
combinazioni lineari dei vettori prodotto gia’ visti. Possiamo scrivere i nuovi
autovettori come |l1l2LM〉, e soddisfano

L2 |l1l2LM〉 = L(L+ 1) |l1l2LM〉
Lz |l1l2LM〉 = M |l1l2LM〉
L2

1 |l1l2LM〉 = l1(l1 + 1) |l1l2LM〉
L2

2 |l1l2LM〉 = l2(l2 + 1) |l1l2LM〉

Questi si ottengono risolvendo le equazioni ad autovalori per L2 e Lz nella
base di vettori |l1m1l2m2〉 che sono gia’ autovettori di L2

1 e L2
2. Osserviamo

che sono anche autovettori di Lz

Lz|l1m1l2m2〉 = (L1z+L2z)|l1m1l2m2〉 = (m1+m2)|l1m1l2m2〉 = M |l1m1l2m2〉

Quindi per questi stati e’
M = m1 +m2

Il risultato fondamentale che si ottiene e’ che i possibili valori per il mo-
mento angolare totale L sono

L = |l1 − l2|, |l1 − l2|+ 1, . . . , l1 + l2

cioe’ tutti i valori compresi tra il modulo della differenza e la somma dei due
momenti componenti, a passi di uno. Ad ogni valore di L corrispondono (2L+
1) autovettori |LM〉, relativi ai possibili valori di M , da −L a L. E’ facile
verificare che il numero di vettori linearmente indipendenti e’ conservato

l1+l2∑
L=|l1−l2|

(2L+ 1) = (2l1 + 1)(2l2 + 1)

Abbiamo quindi due basi alternative

{|l1m1l2m2〉} ↔ {|l1l2LM〉}

cioe’ ad ogni insieme di (2l1 + 1)(2l2 + 1) vettori |l1m1l2m2〉 corrisponde un
uguale numero di vettori |l1l2LM〉. Possiamo scrivere le combinazioni lineari
che portano da una base all’altra

|l1l2LM〉 =
∑

m1,m2

|l1m1l2m2〉〈l1m1l2m2|LM〉
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I coefficienti della matrice di trasformazione da una base all’altra, che abbi-
amo scritto nella forma

〈l1m1l2m2|LM〉
sono detti coefficienti di Clebsh-Gordan. Ovviamente sono non nulli solo
se M = m1 + m2. Poiche’ trasformano una base o.n. in una base o.n.
costituiscono una matrice unitaria

〈LM |l1m1l2m2〉 = 〈l1m1l2m2|LM〉∗

Vediamo l’esempio piu’ semplice di due momenti angolari 1/2 (2 spin),
s1 = 1/2, s2 = 1/2. Gli stati |l1m1l2m2〉 sono

M = m1 +m2

|1/2 1/2 1/2 1/2〉 = αα 1
|1/2 1/2 1/2 − 1/2〉 = αβ 0
|1/2 − 1/2 1/2 1/2〉 = β α 0
|1/2 − 1/2 1/2 − 1/2〉 = β β −1

E’ S = S1 + S2 coi possibili valori

|1
2
− 1

2
| ≤ S ≤ 1

2
+

1

2
S = 0, 1

Si ha quindi uno stato di tripletto S = 1 e uno stato di singoletto S = 0
Le corrette combinazioni lineari sono per

S = 1
|1
2

1
2

1 1〉 = αα
|1
2

1
2

1 0〉 = 1√
2
(αβ + β α)

|1
2

1
2

1 − 1〉 = β β

S = 0

|1
2

1

2
0 0〉 =

1√
2

(αβ − β α)

Cosi’ per j = l + s (accoppiamento spin-orbita) si hanno gli stati di
momento totale j

l = 0 j =
1

2
⇒ s1/2

l > 0 j = l − 1

2
o j = l +

1

2
⇒ lj

p ⇒ p1/2 o p3/2

d ⇒ d3/2 o d5/2
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11.3.1 La regola di composizione per L

Non e’ difficile ricavare la regola vista per la composizione dei momenti an-
golari. Se consideriamo lo stato prodotto relativo ai valori massimi per m1 e
m2, cioe’ m1 = l1 e m2 = l2, e’

Lz|l1l1l2l2〉 = M |l1l1l2l2〉

con
M = l1 + l2

Ora questo e’ il massimo valore possibile per M , e quindi corrisponde al
massimo valore possibile per L. Se corrispondesse ad un valore di L piu’
alto, applicando l’operatore

L+ = L1+ + L2+

si otterrebe uno stato con un valore di M aumentato di uno, il che e’ impos-
sibile (ricordiamo che qualunque operatore di momento angolare non puo’
far uscire dallo spazio generato dagli stati prodotto, non ci sono altri stati
disponibili. Inoltre si verifica subito che L+ applicato a questo stato da’ 0).
Quindi il massimo valore possibile per L e’ proprio

L = l1 + l2

e l’autovettore corrispondente, con M = l1 + l2 e’

|l1 l2 l1 + l2 l1 + l2〉 = |l1l1l2l2〉

e quindi il coefficiente della trasformazione

〈l1l1l2l2|LL〉 = 1 per L = l1 + l2

(Per esercizio si puo’ verificare che effetivamente

L2|l1l1l2l2〉 = L(L+ 1)|l1l1l2l2〉

con L = l1 + l2, usando L2 = L−L+ + L2
z + Lz.)

Operando con L− sullo stato |LL〉 si ottiene lo stato |L L − 1〉 (sottin-
tendiamo i valori fissi di l1 e l2). Questo e’ una combinazione lineare dei due
stati prodotto corrispondenti a

M = L− 1 = l1 + l2 − 1
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cioe’ dei due stati

|l1 l1 l2 l2 − 1〉 e |l1 l1 − 1 l2 l2〉

Poiche’ ci sono due stati linearmente indipendenti corrispondenti al valore
di M = l1 + l2 − 1, e solo uno stato |L L− 1〉, L = l1 + l2, ci deve essere un
altro stato con lo stesso M . Questo deve essere lo stato

|L L〉 L = l1 + l2 − 1

poiche’ c’e’ un solo stato con L = l1 + l2. Operando con L− sui vettori

|l1 + l2 l1 + l2 − 1〉 e |l1 + l2 − 1 l1 + l2 − 1〉

si ottengono vettori con lo stesso L ma M calato di un’unita’, cioe’ M = l1 +
l2−2. E’ facile rendersi conto che ci sono tre possibili prodotti corrispondenti
a questo M , cioe’ le coppie (m1,m2)

(l1 − 2, l2) (l1 − 1, l2 − 1) (l1, l2 − 2)

e deve quindi esistere un terzo vettore |L L〉 con L = l1 + l2 − 2. Scendendo
lungo la scala si genera un nuovo vettore fino a che M raggiunge il valore
|l1 − l2|. Questi sono dunque il possibili valori per L.

E’ anche possibile, ma laborioso, ricavare i coefficienti di Clebsh-Gordan
con questo metodo, al primo passo, partendo da |L L〉 = |l1 l1 l2 l2〉 e’

L− |L L〉 =
√
L(L+ 1)− L(L− 1)|L L− 1〉

= (L1− + L2−) |l1 l1 l2 l2〉

=
√
l1(l1 + 1)− l1(l1 − 1)|l1 l1 − 1 l2 l2〉

+
√
l2(l2 + 1)− l2(l2 − 1)|l1 l1 l2 l2 − 1〉

da cui si ricavano i coefficienti per |L L − 1〉. Ricavando una seconda com-
binazione lineare ortogonale a questa si ottiene lo sviluppo per |L L〉, con
L = l1+l2−1, e cosi’ via. Naturalmente questi coefficienti si possono calcolare
una volta per tutte, e sono disponibili tabulazioni, e formule analitiche.

Ad esempio per il sistema di due spin 1/2 si puo’ ottenere lo stato |1 0〉
operando con S− su |1 1〉 = αα

S−|1 1〉 =
√

2|1 0〉 = (S1− + S2−)αα = βα + αβ
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|1 0〉 =
1√
2

(αβ + β α)

e la combinazione ortogonale

1√
2

(αβ − β α)

fornisce lo stato S = 0

11.4 Modello a particelle indipendenti

Il modello a particelle indipendenti (IPM, independent particle model, o
IPA, independent particle approximation) e’ il modello fondamentale per la
trattazione dei sistemi a molte particelle. E’ il modello piu’ semplice, ma
anche la base per ulteriori raffinamenti.

Consideriamo l’hamiltoniano per un atomo (nell’approssimazione a nucleo
fisso, TN = 0)

H = Te + VeN + Vee

=
∑
i−1

2
∆i −

∑
i
Z
ri

+
∑
i<j

1
rij

=
∑
i h(i) +

∑
i g(i, j)

dove

h = −1

2
∆− Z

r
hamiltoniano idrogenoide

g(1, 2) =
1

r12

interazione coulombiana tra gli elettroni

Osserviamo che∑
i

h(i) parte monoelettronica, operatore a 1 particella

∑
i<j

g(i, j) parte bielettronica, operatore a 2 particelle

sono entrambi operatori su n particelle, la nomenclatura si riferisce agli oper-
atori componenti, che operano su una particella alla volta (monoelettronico),
o su una coppia di particelle (bielettronico).
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Osserviamo ancora che H, come ogni altro operatore corrispondente a
un’osservabile per il sistema di n particelle identiche, e’ completamente sim-
metrico rispetto a una permutazione delle particelle (e quindi commuta con
ogni operatore di permutazione, e anche con gli operatori S e A).

Se fosse
H0 =

∑
i

h(i) = h(1) + h(2) + · · ·+ h(n)

il problema e’ separabile. Quindi prendendo come base le autofunzioni di h

hφi = εiφi

i prodotti
ΦI = |φi1 . . . φin〉

sono autofunzioni di H0

H0ΦI = E0
IΦI

E0
I =

∑
k∈I

εk = εi1 + εi2 + · · ·+ εin

ad esempio
E0(1s2 2s2 2p3) = 2ε1s + 2ε2s + 3ε2p

Il modello a particelle indipendenti e’ l’approssimazione fondamentale
sulla quale si basa la descrizione degli stati di un sistema a molte particelle:
atomi, molecole (nuclei),... In questo modo la grande complessita’ degli stati
completi, cioe’ delle Ψ(x1, . . . , xn) e’ ridotta alla soluzione di un problema a
particella singola, cioe’ alla determinazione degli autovalori e autovettori

hφi = εiφi

Dai livelli energetici εi e dagli stati di particella singola (detti anche orbitali)
φi si costruiscono i livelli E0

i e gli stati ΦI del sistema a molte particelle.
Occorre sempre tenere presente la distinzione, come illustrato in figura per
un atomo di Carbonio (figura 61).

Ricordiamo che

• ΦI rappresentano stati del sistema, precisamente quelli in cui ciascuna
particella occupa uno stato φi ben determinato

180



Figure 61: Orbitali e configurazioni per l’atomo di C

• Non tutti gli stati Ψ del sistema si lasciano rappresentare in questo
modo, ad esempio

Ψ = c1Φ1 + c2Φ2 6= ΦK

in generale. Ma {ΦI} costituisce una base e dunque si puo’ sempre
sviluppare qualunque Ψ

Ψ =
∑
I

CIΦI

• In particolare se H contiene interazioni tra le particelle (cioe’ opera-
tori a piu’ particelle) generalmente i ΦI non potranno mai essere sue
autofunzioni

HΦI 6= EIΦI

saranno tutt’al piu’ soluzioni approssimate dell’equazione.

• In genere non possiamo semplicemente ignorare l’interazione tra le par-
ticelle, e’ un contributo importante. Ad esempio se prendiamo il solo
H0 =

∑
i h(i), per l’atomo di He e’

ε1s = −1

2

22

12
= −2
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mentre il potenziale di ionizzazione (IP), cioe’ l’energia necessaria a
togliere un elettrone dal sistema, che in questa approssimazione e’
uguale all’energia orbitalica, e’ 0.9036. La cosa peggiora per gli atomi
con piu’ elettroni, ad esempio per K e’

ε4s = −1

2

192

42
= 11.28 contro IPexp = 0.160 au !

Possiamo pero’ approssimare∑
i<j

g(i, j) '
∑
i

Veff (i)

e quindi anche
H ' Heff =

∑
i

heff (i)

heff = h+ Veff = −1

2
∆− Z

r
+ Veff (r)

Non entreremo nel dettaglio di come si possa determinare Veff in modo
ottimale. Fisicamente si puo’ pensare che ogni elettrone, invece di sentire
ad ogni istante la repulsione coulombiana esatta di tutti gli altri elettroni,
senta solo il campo medio associato alla densita’ di carica data dalla loro
distribuzione di probabilita’, li veda cioe’ come una nuvola elettronica statica,
con densita’ di carica ρ(r). In tal caso una prima approssimazione a Veff puo’
essere data dal potenziale Coulombiano associato alla densita’ ρ

ρ(r) = Σi |φi(r)|2

Veff (r1) =
∫ ρ(r2)

r12

dr2

Con questa scelta avremo che ΦI sono una buona approssimazione alle aut-
ofunzioni esatte di H: ΨI ' ΦI , o anche

ΨI =
∑
K

CKIΦK CKI ' 1 per K = I

e tutti gli altri coefficienti molto piccoli.
Il potenziale Veff sopra definito e’ stato proposto da Hartree, ed e’ an-

che noto come potenziale di Hartree (in questa approssimazione ogni elet-
trone sente del potenziale coulombiano degli altri n− 1 elettroni rimanenti).
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Equazioni piu’ accurate, ottimali da un punto di vista variazionale, sono state
ottenute successivamente da Fock, in cui compare un termine aggiuntivo a
Veff , detto potenziale di scambio, che ha origine nell’antisimmetria della fun-
zione d’onda. Queste equazioni sono molto usate correntemente per il calcolo
della struttura elettronica di atomi e molecole, e sono note come equazioni
di Hartree-Fock (HF). Ad esempio, il calcolo HF sull’atomo di K fornisce il
risultato ε4s = −0.1475, in buon accordo con IPexp = 0.160.
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12 Struttura Atomica

Se assumiamo che il potenziale efficace Veff sia sfericamente simmetrico (ap-
prossimazione di campo centrale), le soluzioni del problema a particella sin-
gola avranno la forma

φi = φnlmms = Rnl(r)Ylm(θ, φ)χms

hφnlm = εnlφnlm

(trascurando lo spin). Quindi la simmetria del potenziale determina comple-
tamente la parte angolare degli orbitali, e le uniche funzioni da determinare,
specifiche per ogni atomo, sono le parti radiali

Plm(r) = rRlm(r)

soluzioni dell’equazione radiale

hlPnl(r) = εnlPnl(r) hl = −1

2

d2

dr2
+
l(l + 1)

2r2
+ V (r)

Generalmente si adopera la notazione abbreviata

1s, 2pz, 4f−2 etc. per φnlm

spesso omettendo il valore di m se non e’ necessario. Anche lo spin e’ sottin-
teso, se e’ necessario indicarlo si usa

φnlmα ≡ φnlm φnlmβ ≡ φnlm ad es. 1s, 2pz, . . .

Ancora (specie in spettroscopia di raggi X) e’ in uso di indicare i livelli as-
sociati a un dato numero quantico principale con le lettereK,L,M,N,O, P, . . .
per n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, . . .. Tenendo conto dello splitting spin-orbita, i sotto-
livelli vengono indicati coi pedici I, II, etc. Cosi’ ad esempio il livello M
(n = 3) si suddivide nei sottolivelli MI = 3s1/2, MII = 3p1/2, MIII = 3p3/2,
MIV = 3d3/2 e MV = 3d5/2.

Gli orbitali Hartree-Fock (orbitali radiali Pnl(r)) per gli atomi di Neon
1s2 2s2 2p6 e Xenon 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d10 4s2 4p6 4d10 5s2 5p6, assieme alle
densita’ elettroniche totali (radiali)

ρ(r) = r2
∑
i

|Pi(r)|2

184



Figure 62: orbitali radiali Pnl(r) e densita’ ρ(r) per gli atomi di Ne (sopra)
e Xe (sotto) calcolati col potenziale Hartree-Fock
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sono illustrate in figura 62. Osserviamo la scala logaritmica in r. In Ne si
vedono l’orbitale 1s con massimo attorno a 0.1 au, e 2s, 2p con massimi simili
attorno a 0.6 au, e il formarsi di due gusci (shell) di densita’ elettronica molto
ben separati in corrispondenza dei livelli n = 1 e n = 2. Cosi’ anche in Xe
dove si distinuguono tutte e 5 le shell, anche se l’ultima e’ un po’ diffusa, con
max attorno a 2 au. Osserviamo ancora come gli orbitali tendano ad avere
nodi in posizioni molto vicine, il che rende conto della divisione molto netta
in shell della densita’ elettronica.

Gli orbitali dell’ultimo guscio occupato (ad esempio il livello n = 2 in
Ne e n = 5 in Xe) sono detti ”orbitali di valenza”, perche’ partecipano alla
formazione dei legami e determinano le proprieta’ chimiche dell’atomo. Gli
orbitali dei gusci sottostanti (ad esempio fino al livello n = 4 in Xe) sono detti
”orbitali di core”, perche’ hanno energie molto piu’ alte, estensione spaziale
molto piu’ piccola e non partecipano alla formazione dei legami chimici (an-
che se determinano indirettamente gli orbitali di valenza attraverso il loro
contributo al potenziale)

A causa del potenziale Veff repulsivo legato alla densita’ di carica elet-
tronica, il potenziale totale

V (r) = −Z
r

+ Veff

in hl e’ molto diverso da un puro potenziale coulombiano, anche se qualita-
tivamente simile su larga scala. Possiamo scriverlo come

V (r) = −Zeff (r)
r

Zeff (r) = Z − σ(r)

dove possiamo interpretare Zeff (r) come carica efficace sentita da un elet-
trone a distanza r dal nucleo, cioe’ alla carica Z del nucleo diminuita di un
valore σ(r) dovuto allo schermo del nucleo da parte della densita’ di carica.
A distanze molto corte un elettrone sente la carica intera Z, non schermata,
del nucleo. Man mano che si allontana, la carica efficace diventa sempre
piu’ piccola (il nucleo e’ sempre piu’ schermato) finche’ a grandi distanze la
carica sentita e’ 1, corrispondente al nucleo schermato dagli n − 1 elettroni
rimanenti. Avremo quindi gli andamenti qualitativi

lim
r→0

Zeff = Z lim
r→∞

Zeff = 1

lim
r→0

σ = 0 lim
r→∞

σ = n− 1
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Figure 63: Potenziale per l’atomo polielettronico

che sono illustrati in figura 63.
Quindi in particolare orbitali con alti numeri quantici n, in cui l’elettrone

si trova lontano dall’atomo, sono essenzialmente idrogenoidi (detti orbitalil
Rydberg); orbitali con n bassi (gli orbitali occupati di core e di valenza) sono
fortemente non idrogenoidi e con un carica efficace media Zeff = Z−σnl, che
varia da orbitale a orbitale. Ad esempio per l’atomo di K, possiamo valutare
Zeff per l’orbitale 4s dal potenziale di ionizzazione come

ε4s = −1

2

Z2
eff

n2
Zeff =

√
2n2ε4s

Adoperando −ε = IP = 0.160au si ottiene

Zeff = 2.26 σ4s = 16.74

Possiamo quindi definire per ogni orbitale una carica efficace Znl e una
costante di schermo σnl medie, che rappresentano il potenziale medio sentito
dall’elettrone nell’orbitale considerato. Naturalmente questi concetti sono
essenzialmente qualitativi, ma utili per interpretare gli aspetti generali. Ad
esempio, poiche’ gli orbitali con l elevato (orbitali d e f) hanno una bassa
ampiezza vicino all’origine a causa della elevata barriera centrifuga, a parita’
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di numero quantico la carica efficace sentita e’ piu’ bassa di quella degli
orbitali s e p, ovvero la loro costante di schermo e’ piu’ alta, e corrisponden-
temente le loro energie orbitaliche sono minori (in valore assoluto).

Ricordiamo da ultimo che gli orbitali, e le energie orbitaliche, non solo
variano da atomo ad atomo, ma anche, per uno stesso atomo, al variare dello
stato elettronico totale (in quanto Veff dipende dalla densita’ di carica che a
sua volta dipende dallo stato considerato).

12.1 Struttura atomica e Tavola Periodica

Possiamo costruire le configurazioni atomiche con l’Aufbau, cioe’ sistemando
il numero corretto di elettroni negli orbitali atomici a partire dal piu’ basso,
in ordine di energia crescente. Otteniamo cosi’ lo stato fondamentale degli
atomi, e dei loro ioni. Per gli atomi neutri il riempimento avviene general-
mente secondo l’ordine

1s < 2s < 2p < 3s < 3p < 4s < 3d < 4p < 5s < 4d < 5p

< 6s < 4f < 5d < 6p < 7s < 5f < 6d < 7p . . .

Possiamo dedurre molte proprieta’ generali, e in particolare i loro anda-
menti lungo la tabella periodica (tabella 64), dall’esame delle configurazioni
elettroniche. La reattivita’ e’ legata alla capacita’ di formare legami, sia
di tipo ionico, M+X−, ottenuti trasferendo un elettrone dal catione (M)
all’anione (X), sia di tipo covalente, M − X, ottenuti mettendo a comune
una (o piu’) coppie di elettroni, il che richiede la presenza di elettroni spaiati
negli orbitali di valenza. Consideriamo per prima cosa gli atomi a guscio
chiuso, i gas nobili ns2 np6, gli alcalino terrosi (n − 1)p6 ns2, e quelli del
gruppo dello zinco, (n− 1)d10 ns2, Pd 4d10. In tal caso la reattivita’ dipende
dall’energia necessaria a rompere il guscio chiuso, e corrisponde all’energia
della prima eccitazione dell’atomo. E’ (E in eV)

He 19.8 Ne 16.6 Ar 11.5 Kr 9.9 Xe 8.3 Rn 6.8
Be 2.7 Mg2.7 Ca 1.9 Sr 1.8 Ba 1.7 Ra 1.6
Zn 4.0 Cd 3.7 Hg 4.7
Pd 0.8 (4d - 5s)

L’energia ottenuta formando un legame chimico e’ attorno a 2 - 6 eV,
che non e’ abbastanza per rompere il guscio dei gas nobili (che formano
rarissimi composti, in particolare con F). Un altro modo di aprire il guscio e’
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speed of light in vacuum 299 792 458  m s−1
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proton mass
fine-structure constant 1/137.036
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For the most accurate values of these and other constants, visit physics.nist.gov/constants
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Figure 64: tabella periodica
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Figure 65: Potenziali di I e II ionizzazione (sotto) e affinita’ elettroniche
(sopra)
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ionizzare l’atomo. I primi 2 potenziali di ionizzazione, I1 = E(M+)−E(M),
I2 = E(M++)−E(M+), sono riportati in figura 65. Sono una delle proprieta’
che mostrano il piu’ chiaro andamento periodico. Osserviamo che e’ sempre
I2 � I1, poiche’ adesso si deve strappare un elettrone da un sistema gia’
carico positivamente. Inoltre ha i picchi spostati di un’unita’ di Z, a Z + 1
(che corrispondono alle stesse configurazioni elettroniche). Si nota subito:

• i massimi di I1(Z) si hanno per i gas nobili (configurazione a guscio
chiuso, gli orbitali np sono al massimo della stabilita’) - Piccoli mas-
simi per altri gusci chiusi (ns2, 4d10, anche qui l’orbitale piu’ esterno
raggiunge il massimo della stabilita’. Ancora, poiche’ (n− 1)d scherma
meno di (n− 1)p, i potenziali sono piu’ alti nel gruppo dello zinco che
negli alcalino terrosi)

• Piccoli massimi anche per configurazioni piene a meta’ (np3, N, P,
As...), a causa della stabilita’ particolare associata a elettroni a spin
paralleli.

• I minimi si hanno per gli atomi alcalini (un solo elettrone, il primo con
numero quantico superiore).

• Minimi secondari, molto meno marcati, i metalli del terzo gruppo
(configurazione ns2 np, viene aggiunto il primo elettrone np al gus-
cio chiuso), e i metalli del gruppo del rame (nd10(n+ 1)s, ma schermo
minore, IP 4s maggiore)

• Nei metalli di transizione (n− 1)dm ns2, e nei lantanidi, attinidi, (n−
2)fm ns2, se ne va comunque l’elettrone ns, che e’ parecchio scher-
mato dal guscio sottostante, e sente percio’ una carica efficace poco
dipendente da Z, per cui IP e’ largamente costante.

• Tutti questi dettagli sono sovrapposti a 2 andamenti su piu’ larga scala:
il comportamento ascendente lungo la riga (periodo), e quello decres-
cente lungo la colonna. Al solito questi sono legati all’aumento della
carica nucleare lungo la riga, e alla salita di numero quantico n lungo
la colonna.

• Considerazioni analoghe valgono per I2, e per le affinita’ elettroniche,
EA = E(X) − E(X−), in figura 65. Queste ricalcano l’andamento di
I1, ma con Z calato di un’unita’, Z − 1. Infatti EA(X) = IP (X−). I
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massimi si hanno per gli alogeni, con configurazione np5, che aggiun-
gendo un elettrone raggiungono la configurazione del gas nobile. In
generale tutti gli elementi in alto a destra della tabella periodica hanno
alte affinita’ elettroniche.

• Sorprendentemente pero’ un secondo picco si osserva in corrispondenza
ai metalli del gruppo del Rame, Cu, Ag, Au, di nuovo per lo schermo
parziale del guscio d. Cosi’ CsAu e’ un composto largamente ionico,
circa come CsI. I minimi sono invece associati ad atomi con config-
urazioni eccezionalmente stabili, con gusci chiusi (gas nobili, alcalino
terrosi, gruppo dello Zinco), o semipieni (np3, N, P, etc., nd5, Mn, Re).

• Nessun atomo ha EA2, corrispondente alla formazione di X−− , posi-
tiva, la repulsione coulombiana e’ troppo grande per legare un secondo
elettrone. Tuttavia specie come O−−, S−−, esistono in cristalli ionici,
dove sono stabilizzati dalla grande energia reticolare. Tutti questi com-
posti si idrolizzano facilmente in soluzione acquosa, formando specie
piu’ stabili legate covalentemente (OH−, HS−)

Questi dati chiariscono immediatamente molti aspetti del comportamento
chimico. Dopo i gas nobili, la famiglia di elementi piu’ chiaramente definiti
sono i metalli alcalini. I loro IP sono di circa 4 - 5 eV, confrontabili con le en-
ergie in gioco nelle reazioni chimiche. Pertanto formano facilmente ioni M+,
e la loro chimica e’ essenzialmente la chimica di questi ioni (pero’ le molecole
M2, stabili in fase gassosa, sono ovviamente covalenti, anche se debolmente
legate). Poiche’ hanno pero’ gli I2 piu’ grandi ( 25 - 27 eV) non si incon-
trano praticamente mai ioni M++ nei composti. Gli alcalino terrosi perdono
con relativa facilita’ i due elettroni ns (hanno i piu’ bassi I2, poiche’ M+

e’ come alcalino), e danno con facilita’ ioni M++ . L’unica eccezione e’ Be,
che ha l’I2 piu’ grande, e forma prevalentemente composti covalenti. Perche’
perdono due elettroni, invece che uno solo, che costa meno in termini di en-
ergia? Questo perche’ nei composti ionici il grosso del guadagno di energia e’
l’energia reticolare, cioe’ l’attrazione coulombiana tra ioni di cariche opposte,
alle distanze proprie di equilibrio del reticolo cristallino. Queste energie sono
molto maggiori per ioni con carica piu’ elevata, e compensano abbondante-
mente l’energia addizionale richiesta per la seconda ionizzazione. Quindi il
guadagno di energia elettrostatica, sia nel cristallo, sia in soluzione (energia
di solvatazione, dovuta all’interazione con i dipoli elettrici delle molecole di
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H2O), fa si’ che gli ioni M+ vengano rapidamente ossidati a ioni M++ . Men-
tre atomi alcalini e alcalino terrosi formano quasi esclusivamente composti
ionici gli elementi dall’altro lato della tabella periodica formano volentieri
legami covalenti mettendo a comune elettroni. Nella maggioranza dei casi
questo da’ origine a configurazioni a gas nobile attorno a ciascun atomo, da
cui la regola dell’ottetto. Legami covalenti si formano principalmente tra
elementi con elettronegativita’ simile.

Sono metalli quegli elementi in cui l’atomo ha uno o piu’ elettroni di
valenza debolmente legati. Questo e’ perfetto per gli elementi con gusci di
valenza ns, ns2, n > 1, come pure np (anche np2 verso la fine della tavola
periodica). Ma anche gli elementi di transizione, perche’ hanno un guscio
ns, ns2 al di sopra di gusci (n − 1)d o (n − 2)f che si stanno riempiendo.
Gli elettroni di valenza sono facilmente rimossi per formare ioni positivi, e in
condizioni ordinarie i metalli formano solidi cristallini in cui questi elettroni
sono relativamente liberi di muoversi attraverso il cristallo. La mobilita’ degli
elettroni rende conto delle alte conducibilita’ elettriche e termiche caratter-
istiche dei metalli. Viceversa i tipici non metalli hanno gusci np quasi pieni,
e possono formare configurazioni a guscio chiuso condividendo solo pochi
elettroni in piccole molecole legate covalentemente (Cl2, O2, P4, etc.). Le
forze di legame all’interno di queste molecole sono forti, ma le forze tra le
molecole sono pittosto deboli (come nei gas nobili), cosicche molti non metalli
sono gassosi in condizioni ordinarie, o fondono a bassa temperatura. Lungo
la linea di confine tra metalli e non metalli, gli elementi spesso esistono in
forme solide contenenti reticoli infiniti di legami covalenti, gli esempi piu’
noti sono le strutture diamante e grafite del carbonio.

Un altro aspetto importante della periodicita’ sono le dimensioni degli
atomi. Naturalmente l’atomo e’ un oggetto sfumato, ciononostante le dis-
tanze interatomiche si possono stimare abbastanza bene in termini di raggi
atomici. Possiamo definire il raggio covalente come meta’ della distanza
M − M negli elementi. Questa dovrebbe correlare piuttosto bene con il
massimo di densita’ elettronica dell’ultima shell. In realta’ le distanze inter-
atomiche deviano da questa semplice additivita’, che e’ solo una utile guida.
Le deviazioni maggiori vengono dalla formazione di legami multipli, as es. la
distanza C−C e’ 1.54 Å in CH3−CH3, 1.40 in C6H6 , 1.34 in CH2 = CH2,
1.20 in CH ≡ CH. Cosi’ i legami si accorciano all’aumentare della dif-
ferenza di elettronegativita’, per il carattere parzialmente ionico del legame,
ad esempio la distanza C = O e’ attorno a 1.43 Å contro 1.51 prevista dalla
somma dei raggi covalenti. Con tutte queste riserve, la tabella 66 fornisce
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un’utile indicazione, e mostra di nuovo importanti proprieta’ periodiche, che
si ritrovano anche nei volumi atomici degli elementi riportati in figura 66.

Naturalmente nei composti ionici i raggi sono molto differenti, e si parla
in tal caso di raggi ionici, che dipendono fortemente dalla carica. Le dimen-
sioni aumentano ancora all’aumentare del numero dei primi vicini (numero
di coordinazione), ad esempio nei metalli la coordinazione e’ tipicamente tra
6 e 12, e le distanze interatomiche circa il 10% piu’ lunghe della somma dei
raggi covalenti.

Si possono interpretare facilmente un certo numero di andamenti gen-
erali. L’aumento della carica nucleare Z provoca sempre una contrazione
degli orbitali, mentre l’aumento del numero quantico una forte espansione.
Il risultato e’ che la dimensione degli atomi sono abbastanza comparabili, e
aumentano lentamente negli elementi piu’ pesanti all’aumentare del periodo
(lungo le colonne). In particolare sono molto piu’ piccoli dell’equivalente
idrogenoide, per via dello schermo incompleto degli elettron piu’ esterni
da parte di quelli interni come gia’ visto. Ad esempio in Cs il massimo
dell’orbitale esterno 6s e’ a circa 2.7 Å contro i 26 Å dell’atomo idrogenoide,
e parallelamente anche IP varia poco, ad esempio tra Rb (Z = 37) e Cs
(Z = 55), 4.18 contro 3.89 eV. Poiche’ elettroni dello stesso guscio si scher-
mano poco (tendono a stare lontani, da parti opposte) l’aumento di Z porta a
una diminuzione generale del raggio lungo il periodo, poi il salto di n provoca
un forte aumento delle dimensioni, che sono massime negli atomi dei metalli
alcalini, come si vede bene in figura 66. Questo genera il ben noto andamento
periodico, contrazione lungo le righe, aumento scendendo lungo le colonne del
sistema periodico. Il riempimento di orbitali (n − 1)d o (n − 2)f ha un ef-
fetto analogo. Poiche’ sono interni al guscio ns piu’ esterno, e schermano
meno efficacemente, portano generalmente a una contrazione, e gli atomi di
transizione sono piuttosto piccoli. L’effetto e’ ancora piu’ marcato nei lan-
tanidi, in particolare gli elementi che seguono la fine delle terre rare hanno
dimensioni pressoche’ uguali di quelli immediatamente sopra nella colonna,
come ad esempio Zirconio e Hafnio, il che porta a proprieta’ chimiche molto
simili. Questo fenomeno e’ noto come contrazione lantanidea. Osserviamo
pero’ i raggi anomalmente grandi di Eu, 4f 7 6s2 e Y b, 4f 14 6s2, legati a
configurazioni complete del guscio f .

Poiche’ gli orbitali f , con un numero quantico inferiore di 2 a quello degli
elettroni piu’ esterni, sono spazialmente molto piu’ contratti, la loro parte-
cipazione al legame chimico e’ pressoche’ nulla, e dopo il primo elettrone
f , i rimanenti diventano fortemente legati, cosicche’, tranne che all’inizio
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Figure 66: raggi covalenti (sopra) e volumi atomici degli elementi (sotto)195



dellla serie, i lantanidi forniscono essenzialente ioni M+3 che hanno un com-
portamento chimico estremamente simile. Gli orbitali d invece sono meno
profondi e partecipano alla formazione dei legami insieme agli orbitali piu’
esterni. Specialmente all’inizio della serie questo porta a una grande varieta’
di stati di ossidazione e di legami chimici. In generale gli orbitali d ed f
diventano piu’ contratti e piu’ fortemente legati all’aumentare di Z, quindi
lungo la fine delle serie di transione e corrispondentemente si stabilizzano
numeri di coordinazione e stati di ossidazione piu’ bassi. Gli attinidi hanno
un comportamento che si avvicina, specie all’inizio della serie, agli elementi
di transizione, con una varieta’ di stati di ossidazione anche alti (U).

Una caratteristica tipica dei metalli e composti contenenti metalli di tran-
sizione e ancor piu’ lantanidi, e’ di avere elettroni spaiati e mostrare paramag-
netismo. Nella maggior pare dei composti non di transizione la formazione di
ioni o di legami covalenti porta ad avere tutti gli elettroni appaiati e grandi
separazioni tra l’ultimo orbitale occupato e il primo vuoto (gap HOMO -
LUMO) e di conseguenza a sistemi a guscio chiuso e quindi diamagnetici.
Questo non e’ piu’ vero nel caso di atomi di transizione e ancor piu’ nei
lantanidi, dove si possono avere molti elettroni spaiati e sucettivita’ param-
agnetiche molto grandi. Ancora, specialmente negli elementi di transizione,
si hanno separazioni HOMO - LUMO piuttosto piccole, dovute allo split-
ting degli orbitali d incompletamente riempiti nel campo molecolare, e quindi
transizioni elettroniche che cadono ad energie basse, nel visibile, e molti com-
posti sono intensamente colorati.

12.2 Effetti dell’interazione bielettronica

Esaminiamo adesso gli effetti piu’ importanti dell’inetrazione elettrone-elettrone
residua, cioe’ la parte trascurata a livello IPA.

12.2.1 Violazioni dell’aufbau

Consideriamo i seguenti fatti

1. Vi sono casi in cui piu’ di un guscio e’ parzialmente riempito nello stato
fondamentale, ad esempio nella prima serie di transizione Cr 3d5 4s1,
nella seconda Nb, Mo, Ru, Rh, tutti 4dm 5s1, Ce 4f 5d 6s2, etc. Se
fosse rispettato rigorosamente l’aufbau si riempirebbe completamente
il livello di energia piu’ bassa.
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Figure 67: Configurazioni degli atomi neutri e ionizzati
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2. Consideriamo come esempio le configurazioni 3dm 4s2 della prima serie
di transizione. Le configurazioni degli ioni M+ corrispondenti sono
o 3dm 4s, oppure 3dm+1, quelle degli ioniM++ sempre 3dm. Quindi
il potenziale di ionizzazione dell’orbitale 4s e’ invariabilmente minore
di quello 3d, se ne vanno per primi sempre gli elettroni 4s. Inoltre
all’aumentare della carica dello ione, si stabilizzano le configurazioni
3dm+1 rispetto a quelle 3dm 4s (tabella 67).

3. Negli atomi leggeri, ad es. Li (figura 68) gli orbitali 3d vuoti sono piu’
bassi dei 4s (cioe’ l’energia di eccitazione al 3d e’ minore di quella al
4s), mentre la situazione si inverte all’aumentare di Z, (ad esempio in
Na, figura 68), per poi ritornare alla situazione 3d � 4s negli atomi
pesanti, quando entrambi sono completamente occupati (ad esempio in
Kr IP(3d) = 94 eV, IP(4s) = 27.5 eV ).

4. In generale le energie orbitaliche variano non solo con la carica nucle-
are Z, ma anche con la configurazione elettronica, e in particolare con
il numero di elettroni. Questo e’ ovvio se si pensa che il potenziale
efficace dipende dalla densita’ elettronica, e questa cambia al variare
della configurazione. La dipendenza da Z e’ illustrata in figura 69.
Partendo dall’atomo di H, Z = 1, con la degenerazione idrogenoide,
all’aumentare di Z i livelli ns si abbassano velocemente, per la mag-
gior penetrazione degli orbitali s. Gli orbitali p, che penetrano un po’
meno, partono piu’ lentamente, e si perde la degenerazione s − p, poi
si abbassano anch’essi piuttosto velocemente. Al contrario, gli orbitali
nd e ancor piu’ gli nf , penetrano molto poco, e rimangono parecchio al
valore idrogenoide (ε costante), finche’ l’aumento della carica nucleare
li attira dentro la densita’ di carica, e a questo punto la loro discesa e’
piu’ rapida, e ritornano all’ordinamento idrogenoide 3d < 4s pur con
le separazioni dovute alla differenza di penetrazione. Quando la carica
Z e’ molto maggiore del numero di elettroni interni, la repulsione in-
terelettronica pesa di meno rispetto all’attrazione nucleare, e si ritorna
verso il caso idrogenoide. Questo vale sia per gli orbitali di core, sia
in generale per gli orbitali di un atomo fortemente ionizzato, e spiega
subito come 3d si stabilizzi rispetto a 4s all’aumentare della carica.

5. Generalmente la repulsione interelettronica destabilizza configurazioni
con piu’ elettroni nella stessa regione di spazio, e quindi il riempimento
dello stesso guscio, e l’occupazione doppia dello stesso orbitale spaziale.
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Figure 68: Livelli energetici per gli atomi di Li e Na
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Figure 69: Variazione delle energie orbitaliche con Z per gli atomi neutri

Quindi compete con l’aufbau, nel senso che tende a promuovere elet-
troni ad orbitali vuoti, e a favorire situazioni con elettroni spaiati dello
stesso spin. La promozione di elettroni comporta pero’ una spesa di
energia legata alla differenza delle energie orbitaliche. Quindi, se la sep-
arazione tra orbitali vuoti e occupati e’ grande, domina l’ordinamento
dell’aufbau, e gli orbitali vengono riempiti regolarmente. Nelle situ-
azioni pero’ in cui la separazione energetica e’ piccola, diventa domi-
nante l’interazione interelettronica, e l’aufbau viene violato. Osservi-
amo ancora che tale repulsione e’ tanto piu’ grande quanto piu’ sono
localizzati spazialmente gli orbitali, ovvero sono compatti. Cosi’ ad
esempio la repulsione interna al guscio 3d e’ molto maggiore di quella
interna al 4s, cosicche’, anche in situazioni in cui ε3d < ε4s la repul-
sione favorisce la promozione di uno o due elettroni all’orbitale 4s per
diminuire tale repulsione.

6. Si e’ gia’ accennato al fatto che la repulsione elettronica favorisce con-
figurazioni con molti elettroni spaiati dello stesso spin. Questo effetto
e’ tipicamente quantistico, ed e’ legato all’antisimmetria della funzione
d’onda (poiche e’ legato alla permutazione di particelle e’ detto effetto

200



di scambio). Osserviamo che e’ un effetto puramente elettrostatico, non
ha niente a vedere con interazioni dirette tra gli spin (interazioni mag-
netiche, che pure sono presenti, sono in realta’ molto piccole). Questo
effetto si puo’ capire molto semplicemente considerando che la funzione
d’onda deve cambiare segno per lo scambio di una coppia qualsiasi di
elettroni. Consideriamo per semplicita’ il caso di due soli elettroni, ma
l’argomento e’ del tutto generale

Ψ(x2, x1) = −Ψ(x1, x2) ⇒ Ψ(x1, x1) = 0

Questo implica che la Ψ si annulli quando due elettroni occupano la
stessa coordinata spazio-spin, e per continuita’

Ψ(x1, x2)→ 0 per x2 → x1

Ora x ≡ (x, y, z, σ), quindi l’eguaglianza x1 = x2 implica equaglianza
della posizione spaziale e anche dello spin. Per questo elettroni dello
stesso spin sono tenuti spazialmente separati dall’antisimmetria, e questo
cala la loro repulsione coulombiana media. Per elettroni di spin diverso,
invece, non si ha mai x1 = x2, anche se la posizione spaziale e’ iden-
tica, e quindi Ψ puo’ essere diversa da zero anche se gli elettroni sono
uno sopra l’altro, e la loro repulsione coulombiana media e’ maggiore.
Il fatto che l’antisimmetria tenga lontani elettroni dello stesso spin, e
quindi introduca una correlazione tra le loro densita’ di probabilita’, e’
detto ”correlazione di Fermi”.

7. L’effetto di gran lunga dominante negli atomi a guscio aperto e’ tuttavia
la rimozione della degenerazione predetta a livello IPA, e la formazione
di multipletti. Questo e’ cosi’ importante da meritare una trattazione
separata. Osserviamo pero’ a questo livello che ad ogni configurazione
vengono a corrispondere piu’ valori di energia, cosicche l’energia di una
configurazione diventa mal definita. Si puo’ definire ad esempio come
valore del suo livello piu’ basso, oppure come valore medio su tutti i
livelli. Cosi’ ad esempio in Ni lo stato fondamentale e’ il livello 3F
della configurazione 3d8 4s2, ma la configurazione 3d9 4s e’ vicinissima,
e meno splittata, cosicche’ se si considerano i valori medi e’ piu’ bassa
quest’ultima (vedi avanti).

8. Da ultimo ricordiamo che si possono adoperare gli stati prodotto {ΦI}
come base per sviluppare qualunque Ψ, e in particolare ottenere soluzioni
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piu’ accurate dell’equazione di Schrödinger, al di la’ di IPA

Ψ =
∑
I

CIΦI

Questo procedimento, che e’ il solito sviluppo di un vettore in una
base opportuna, e’ detto ”Interazione di Configurazione” (CI), ed e’ un
metodo standard per migliorare la qualita’ delle funzioni d’onda. Fun-
zioni cosi’ ottenute sono anche dette ”funzioni correlate”. In generale
mescolamenti di configurazioni negli atomi sono molto forti quando
coinvolgono configurazioni con orbitali dello stesso numero quantico,
un esempio semplice e’ in Be

1s2 2s2 ↔ 1s2 2p2

ovvero i due ΦI corrispondenti compaiono con coefficienti grandi nella
Ψ totale.

12.2.2 Struttura di multipletto

L’interazione di configurazione diventa estremamente importante all’interno
degli stati degeneri a livello IPA relativi a una configurazione a guscio aperto,
cioe’ con gusci nl incompletamente riempiti. Come si e’ visto un guscio nlp

da’ origine a

(
4l + 2
p

)
stati prodotto degeneri, e il numero totale rela-

tivo a piu’ gusci aperti e’ il prodotto delle degenerazioni di ciascun guscio.
Come e’ noto, nel caso di degenerazione anche un’interazione piccola porta
a un completo mescolamento delle funzioni di base. Inoltre, essendo tali
stati relativi allo stesso guscio, l’interazione e’ generalmente forte. Quindi la
descrizione IPA e’ particolarmente inadeguata in questo caso, e una prima ap-
prossimazione qualitativamente corretta si puo’ avere limitando l’interazione
di configurazione agli stati prodotto degeneri relativi a una singola configu-
razione. Al solito, adoperando {ΦI} come base, gli stati

Ψ =
∑
I

CIΦI

sono gli autovettori del problema ad autovalori matriciale

HC = EC HIJ = 〈ΦI , HΦJ〉
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Figure 70: Splitting di multipletto in Ne e C
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Figure 71: Struttura a blocchi della matrice di H. I blocchi sono relativi agli
stati degeneri di ogni configurazione

Costruendo la matrice HIJ sui ΦI degeneri e diagonalizzando, la degener-
azione viene parzialmente rimossa, e il livello degenere si suddivide in una
serie di livelli relativamente vicini, detti struttura di multipletto. Vedi ad es.
lo spettro di Ne, e gli stati piu’ bassi dell’atomo di carbonio in Figura 70.
Questo procedimento corrisponde a diagonalizzare, invece che tutta la ma-
trice HIJ su tutte le configurazioni (che diventa rapidamente molto grande),
i singoli blocchi relativi ai ΦI degeneri, cioe’ alle energie IPA E1, E2, E3, . . .
(figura 71).

In realta’ senza bisogno di diagonalizzare si puo’ studiare la struttura
dello spettro risultante considerando un insieme di operatori che commutino
con l’hamiltoniano e i relativi autovettori, costruibili come opportune com-
binazioni lineari dei ΦI completamente determinate dalle proprieta’ di com-
mutazione.

Se si trascurano gli effetti relativistici, l’hamiltoniano commuta con le tre
componenti del momento angolare totale L, e con le tre componenti dello spin
totale S. Ancora commuta con l’operatore parita’ P , relativo all’inversione
delle coordinate. Possiamo allora scegliere come operatori che commutano
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assieme all’hamiltoniano completo

{H,L2, Lz, S
2, Sz, P}

e al posto di HΨi = EiΨi trovare gli autovettori comuni di

HΨnLMSMSΠ = EnLSΠΨnLMSMSΠ

L2ΨnLMSMSΠ = L(L+ 1)ΨnLMSMSΠ

LzΨnLMSMSΠ = MΨnLMSMSΠ

S2ΨnLMSMSΠ = S(S + 1)ΨnLMSMSΠ

SzΨnLMSMSΠ = MSΨnLMSMSΠ

PΨnLMSMSΠ = ΠΨnLMSMSΠ

Osserviamo come senza alcun calcolo abbiamo imparato molto sulla strut-
tura delle soluzioni dell’hamiltoniano completo. Al posto di un indice i
generico che conta i livelli energetici, abbiamo una n−pla di numeri quantici
nLMSMSΠ che ci dicono mote cose sulle soluzioni. L’indice n a questo unto
conta gli autovalori di H con gli stessi valori per gli altri numeri quantici.

Al solito l’ energia EnLSΠ non dipende dagli autovalori M e MS, ed e’
quindi (2L + 1)(2S + 1) volte degenere. Quindi in generale, non tutta la
degenerazione presente a livello IPA viene rimossa, ma solo una parte. La
terna di numeri quantici L, S,Π si indica di solito con il simbolo

2S+1LΠ

ad esempio 3P , 4So, etc., dove il valore di L viene indicato al solito con le
lettere S, P,D, . . ., maiuscole per indicare il momento angolare totale, lo spin
totale S si rappresenta con il valore 2S + 1 in apice a sinistra. Questo e’ il
numero dei possibili valori di MS ed e’ detto molteplicita’ di spin. Infine
l’autovalore Π = ±1 della parita’ si indica con l’apice o a destra per il caso
dispari (odd) Π = −1, mentre viene sottinteso per il caso pari e (even). Cosi’
3P si legge ”uno stato tripletto P”, e 4So ”quartetto S odd”.

Rivediamo il caso dell’atomo di Carbonio nella configurazione fondamen-
tale 1s2 2s2 2p2. Questa fornisce gli stati 1S, 1D, 3P , e quindi i 15 livelli
degeneri si splittano in 3 livelli distinti, con degenerazione complessiva 1
(1S), 5 (= 1 × 5, 1D), 9 (= 3 × 3, 3P ), come deve essere, poiche’ il numero
di stati indipendenti si conserva. Le energie si ottengono diagonalizzando
HIJ sui prodotti ΦI corrispondenti alla configurazione 1s2 2s2 2p2 (figura 70).
Questo livello di descrizione e’ detto accoppiamento LS o ”Russel-Saunders”.
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Figure 72: Splitting spin-orbita dei termini LS
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Se si considerano anche gli effetti relativistici, l’hamiltoniano non com-
muta piu’ separatamente con le componenti del momento totale orbitalico L
e dello spin S, ma solo del momento totale

J = L+ S

Di nuovo l’effetto piu’ rilevante si otterra’ all’interno degli stati LS degeneri,
e porta ad un’ulteriore piccolo splitting dei livelli LS, secondo i possibili
autovalori del momento totale J

J = |L− S|, |L− S|+ 1, . . . , L+ S

Si parla in tal caso di accoppiamento LSJ , e il valore di J si mette come
pedice al simbolo LS

2S+1LΠ
J

Cosi’ ad esempio nel caso precedente si ha

1S → 1S0
1D → 1D2

3P → 3P0,
3P1,

3P2

Di nuovo le energie si otterranno diagonalizzando l’hamiltoniano (questa
volta contenente i termini relativistici) sul sottospazio degenere relativo ai
vari livelli 2S+1LΠ. Un esempio per il caso visto del C e’ in figura 72 (si
controlli la degenerazione totale che deve essere consevata).

Vediamo ancora qualche esempio in maggiore dettaglio. I primi stati
eccitati dell’atomo di He e lo spettro relativo sono riportati in figura 73.
Gli stati eccitati corrispondenti alle configurazioni 1s nl sono splittati in due
componenti corrsipondenti a tripletto e singoletto di spin, S = 1 e S =
0. Non c’e’ splitting di momento angolare orbitale perche’ un elettrone e’
nell’orbitale 1s, con l = 0, e quindi L = l. Si hanno le coppie di stati 3L
e 1L. Come si vede lo splitting e’ significativo per i livelli piu’ bassi, e poi
decresce progressivamente: per 1s 2s e’ ∆E = 0.80 eV, per 1s 2p ∆E = 0.25,
1s 3s ∆E = 0.20, 1s 3p ∆E = 0.08, 1s 3d e’ ∆E = 0.0004.

La separazione dipende dall’interazione tra l’orbitale 1s e quello nl, che
cala all’aumentare della separazione spaziale tra i due orbitali. Quindi cala
al crescere di n, e soprattutto di l (ricordiamo che gli orbitali nl, l > 0 sono
molto piccoli vicino all’origine, dove e’ concentrato l’orbitale 1s). Osserviamo
ancora come le transizioni permesse (righe spettrali) rispettino la regola di
selezione

l′ = l ± 1, ∆S = 0
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Figure 73: Livelli energetici per l’atomo di He. Sopra: splitting dovuto
all’interazione bielettronica. Sotto: splitting spin-orbita
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Le separazioni diventano molto forti quando gli orbitali hanno lo stesso
n. Rivediamo i primi livelli dell’atomo di C. Nello stato fondamentale
1s2 2s2 2p2, lo splitting e’ dovuto unicamente ai 2 elettroni 2p2 (1s2 e 2s2

sono gusci chiusi). Si ricava che le combinazioni permesse sono 1S, 1D, 3P ,
come gia’ visto, riportate in figura 70. L’ordine energetico e’ normalmente
dato dalla regola di Hund:

I livelli di multipletto che originano da una stessa configurazione
hanno energia tanto piu’ bassa quanto piu’ alta e’ la molteplicita’
di spin, e a parita’ di S, quanto piu’ alto e’ il momento angolare
L

Quindi nel caso p2, il livello piu’ basso sara’ il tripletto 3P . Poi tra i singoletti
il piu’ basso sara’ 1D < 1S. In definitiva l’ordine e’

3P < 1D < 1S

Come si vede in figura 70 lo splitting cala fortemente quando un elettrone
passa a un livello superiore, ad esempio 1s2 2s2 2p 3s. Nel caso di elettroni in
orbitali con n diversi i fattori n1l1m1ms1 e n2l2m2ms2 sono comunque diversi,
etutte le possibilita’ per S e L separatamente sono ammesse: cosi’ ad esempio

2s 3p→ 1S, 3S, 1P, 3P, 1D, 3D

Osserviamo come si conservi sempre il numero di stati indipendenti: 2p 3p
da’ n = 6× 6 = 36 = 1 + 3 + 3 + 9 + 5 + 15 stati corrispondenti alla somma
delle molteplicita’ (2S + 1)(2L+ 1).

Osserviamo ancora come si possa avere uno stato eccitato corrispondente
all’eccitazione 2s → 2p, dando la configurazione 2s 2p3. In questo caso lo
splitting e’ molto forte, e il multipletto copre una grande regione di energia,
inframmezzandosi con gli altri stati (figura 70).

Come si e’ detto Li e Si commutano separatamente con H se si consider-
ano solo le interazioni elettrostatiche. Se si considerano anche le interazioni
magnetiche, e in particolare l’interazione ”spin-orbita” (o piu’ precisamente
le correzioni relativistiche), e’ solo il momento angolare totale J = L+S che
commuta con H, e i livelli energetici 2S+1LΠ si splittano in sottolivelli etichet-
tati dal numero quantico J . Questi effetti sono molto piccoli negli atomi
leggeri. Si e’ gia’ visto che nell’atomo di Idrogeno i livelli 2p si splittano in
2p1/2 e 2p3/2; cosi’ in He il livello 1s 2p 3P o si suddivide in 1s 2p 3P o

0
3P o

1
3P o

2

209



Figure 74: Termini per l’atomo di Hg
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(figura 73), dove si vede che lo splitting spin-orbita (s.o.) e circa 10−3 di quello
singoletto-tripletto. Analogo risultato per C si e’ riportato in figura 72. Ma
negli atomi pesanti l’effetto aumenta fortemente (cresce con Z4. Ad esempio
in Hg lo splitting diventa comparabile a quello singoletto-tripletto (figure 72
e 74). L’effetto diventa poi molto grande per gli orbitali interni (di core)
i cui potenziali si possono misurare mediante spettroscopia di fotoelettroni,
come ad esempio per l’atomo di Xe la separazione 2p1/2 - 2p3/2 e’ di circa 320
eV.

Da ultimo osserviamo come negli atomi di transizione (e ancor piu’ nei
lantanidi) lo schema dei livelli diventi molto complesso, per la presenza di
numerose configurazioni vicine in energia, i cui multipletti, spesso con molti
termini, si intersecano. Cosi’ ad esempio lo stato fondamentale di Ni e’
descritto come 3d8 4s2, ed effettivamente lo stato piu’ basso e’ la componente
3F4. Ma gia’ tra questa e la componente 3F3 si infila la configurazione 3d9 4s
con le componenti 3D3, 3D2, e subito dopo la componente 1D2, cosicche’,
come media dei termini, e’ di fatto la configurazione 3d9 4s piu’ bassa in
energia (figura 75). Si osservi ancora la configurazione 3d10 31S a energia
poco superiore.

Riassumiamo quanto visto.

• A livello IPA, H0 =
∑
i heff (i), sono definite le configurazioni elettron-

iche
I = (n1l1)p1(n2l2)p2 · · ·

con energie relative

E0
I = p1εn1l1 + p2εn2l2 + · · ·

Tranne che nel caso del guscio chiuso, che corrsiponde all’occupazione
completa di tutti i gusci, es Ne 1s22s22p6, ogni livello E0

I e’ degenere,
con degenerazione pari a(

4l1 + 2
p1

)(
4l2 + 2
p2

)
· · ·

corrispondente agli autostati

|n1l1m1ms1n2l2m2ms2 · · ·〉

relativi a tutte le posibili scelte per m1,ms1, m2,ms2, · · ·
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Figure 75: Termini per l’atomo di Ni
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• L’hamiltoniano completo commuta con L2, Lz, S
2, Sz, P , e quindi i suoi

autostati si possono scegliere come i loro autovettori comuni e indiciz-
zare con i relativi numeri quantici

HΨnLMSMSΠ = EnLSΠΨnLMSMSΠ

• Poiche’ H0 e’ una buona approssimazione ad H, gli autovalori E0
I sono

una discreta approssimazione agli autovalori esatti. L’effetto dell’interazione
interelettronica residua si puo’ trattare abbastanza bene limitandosi a
diagonalizzareH all’interno del sottospazio degenere relativo a ciascuna
configurazione. Il risultato importante e’ una separazione dei livelli E0

I

in piu’ sottolivelli vicini, dando origine a una struttura a multipletti:
l’approssimazione IPA descrive la struttura dei livelli su larga scala, la
descrizione piu’ accurata splitta questi livelli in piu’ componenti ravvi-
cinate.

Per le configurazioni piu’ semplici (e piu’ comuni) gli operatori L2, Lz, S
2, Sz

costituiscono un CSCO all’interno del sottospazio degenere relativo alla
configurazione I. In tal caso la specifica dei relativi autovalori, insieme
a qualla della configurazione I, fornisce un insieme completo di indici
per gli autostati di H

HΨILMSMSΠ = EILSΠΨILMSMSΠ

Quindi al posto dell’indice n possiamo usare la configurazione I, avremo
ad esempio il livello

1s22s22p2 3P

Osserviamo come la parita’ Π sia completamente determinata dalla con-
figurazione, essendo semplicemente il prodotto delle parita’ dei singoli
orbitali che la compongono, che e’ (−1)li , cioe’

Π = (−1)l1p1(−1)l2p2 · · ·

In realta’ l’hamiltoniano H completo contiene ulteriori interazioni (rel-
ativistiche), che fanno si’ che H non commuti separatamente con L e
S, ma solo col momento angolare J = L+ S.

Di nuovo, (tranne che per i gusci interni degli atomi pesanti) questo
effetto e’ ancora piu’ piccolo dell’interazione elettrostatica, e genera un
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ulteriore splitting dei livelli EILSΠ a seconda dei possibili valori di J
generati dall’accoppiamento di L ed S

J = |L− S|, |L− S|+ 1, . . . , L+ S

cosi’ ad esempio

1s22s22p2 3P → 3P0,
3P1,

3P2

Abbiamo cosi’ i livelli EILSJΠ. Questo schema di classificazione si
chiama cosi’ accoppiamneto LSJ e corrisponde in modo naturale alla
gerarchia di interazioni

Veff � VLS � VJ

dove abbiamo indicato con VLS l’interazione coulombiana residua e con
VJ l’interazione relativistica.

• Resta da determinare quali siano i termini associati a una data con-
figurazione. Il primo problema e’ determinare i termini associati a un
guscio (nl)p. Ad esempio data la configurazione p2, corrispondente a
due elettroni con l = 1 e s = 1/2, si potrebbe pensare che i valori di L
ed S totali si ottengano applicando separatamente a l e ad s la regola
dell’accoppiamento dei momenti angolari

l1 = 1, l2 = 1 → L = 0, 1, 2 s1 =
1

2
, s2 =

1

2
→ S = 0, 1

e si ottengano quindi i termini

1S, 3S,1 P, 3P, 1D, 3D

In realta’ quelli che si ottengono sono un sottoinsieme di questi. La
ragione e’ che la regola dell’accoppiamento dei momenti angolari pre-
suppone che lo spazio degli stati contenga tutti i possibili prodotti
l1m1l2m2, e lo stesso per lo spin, ma questo e’ generalmente proibito
dall’antisimmetria, che non permette di costruire prodotti antisim-
merici con due fattori uguali. Cosi’ ad esempio il prodotto |2p+1α 2p+1α〉
sia identicamente nullo. (Corrisponderebbe ad uno stato 3D, con M =
2, S = 1).
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I termini corrispondenti a un guscio (nl)p dipendono tuttavia solo dai
valori di l e p, e possono essere tabulati una volta per tutte, come in
tabella 76. la tabella elenca, per ogni valore di 2S+1 i possibili valori di
L. Cosi’ ad esempio la configurazione p3 genera i termini 2P o, 2Do,

4 So.
(Nel caso di configurazioni piu’ complesse, ad esempio d3, si ottengono
piu’ termini (ovvero vettori indipendenti) corrispondenti agli stessi val-
ori di LS, 2 termini 2D in questo caso. In tale situazione L2, Lz, S

2, Sz
non bastano a costituire un CSCO all’interno della configurazione, e oc-
corrono ulteriori numeri quantici per distinguere tra tali termini. Non
indagheremo ulteriormente questo problema)

• Nel caso di piu’ gusci aperti invece i momenti totali si ottengono accop-
piando sequenzialemnete i momenti angolare e di spin dei singoli gusci,
poiche’ in questo caso la differenza dei numeri quantici radiali n1 6= n2

fa si’ che non ci siano mai due fattori uguali. Cosi’ ad esempio la
configurazione 2p 3p genera correttamente tutti i 6 termini corrispon-
denti a singoletti e tripletti S, P,D, e in generale dati due gusci con
termini L1, S1 e L2, S2 questi generano tutti itermini LS consistenti
con l’accoppiamento di L1 + L2 e S1 + S2. Nel caso di piu’ gusci, si
accoppiano i primi due, il risultato al terzo e cosi’ in sequenza.

• Ricavati cosi’ tutti i termini relativi a una data configurazione resta
da determinare il loro ordinamento energetico. In generale questo
non puo’ essere ottenuto senza un calcolo specifico degli autovalori
dell’hamiltoniano. Tuttavia, per molte configurazioni semplici, e in par-
ticolare per quella fondamentale, l’ordinamento corretto e’ dato dalla
regola (empirica) di Hund:

I livelli di multipletto che originano da una stessa configu-
razione hanno energia tanto piu’ bassa quanto piu’ alta e’ la
molteplicita’ di spin, e a parita’ di S, quanto piu’ alto e’ il
momento angolare L

Cosi’ nel caso della configurazione p2, il termine di energia piu’ basso
e’ il 3P , poi il 1D e piu’ in alto il 1S.

Da ultimo, per i livelli a diversi valori di J che originano da un dato
termine LS, l’ordinamento energetico segue la regola
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Figure 76: Termini associati alle configurazioni (nl)p
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Multipletto normale: i livelli energetici seguono l’ordine di J
crescente, il livello piu’ basso corrisponde al valore minimo
di J . Si hanno multipletti normali nel caso di occupazione
del guscio inferiore alla meta’, ad esempio p2, d4 etc.

Multipletto invertito: i livelli energetici seguono l’ordine di J
decrescente, il livello piu’ basso corrisponde al valore massimo
di J . Si hanno multipletti invertiti nel caso di occupazione
del guscio inferiore alla meta’, ad esempio p5, d7 etc.

Cosi’ ad esempio si e’ visto nel caso della configurazione 1s2 2s2 2p2 il
termine 3P da origine ai 3 livelli

E(3P0) < E(3P1) < E(3P2)

e viceversa la configurazione 3d8 4s2 di Ni da’ il termine piu’ basso 3F ,
che origina un multipletto invertito

E(3F4) < E(3F3) < E(3F2)
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13 Struttura Molecolare

13.1 Approssimazione di Born-Oppenheimer

Se separiamo l’hamiltoniano totale

H = TN +He He = Te + VeN + Vee + VNN

l’hamiltoniano elettronico He non contiene derivate che agiscano sulle coordi-
nate dei nuclei, contiene pero’ le coordinate nucleari come parametri esterni,
che definiscono il potenziale VeN , in cui si muovono gli elettroni, piu’ il con-
tributo VNN , che fissate le coordinate dei nuclei e’ una costante. Poiche’
la massa dei nuclei e’ molto maggiore di quella degli elettroni (TN contiene
l’inverso delle masse nucleari) si puo trascurare tale termine nella soluzione
del moto per gli elettroni. Questo equivale a considerare che la configurazione
degli elettroni si aggiusti istantaneamente a quella dei nuclei.

Spezziamo allora la soluzione del problema completo Hψ = Eψ in due
parti. Per prima cosa risolviamo l’equazione ad autovalori per i soli elettroni

Heψei = Ee
iψ

e
i

per ogni configurazione fissa dei nuclei. Quindi He, Ee
i , ψ

e
i sono tutte

parametrizzate dalle coordinate dei nuclei Xk

He(X1, . . . , Xp), Ee
i (X1, . . . , Xp), ψei (x1, . . . , xn;X1, . . . , Xp)

dove xj in ψ sono le coordiante degli elettroni. Cioe’, per ogni valore
delle coordinate nucleari abbiamo un hamiltoniano He(X) diverso, perche’
contiene un potenziale diverso e in corrispondenza avremo una serie di au-
tovalori Ee

i (X) e di autofuzioni ψei (X) (X indica collettivamente tutte le
coordinate nucleari). In particolare, se consideriamo Ee

i (X), per ogni stato
elettronico i fissato, questa invece di un numero, come nell’atomo, e’ una fun-
zione delle coordinate nucleari, e costituisce quindi una ipersuperficie nello
spazio delle coordinate nucleari, detta ”superficie di energia potenziale”, o
PES (Potential Energy Surface).

Vediamo il caso piu’ semplice di una molecola biatomica. In questo caso
e’ evidente che il potenziale sentito dall’elettrone dipende solo dalla dis-
tanza internucleare R, che e’ l’unica variabile interna. Avremo quindi Ee

i (R),
ψei (x1, . . . , xn;R), ed E(R), descrivera’ una curva di energia potenziale, del
tipo in figura 77.
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Figure 77: Curve di energia potenziale per la molecola biatomica

Naturalmente avremo una curva di potenziale per ogni autovalore Ee
i ,

cioe’ per ogni livello elettronico. Queste curve, per ogni valore di R, si
ottengono risolvendo l’equazione elettronica

Heψei = Ee
iψ

e
i

(figura 78). Fissato un valore di R, R1, si risolve il problema elettronico
ottenendo

E0(R1), E1(R1), E2(R1), . . .

Si fissa ora un altro valore R2, e si risolve nuovamente, ottenendo E0(R2),
E1(R2), e cosi’ via. Congiungendo tutti i punti E0 cosi’ ottenuti, si ottiene la
curva di potenziale E0(R), e analogamente per E1(R), E2(R), . . . (figura 78).
Anche nel caso poliatomico He, Ee

i , ψ
e
i , non dipendono da tutte le coor-

dinate nucleari, ma solo dai gradi di liberta’ interni (coordinate interne, o
vibrazionali, che alterano le distanze tra i vari nuclei). Consideriamo infatti
una molecola come un corpo rigido, con distanze e angoli tra i vari atomi
fissati. Il potenziale e’ ovviamente invariante se la molecola viene traslata
o ruotata rigidamente nello spazio. Occorrono pero’ tre coordinate, ad es-
empio quelle del baricentro, oppure le tre coordinate di un atomo qualsiasi
per definire la traslazione nello spazio, e ancora tre coordinate per definire
l’ orientazione della molecola nello spazio. Prendiamo ad esempio H2O, e
fissiamo O nell’origine (figura 79). Possiamo poi fissare la posizione di H1

dando le 2 coordinate angolari θ e φ del vettore OH1 nel sistema di riferi-
mento esterno (la distanza O − H1 e’ fissata), e possiamo ancora fissare la
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Figure 78: Costruzione della PES per una molecola biatomica
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Figure 79: Gradi di liberta’ interni

posizione di H2 dando l’angolo di rotazione di O −H2 attorno all’asse OH1

(sia la distanza O − H2 che l’angolo H1OH2 sono fissi). A questo punto
l’orientazione della molecola e’ completamente fissata nello spazio (e cosi’
quella di ogni altro atomo rigidamente attaccato, se ce ne fossero stati di
piu’). Osserviamo ancora il caso eccezionale delle molecole lineari: in questo
caso, fissato il secondo atomo, tutti gli altri sono automaticamente fissati, il
terzo angolo non serve piu’.

Riassumendo, la traslazione rigida e’ definita da 3 coordinate, e la ro-
tazione rigida da altre 3 ( 2 per le molecole lineari) in totale 6 (5). Il numero
totale di coordinate cartesiane per N nuclei e’ 3N , e quindi il numero di
coordinate interne, da cui dipende Ee

i (X), e’ 3N − 6 (3N − 5). Questa e’
quindi la dimensionalita’ della PES.

biatomica 1 es. HCl
triatomica non lin. 3 es. H2O
triatomica lin. 4 es. CO2

tetraatomica 6 es. SO3

Una volta calcolate le Ee
i (X), si potra’ risolvere il problema del moto
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nucleare adoperando la PES come potenziale nell’equazione di Schrödinger
per i nuclei

HN
i χ

N
ik = Eikχ

N
ik

HN
i = TN + Ee

i (X)

dove χNik(X) sono le autofunzioni nucleari e Eik e’ l’energia totale del sistema.
Osserviamo che anche HN = HN

i , e’ parametrizzato dall’indice i dello stato
elettronico, cioe’ dalla PES Ee

i scelta, da cui l’indice i nelle soluzioni Eik,
χik, dove k conta gli autovalori di HN

i .

13.2 Superfici di energia potenziale

Il concetto di PES Ee(X) e’ di importanza fondamentale

• La struttura geometrica delle molecole corrisponde ai punti di minimo
sulla PES

• Le vibrazioni molecolari corrispondono a piccole oscillazioni attorno al
punto di equilibrio

• L’esistenza di isomeri corrisponde a minimi diversi sulla stessa PES, e
la differenza di energia tra isomeri alla differenza di energia tra i minimi
corrispondenti

• Analogamente l’energia liberata in una reazione chimica corrisponde
alla differenza tra le energie dei prodotti (ai rispettivi minimi) e quelle
dei reagenti

• Cosi’ tutto il decorso di una reazione chimica puo’ vedersi come cam-
mino lungo la PES che porta dalla situazione iniziale a quella finale.
Cosi’ dal caso piu’ semplice di moto conformazionale (ad esempio ro-
tazione nell’etano, inversione in NH3) all’interconversione tra isomeri,
al caso della reazione chimica.

Lo studio completo del moto sulla PES, ad esempio in una reazione com-
plessa, che porta alla descrizione completa del processo, e in particolare al
calcolo della velocita’ assoluta di reazione, e’ un problema molto complesso
che puo’ essere risolto accuratamente solo in casi relativamente semplici. In
generale pero’ una descrizione semplificata che permette anche discrete stime
quantitative, si puo’ avere studiando il cosiddetto ”profilo di reazione” che
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Figure 80: Profilo di reazione

rappresenta una sezione monodimensionale della PES lungo il cammino di
minima energia che connette la buca di potenziale dei reagenti (stato iniziale)
a quella dei prodotti (stato finale). In particolare permette di identificare i
passi caratteristici attraverso cui si svolge la reazione. I minimi locali inter-
medi sono detti ”intermedi di reazione”, i massimi locali (che corrispondono
a punti di sella sulla superficie globale) sono detti ”stati di transizione”, e le
differenze di energia con i minimi sono le barriere di energia per la reazione,
o ”energie di attivazione” (figura 80).

La coordinata di reazione e’ una coordinata lungo il cammino di reazione
che porta dai reagenti ai prodotti.

In figura 81 sono riportate le soluzioni dell’equazione Heψe = Eeψe per
lo stato fondamentale delle molecole biatomiche H2, LiF , He2, in partico-
lare E = E(R), ψ = ψ(R), ρ = ρ(R). ρ e’ la densita’ elettronica. Tutte le
grandezze dipendono dalla distanza internucleare R. Seguiamo l’evoluzione
per H2. A grande distanza, (punto a, R > 5), i due atomi non interagis-
cono ancora. Siamo nella zona asintotica. Attorno al punto b comincia a
formarsi il legame, la densita’ si deforma rispetto alla somma dei due atomi
separati, e si accumula nella regione internucleare. A distanze piu’ brevi la
deformazione e’ maggiore, e l’energia scende, fino a raggiungere il minimo
tra i punti f e g, dove ψ e ρ sono completamente delocalizzate su entrambi
i nuclei. Per distanze ancora piu’ corte, punto h, l’energia risale rapida-
mente, perche’ l’energia puramente elettronica, che tende a un limite finito
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Figure 81: Energie e densita’ elettroniche per H2, LiF e He2
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Figure 82: Contributi all’energia elettronica totale, energia di repulsione nu-
cleare ed energia elettronica pura

per R→ 0 (in questo caso, all’energia dell’atomo di He, quando i due nuclei
sono sovrapposti) non compensa il rapido incremento dovuto alla repulsione
coulombiana tra i due nuclei: il termine VNN = 1/R (figura 82. La densita’
diventa quasi sferica, tende a quella dell’atomo di elio.

Nel caso di LiF , al solito, a distanza molto grande (punto a, R > 10), i
due atomi non sentono l’uno dell’altro, la molecola e’ completamente disso-
ciata. Osserviamo come si abbia

LiF → Li+ F per R→∞

si dissocia negli atomi neutri. Il potenziale di ionizzazione di Li e’ 5.3917 eV e
l’affinita’ elettronica di F e’ 3.41 eV, quindi la dissociazione in ioni Li+ + F−

e’ piu’ alta in energia di ∆E = 1.98 eV = 0.072 au. Se definiamo 1/R0 = ∆E,
R0 = 13.8 au, alla distanza critica R0, l’attrazione coulombiana tra gli ioni
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Li+ + F− uguaglia (e diviene maggiore a distanze piu’ corte) l’energia
necessaria a formare la coppia ionica. Come si puo’ vedere, al punto b si ha
un brusco salto dell’elettrone esterno, 2s del litio (che e’ molto diffuso, come
vediamo in a) al fluoro. Da qui in avanti l’energia decresce essenzialmente
per il contributo di attrazione coulombiana −1/R, a distanze piu’ corte si ha
comunque una certa delocalizzazione anche su Li+, che mantiene tuttavia la
sua individualita’ fin nella regione di minimo.

Analogo discorso per He2, qui in realta’ un legame non si forma mai e la
curva e’ completamente repulsiva (se si eccettua la debole attrazione di Van
Der Waals a lunghe distanze) perche’ entrambi gli atomi di He hanno gli or-
bitali di valenza pieni, e come vedremo questo porta sempre a un’interazione
repulsiva.

In ogni caso, si calcola l’energia elettronica totale a varie distanze in-
ternucleari, e si ottiene la curva di potenziale Ee(R) interpolando i punti
ottenuti.

La figura 83 illustra una serie di curve di energia potenziale per la molecola
H2. La piu’ bassa 1σ2

g (1sσ e’ un modo per indicare l’orbitale molecolare
σg ottenuto combinando linearmente due orbitali atomici 1s sui due atomi,
1sσ = 1s1 +1s2, vedi piu’ avanti) e’ la curva relativa allo stato fondamentale,
che presenta un profondo minimo (legame forte) alla distanza di circa 0.7 Å.
La curva successiva (primo stato eccitato) e’ completamente repulsiva, si e’
eccitato un elettrone nell’orbitale antilegante. Come si vede ci sono molte
(∞) curve di energia potenziale, corrispondenti ai vari stati eccitati di H2.
L’ultima curva corrisponde alla ionizzazione di H2. Un elettrone se ne va
lasciando la molecola H+

2 nel suo stato fondamentale, che come si vede e’
ancora stabilmente legato con un minimo pronunciato (ma piu’ piccolo che
in H2) e distanza di equilibrio piu’ grande, Re = 1 Å. Il legame infatti e’
indebolito perche’ adesso c’e’ un solo elettrone di legame.

Le figure 84 illustrano le varieta’ di forme che possono assumere le curve
di energia potenziale, anche con piu’ minimi. Spesso queste forme inusuali
sono il risultato di cosiddetti ”incroci evitati”. Un esempio e’ schematizzato
in figura 83 per la molecola BH+. La linea continua rappresenta le curve
di potenziale relative a due configurazioni elettroniche Φ1 e Φ2, prese sep-
aratamente. Ad esempio Φ1 = (X 3Pu + H 2Sg) ha un minimo profondo,
ma un’energia asintotica piu’ alta. Φ2, invece, e’ repulsiva, ma dissocia a
un’energia minore. A una certa distanza internucleare, R0, le due curve si
intersecano. In realta’ l’interazione elettronica mescola le due configurazioni,
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Figure 83: Sopra: curve di energia potenziale per H2. Sotto: Incrocio evitato
tra due curve di energia potenziale
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Figure 84: Curve di potenziale nelle biatomiche
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fornendo
Ee

1 ψe1 = C11Φ1 + C21Φ2

Ee
2 ψe2 = C12Φ1 + C22Φ2

con C autovettori di H

HeCi = Ee
iCi, HIJ = 〈ΦI , HΦJ〉

Adessso le curve Ee
1 e Ee

2 sono come quelle tratteggiate, e non possono
mai intersecarsi. Come sappiamo dalla soluzione del problema 2 × 2, anche
nel caso degenere H11 = H22, i due autovalori sono separati. Naturalmente
per

R� R0 ⇒ ψe1 ' Φ1 ψe2 ' Φ2

e viceversa per
R� R0 ⇒ ψe1 ' Φ2 ψe2 ' Φ1

Nell’intorno di R0 quindi la natura della funzione d’onda cambia brusca-
mente, da una configurazione all’altra. Il risultato finale e’ quello indicato in
figura 84 in alto.

Un caso gia’ discusso e’ quello degli alogenuri alcalini. In figura 84 (al
centro) sono illustrate le prime due curve di potenziale per NaCl. Il discorso
e’ analogo a quello gia’ visto per LiF . La ∆E tra le situazioni a R0 = ∞:
Na+ Cl e Na+ + Cl− e’ di 1.42 eV, con lo stato ionico a energia superiore.
La curva relativa alla sola configurazione Φ(NaCl) e’ sostanzialmente piatta,
quella di Φ(Na+Cl−) e’ dominata dall’attrazione coulombiana. Le due curve
quindi si intersecano a R0 = 1/∆E ' 10Å. Si ha un incrocio evitato molto
stretto, e di fatto lo stato fondamentale cambia bruscamente natura da ψe1 '
ΦNa+Cl− fino a R0, a ψe1 ' ΦNaCl per R > R0.

Nel caso di piu’ incroci evitati (piu’ comuni negli stati eccitati) questo
puo’ portare a curve con piu’ minimi, vedi ad esempio figura 84 in basso in
H2.

Nel caso di una molecola triatomica, ci sono 3 (4 se lineare) coordinate
interne, ad esempio R1, R2, θ

A
R1− B

R2− C︸ ︷︷ ︸
θ

(θ1 e θ2 lungo due piani perpendicolari se lineare)
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Figure 85: Sezioni della PES per HCN
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Figure 86: Sezioni asintotiche della PES

Possiamo cercare di visualizzare Ee(Q1, Q2, Q3) prendendone delle sezioni
ottenute tenendo fisso il valore di una coordinata e variando le altre due.
Un modo per rappresentare una funzione di due variabili, z = f(x, y) e’
di disegnare delle sezioni a z = costante dette curve di livello. Questo e’
come si rappresentano i rilievi montuosi in una carta topografica. Nella
figure 85 sono rappresentate due sezioni di Ee per la molecola HCN . Nella
figura in alto si e’ tenuto θ = 180o costante, cioe’ la molecola lineare, e
si e’ considerata Ee(R1, R2), R1 = H − C e R2 = C − N . Osserviamo
il minimo (punto 1) a -13.75 eV. L’energia sale rapidemente se R1 o R2

diventano piu’ corte. Le direzioni di minima pendenza sono v3 (allungamento
di RCH) e v1 (allungamento di RCN). Come si vede la salita e’ meno ripida
allungando C −H, che raggiunge il valore asintotico dopo la curva di livello
6, quindi a circa -8 eV (energia di dissociazione < 6 eV), mentre e’ piu’
ripida allungando RCN , che dissocia dopo la curva 10, e richiede quindi ∆E
= 10 eV. Se facciamo due sezioni ulteriori, tenendo fissa una distanza a valori
grandi, ad esempio RCH = 3, otterremo la curva di potenziale della molecola
biatomica residua, in questo caso CN . E analogamente fissando RCN = 3
otterremo la curva relativa alla biatomica CH (figura 86).

Il profilo di reazione ottenuto dal percorso che porta da RCH = ∞ a
RCN = ∞ per la strada di minima pendenza, sara’ una curva del tipo in
figura 87, e descrivera’ esperimenti di collisione in cui ad esempio un atomo
di idrogeno reagisce con un radicale CN per fornire CH + N , oppure la
situazione in cui HCN viene eccitato a dissociare in CN +H o CH +N .

La sezione in figura 85 in basso e’ ottenuta invece fissando RCN alla
distanza di equilibrio sull’asse x, e considerando come coordinate interne le
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Figure 87: Profilo di reazione H + CN = HC + N

coordinate (x, y) dell’atomo di idrogeno. Questa superficie visualizza bene il
processo di interconversione tra i due isomeri H − C − N e C − N − H. I
due minimi sono a y = 0, x = A (' 0.8 Å la distanza H −C di equilibrio) e
x = B (' 0.85 Å quella di N −H). Come si vede l’interconversione avviene
lungo un cammino di minima energia che corrisponde a una rotazione del
protone attorno al frammento CN . La barriera di energia che porta da A
al punto di sella S e’ circa il doppio (4 curve di livello, ' 1.6 eV) rispetto
a quella da B a S (2 curve, ' 0.8 eV), e il punto S e’ corrispondentemente
spostato verso C.

Osserviamo che il concetto stesso di PES e’ legato all’approssimazione di
Born-Oppenheimer, ove questa non fosse valida, cade il concetto di PES, e
di evoluzione del sistema su una singola PES. Fortunatamente in generale, e
in paricolare per lo stato elettronico fondamentale, l’approsimazione B.O. e’
un’ottima approssimazione, anche quantitativamente (come si e’ visto dalle
correzioni molto piccole ai livelli dell’atomo di H quando si consideri la massa
finita del protone).

Riassumiamo i punti fondamentali:

• l’equazione completa e’

Hψ = Eψ H = TN +He

• Risolviamo inizialmente il problema elettronico

Heψei = Ee
iψ

e
i
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Figure 88: interconversione tra gli isomeri dell’allene
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Figure 89: profilo di reazione da allene a metilacetilene
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Figure 90: allene: conclusioni
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dove He, Ee
i , ψ

e
i dipendono dalle coordinate nucleari Xk.

• Risolviamo quindi il problema per i nuclei

HN
i χ

N
ik = Eikχ

N
ik HN

i = TN + Ee
i

Osserviamo che l’hamiltoniano HN
i e’ indicizzato dall’indice i, che e’

l’indice dello stato elettronico i-esimo, e quindi dalla PES Ee
i , su cui si

risolve il moto nucleare. L’energia totale Eik e la funzione d’onda dei
nuclei χik, sono indicizzate anch’esse da i, stato elettronico, e da k, che
conta gli autovalori di HN

i (k sara’ l’insieme dei numeri quantici che
definiscono gli autostati di HN

i .

• La funzione d’onda totale corrispondente e’ il prodotto

ψik(x1, . . . , xn, X1, . . . , Xp) = ψei (x;X)χNik(X)

Come ultimo esempio possiamo riportare uno studio dei cammini di in-
terconversione tra gli isomeri di C3H4: allene, ciclopropene e metilacetilene,
illustrati nelle figure 88 - 90.

13.3 Livelli vibrorotazionali per la molecola biatomica

Consideriamo in maggior dettaglio la soluzione del moto nucleare per una
molecola biatomica. Lasciamo sottinteso l’indice i dello stato elettronico.
Siano mA e mB le masse dei due nuclei A e B, e R la distanza internucleare.
L’equazione per il moto nucleare e’

{TN + Ee(R)}χk = Ekχk

TN =
p2
A

2mA

+
p2
B

2mB

=
P 2

2M
+
p2

2µ

separando al solito il moto del baricentro, con energia P 2

2M
, M = mA + mB,

da quello del moto relativo, con massa ridotta µ e coordinata relativa R =
RA −RB

µ =
mAmB

mA +mB

E’

HN = HCM +Hrel HCM =
P 2

2M
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Figure 91: potenziale radiale Ee(R)

HCM rappresenta il moto libero del baricentro (ovvero moto della parti-
cella nella scatola, se consideriamo il volume in cui e’ racchiusa la molecola.
Poiche’ tale volume e’ macroscopico, i livelli sono cosi’ fitti che il moto e’
identico a quello classico).

Hrel =
p2

2µ
+ Ee(R) = − 1

2µ

1

R

d2

dR2
R +

J2

2µR2
+ Ee(R)

che e’ l’hamiltoniano di una particella di massa µ nel potenziale radiale Ee(R)
(campo centrale).

Sappiamo che la soluzione si fattorizza nel prodotto di una funzione ra-
diale RvJ(R) e di un’armonica sferica YJM(θ, φ)

χvJM = RvJ(R)YJM(θ, φ)

dove RvJ(R) e’ soluzione dell’equazione radiale

hJRvJ = EvJRvJ hJ = − 1

2µ

1

R

d2

dR2
R +

J(J + 1)

2µR2
+ Ee(R)
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che puo’ essere risolta accuratamente nota la PES Ee(R). Rivediamola piu’
in dettaglio in figura 91. E’

• Re = distanza corrispondente al minimo della buca di potenziale

• De = energia del minimo rispetto all’energia degli atomi separati,

De = Ee(∞)− Ee(Re)

• D0 = energia del livello E00 (stato vibrorotazionale fondamentale) rispetto
all’energia degli atomi separati. Questa e’ l’energia di dissociazione
della molecola che si misura sperimentalmente.

• R0 = valore medio della distanza nucleare

R0 = 〈χ00, Rχ00〉

e’ quello che si misura sperimentalmente, e puo’ essere diverso (legger-
mente) da Re a causa dell’anarmonicita’ del potenziale.

Possiamo ottenere buone soluzioni approssimate, senza risolvere esplicita-
mente l’equazione, introducendo ulteriori approzzimazioni.

13.3.1 Il rotatore rigido

Nella maggior parte dei casi l’ampiezza di vibrazione attorno al minimo di
equilibrio e’ piuttosto piccola, e si puo’ approssimare il termine

J(J + 1)

2µR2
' J(J + 1)

2µR2
e

che e’ comunque piuttosto piccolo. Ricordando µR2
e = I, momento di inerzia

della molecola alla distanza internucleare di equilibrio, questo termine e’
l’autovalore dell’hamiltoniano rotazionale

Hrot =
J2

2I
HrotψJM = ErotψJM

Erot = EJ =
J(J + 1)

2I
ψJM = YJM J = 0, 1, 2, . . .

Hrot corrisponde all’espressione per l’energia rotazionale classica di un
corpo rigido di momento di inerzia I (isotropo, I uguale attorno a qualunque
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Figure 92: Livelli e transizioni rotazionali

asse), e rappresenta quindi i livelli di energia rotazionale della molecola con-
siderata come rigida, due masse mA e mB separate dalla distanza R0. Si usa
scrivere

EJ = BJ(J + 1)

dove B = h̄2

2I
e’ detta ”costante rotazionale” (introducendo anche il fattore

h̄2 per esprimere il momento di inerzia e le energie in qualunque unita’ di
misura). Osserviamo che l’energia cresce in modo quadratico con J (figura 92).
Se consideriamo transizioni tra livelli contigui J → J + 1

∆EJ = EJ+1 − EJ = B(J + 1)(J + 2)−BJ(J + 1) = 2B(J + 1)

Queste sono le transizioni permesse per assorbimento di radiazione elet-
tromagnetica (solo se la molecola possiede momento di dipolo permanente,
quindi ad esempio in HCl ma non in H2 o Cl2). Questi sono detti spettri
rotazionali puri e consistono in una serie di righe equispaziate con spaziatura
2B (nell’approssimazione del rotatore rigido). Da queste si ricava il valore di
B, quindi di I, e, nota µ, il valore di Re. In generale i valori piu’ accurati di
questo parametro derivano proprio dall’analisi degli spettri rotazionali.

L’equazione per la funzione radiale RvJ(R) ≡ Rv(R) diventa indipendente
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da J e si riduce a

[− 1

2µ

1

R

d2

dR2
R + Ee(R)]Rv = EvRv

ed e’
EvJ = Ev + EJ

dove Ev e’ l’energia vibrazionale. Abbiamo quindi la separazione

HN = HCM +Hrot +Hvib ⇒ E = Etrasl + Erot + Evib + Eel

dove Eel = Ee(Re) e’ l’energia elettronica, e Evib e’ relativa a Ee(Re) come
zero. Quindi in questa approssimazione l’energia totale della molecola si
separa nella somma dell’energia traslazionale del centro di massa, e nella
somma di un contributo rotazionale, uno vibrazionale e uno elettronico.

13.3.2 L’oscillatore armonico

Possiamo ottenere una soluzione analitica dell’equazione vibrazionale

[− 1

2µ

d2

dR2
+ Ee(R)]Pv(R) = EvPv(R) Pv(R) = RRv(R)

se approssimiamo Ee(R) con un potenziale armonico. Questo equivale a
sviluppare Ee(R) in serie di Taylor nel punto di minimo Re

Ee(R) = Ee(Re)+
dEe

dR
|Re(R−Re)+

1

2

d2Ee

dR2
|Re(R−Re)

2+
1

3!

d3Ee

dR3
|Re(R−RE)3+· · ·

Poiche’ dEe

dR
|Re = 0 al minimo della curva, e trascurando i termini cubici e

superiori, posto x = R−Re, e’

V (x) = Ee(R)− Ee(Re) =
1

2
kx2 k =

d2Ee

dR2
|Re

k e’ la curvatura della PES al minimo, e rappresenta la costante di forza del
legame. Otteniamo cosi’ l’equazione di Schrödinger per l’oscillatore armon-
ico. Quindi Pv sono le autofunzioni dell’oscillatore armonico, e le corrispon-
denti

Ev = (v +
1

2
)hν + Ee(Re)
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Figure 93: Potenziale armonico e transizioni vibrazionali

sono le energie dell’oscillatore armonico, relative ad Ee(Re) come zero di
energia (abbiamo traslato l’origine del sistema di riferimento nel punto di
minimo di Ee(R), figura 93). E’ evidente che l’approssimazione armonica
sara’ una buona approssimazione nelle vicinanze del minimo, e quindi per i
livelli vibrazionali piu’ bassi, e degrada via via che si sale verso il limite di
dissociazione (nell’approssimazione armonica la molecola non potrebbe mai
dissociare). Le deviazioni dai risultati dell’approssimazione armonica sono
spesso detti ”effetti di anarmonicita’”.

La frequenza armonica e’

ν =
1

2π

√
k

µ

con i livelli equispaziati (figura 93).
Le regole di selezione per l’assorbimento di radiazione nell’approssimazione

armonica dicono che

• Sono possibili transizioni solo se

ν → ν ± 1

e se
dµ

dx
|Re 6= 0

241



cioe’ se la variazione di momento di dipolo rispetto alla distanza interatomica
(alla posizione di equilibrio) non e’ nulla. Cosi’ ad esempio in HCl si osserva
la transizione vibrazionale in assorbimento, ma non in H2 o Cl2 Di norma
(ν sufficientemente grande) a temperatura ambiente solo il livello ν = 0 e’
significativamente popolato, e in assorbimento si osserva la sola transizione
0→ 1, a frequenza ν. La misura della frequenza vibrazionale, nota µ, fornisce
immediatamente la costante di forza k del legame. Ancora, poiche’ la forma
della PES per le varie molecole nello stato fondamentale e’ abbastanza simile,
empiricamente vi e’ una relazione abbastanza ben verificata tra costante di
forza k e energia di dissociazione De (cioe’ profondita’ della buca): maggiore
e’ k, tanto piu’ forte e’ il legame e maggiore e’ l’energia di dissociazione.

Riassumendo, l’energia totale di una molecola biatomica e:

E = ECM + EivJ

EivJ = EJ + Ev + Ei

EJ = BiJ(J + 1) Bi =
h̄2

2Ii
Ii = µR2

ei

Ev = (v +
1

2
)hνi νi =

1

2π

√
ki
µ

ki =
d2Ee

i

dR2
|Rei

Ei = Ee(Rei)

dove abbiamo messo in evidenza che Re e k dipendono dal particolare stato
elettronico i, e quindi anche B e ν (spesso si considera solo lo stato elettronico
fondamentale, e si sottintende).

Vediamo alcuni numeri
ν (cm−1) B (cm−1) Re (Å) D0 (eV )

H2 4401.21 60.853 .74144 4.4781
D2 3115.50 30.443 .74152 4.5563
HCl 2990.95 10.593 1.2746 4.4326
N2 2358.57 1.9982 1.09768 9.759
CO 2169.81 1.9313 1.12832 11.09
RbBr 169.46 0.04753 2.9447 3.90
RbKr 13. 5.29 0.0091

Commenti
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• H2 ha la piu’ alta ν tra tutte le molecole, a causa della massa molto
piccola. Cosi’ in generale le frequenze di H −X, dove X e’ un atomo
pesante, sono generalmente alte (∼ 3000 cm−1) poiche’ µ ' mH

• Effetto isotopico: se sostituiamo ad esempio H con D, la PES rimane
identica, poiche’ dipende solo dalle cariche dei nuclei, che determinano
il potenziale, Re(H2) = Re(D2). E’ mD ' 2mH , µD2 ' 2µH2 e si vede
che e’

BD2 '
1

2
BH2 νD2 '

1√
2
νH2

Le piccole differenze osservate sono dovute principalmente agli effetti
di anarmonicita’, e alle altre approssimazioni introdotte, che come si
vede sono piuttosto piccole. In ogni caso l’effetto della sostituzione
isotopica e’ ben rilevabile spettroscopicamente, e fornisce importanti
informazioni.

• Osserviamo come la k, e quindi la ν (a parita’ di massa) rifletta la forza
del legame. µ e’ quasi uguale in RbBr e RbKr, ma ν varia di oltre un
fattore 10.

• Si vede come generalmente B sia dell’ordine di 10−2 ν, e anche meno:
questo significa che la spaziatura dei livelli rotazionali e’ molto piu’
piccola (circa 10−2 per quelli piu’ bassi) dei corrispondenti livelli vi-
brazionali. Tuttavia, poiche’ l’energia rotazionale aumenta in modo
quadratico con J , livelli rotazionali alti possono avere energie compa-
rabili.

Analogamente la spaziatura tra i livelli vibrazionali e’ circa 10−1 o anche
meno di quella tra i livelli elettronici:

∆Ei = Ee
i+1 − Ee

i

e in particolare tra il livello elettronico fondamentale Ee
0 e gli stati

eccitati Ee
i . Per questo la struttura globale dei livelli energetici e’ del

tipo illustrato in figura 94.

• Alle energie piu’ basse avremo transizioni rotazionali pure, nello stato
elettronico e vibrazionale fondamentale. Le frequenze relative cadono
nella regione delle microonde, per cui gli spettri rotazionali sono anche
detti ”spettri a microonde”, e come si e’ visto consistono in una serie
di righe equispaziate di 2B (nell’approssimazione del rotatore rigido).
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Figure 94: Livelli energetici molecolari
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A energie piu’ alte possiamo avere transizioni vibrazionali, in partico-
lare la transizione 0 → 1. La regione spettrale e’ quella dell’infrarosso
(IR), per cui gli spettri vibrazionali vengono anche detti ”spettri IR”.
Osserviamo che alla transizione v = 0→ v = 1 possono accompagnarsi
transizioni rotazionali, come indicato in figura 95. Questo perche’ a
temperatura ambiente, sono generalmente popolati diversi livelli ro-
tazionali. Senza entrare nei dettagli, si osservera’ quindi una ”banda
vibrazionale” che consiste di molte righe ravvicinate, corrispondenti
alle diverse transizioni rotazionali, che a bassa risoluzione risultera’
una struttura allargata, da cui il nome di ”banda”. Analogo discorso
vale per le eccitazioni elettroniche, che saranno accompagnate da con-
comitanti transizioni vibrazionali e rotazionali, che danno un insieme
di molte righe ravvicinate. Queste si risolvono solo in spettri ad alta
risoluzione, su molecole in fase gassosa, a bassa pressione (le colli-
sioni tra le molecole allargano le righe). A risoluzione piu’ bassa, e
quindi sempre negli spettri in soluzione, si osserveranno delle bande
molto larghe, come in figura 95. (questo e’ vero in particolare per le
molecole poliatomiche, dove all’aumentare della complessita’ moleco-
lare aumenta parallelamente la densita’ dei livelli).

Le transizioni elettroniche cadono nelle regioni spettrali del visibile (nel
caso di stati elettronici eccitati particolarmente bassi in energia) o piu’
spesso nell’ultravioletto (UV). Per questo gli spettri elettronici sono
spesso chiamati anche spettri ”UV-visibile”.

13.4 Struttura elettronica molecolare

La soluzione del problema elettronico

Heψei = Ee
iψ

e
i

He = Te + VeN + Vee + VNN =
∑
i

h(i) +
∑
i<j

g(i, j) + VNN

h(i) = −1/2∆i −
∑
j

Zj
Rij

e nell’approssimazione IPA, con un potenziale efficace Veff

He '
∑
i

heff (i)
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Figure 95: Transizioni e bande vibrorotazionali. Sotto: bande elettroniche
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La differenza sostanziale con il caso atomico e’ che adesso heff (i) non ha piu’
un potenziale a simmetria sferica, e la soluzione dell’equazione monoelet-
tronica hφk = εkφk non e’ piu’ separabile, ed e’ quindi piu’ complicata da
risolvere.

L’approccio canonico per la soluzione dell’equazione ad autovalori e’ lo
sviluppo in una base {χµ}: si ottengono gli elementi di matrice

hµν = 〈χµ, hχν〉 Sµν = 〈χµ, χν〉

(che nel caso specifico sono integrali) e si risolve il problema ad autovalori
algebrico

hck = εkSck

dove e’
φk =

∑
µ

χµcµk

Adoperando in pratica una base troncata, conosciamo le proprieta’ vari-
azionali delle soluzioni: al limite della base infinita le soluzioni convergono
ordinatamente dall’alto verso quelle esatte. Naturalmente con una base tron-
cata (finita) la qualita’ della soluzione dipende in modo essenziale dalla scelta
delle funzioni di base, che devono essere in grado di approssimare bene la
soluzione cercata.

13.4.1 Approccio LCAO

Poiche’ nelle vicinanze di ciascun nucleo domina il potenziale coulombiano
di quel nucleo (questo potenziale va all’infinito, mentre gli altri sono prati-
camente costanti, vedi figura 96) e’ evidente che la soluzione di hφ = εφ,
nell’intorno del nucleoA assomigliera’ a quella dell’hamiltoniano hA dell’atomo
A libero.

per rA → 0 h ' hA φ ' χA

dove
hAχA = εAχA

O meglio, sara’
φ '

∑
i

cAiχAi

dove χAi sono le autofunzioni di hA, cioe’ le soluzioni dell’atomo isolato:
quelle che chiamiamo orbitali atomici (AO). Cosi’ ad esempio per un carbonio
avremo C1s, C2s, C2p, . . ..
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Figure 96: potenziale lungo l’asse internucleare in una molecola biatomica

Allora, se la molecola contiene i nuclei A, B, C, . . . una base adatta sara’
la riunione di AO centrati sui vari nuclei, cioe’

{χµ} = {χAk} ∪ {χBk} ∪ {χCk} ∪ · · ·

Ad esempio per H2O

{χµ} = {O1s, O2s, O2px, O2py, O2pz, H11s, H21s}

Potremo anche scrivere

φ =
∑
µ

χµcµ =
∑
A

∑
k

χAk cAk

Del resto osserviamo che

• la base LCAO descrive esattamente la soluzione nel limite degli atomi
separati a grandi distanze.

• Di fatto la formazione della molecola comporta una distorsione piut-
tosto modesta della densita’ elettronica rispetto alla somma delle den-
sita’ atomiche. Questo si vede bene ad es. in fig 97 che illustra la
densita’ elettronica dell’antracene. Si distinguono bene gli atomi di
carbonio, un po’ meno gli idrogeni a causa della loro densita’ elettron-
ica molto bassa, che e’ non ben definita nell’esperimento.
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Figure 97: densita’ elettronica dell’antracene

Nota. Questo discorso non va inteso in senso letterale. Ricordiamo che {χµ}
e’ semplicemente una base con cui sviluppiamo la soluzione φk. Mentre e’
vero che gli AO occupati, e in genere quelli di valenza (cioe’ dello stesso nu-
mero quantico principale di quelli occupati, anche se vuoti: cosi’ per Li o Be,
anche gli orbitali 2p sono di valenza) sono essenziali per avere una buona ap-
prosimazione, da soli non sono sufficienti per una soluzione numericamente
accurata. Questo perche’ da soli non riescono a descrivere accuratamente
la deformazione della densita’ elettronica dovuta alla presenza degli atomi
vicini attorno a ciascun atomo (formazione di legami, polarizzazione, ec-
cetera). Per questo occorre aggiungere ulteriori funzioni di base. A questo
scopo, tuttavia, i veri orbitali atomici che descrivono stati eccitati dell’atomo
sono del tutto inefficaci, perche’, aumentando il numero quantico princi-
pale, diventano molto diffusi, mentre le funzioni richieste debbono restare
localizzate nella stessa regione spaziale di quelle di valenza. L’esperienza
ha mostrato come costruire funzioni addizionali adatte, sempre centrate sui
vari nuclei, che per questo vengono comunque chiamate AO, anche se non
sono piu’ in relazione con i veri orbitali atomici, cioe’ soluzioni dell’equazione
hAχAi = εAiχAi per i singoli atomi. Con queste funzioni addizionali la con-
vergenza e’ abbastanza rapida. In ogni caso la base formata dai soli AO di
valenza, detta spesso ”base minima” o LCAO puro, fornisce di solito risultati
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qualitativamente corretti, anche se non quantitativamente accurati.

13.4.2 Il problema secolare 2× 2

Rivediamo l’equazione ad autovalori nella base {χµ}µ=1,...,m

hck = εkSck

che e’ un problema ad autovalori algebrico generalizzato (per la presenza
della matrice S, a causa della non ortogonalita’ della base).

In generale, date le matrici h ed S, sara’ necessaria una soluzione numerica
del problema. Per questo esistono algoritmi ben consolidati, per cui si puo’
considerare la soluzione standard fino a dimensioni m ' 104.

Sappiamo che si ottengono m autovettori ck, ortonormali

〈ck, cl〉 = c+
k Scl = δkl

tanti quanti le funzioni di base, con εk ≥ ε∞k , ε∞k soluzioni esatte dell’equazione
di partenza, a cui si converge nel limite di una base completa.

Vediamo la soluzione analitica nel caso 2 × 2 degenere, cioe h11 = h22.
Gli autovalori sono le soluzioni che annullano il determinante |h− εS| = 0∣∣∣∣∣ h11 − εS11 h12 − εS12

h21 − εS21 h22 − εS22

∣∣∣∣∣
Assumendo χµ normalizzate e’ S11 = S22 = 1. Inoltre S12 = S21 ≡ S;

h12 = h21 ≡ V e h11 = h22 ≡ EA Riscrivendo quindi∣∣∣∣∣ EA − ε V − εS
V − εS EA − ε

∣∣∣∣∣ = 0 = (EA − ε)2 − (V − εS)2

si ottiene

(EA − ε)2 = (V − εS)2 ⇒ EA − ε = ±(V − εS)

Se scegliamo il segno (−) otteniamo

(−) EA − ε = εS − V EA + V = ε(1 + S) ε1 =
EA + V

1 + S

Analogamente

(+) EA − ε = V − εS EA − V = ε(1− S) ε2 =
EA − V
1− S
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Figure 98: Interazione tra due AO e formazione di MO legante e antilegante

I relativi autovettori sono

(−) (EA − ε)c1 + (V − εS)c2 = 0

ma EA − ε = −(V − εS) da cui

c1 − c2 = 0 c1 = c2 =
1√

2(1 + S)

e analogamente per (+)

c1 = −c2 =
1√

2(1− S)

Possiamo schematizzare la situazione come in figura 98
Osserviamo che si ottengono un autovalore ε1, piu’ basso dell’energia EA

dell’atomo isolato di una quantita’ ∆E1, e uno piu’ alto della quantita’ ∆E2.
(V e’ assunto negativo e S positivo, vedremo che corrisponde alla situazione
fisica, altrimenti il discorso si capovolge). In generale e’ anche ∆E1 < ∆E2,
poiche’ la differenza EA±V e’ divisa per (1+S) > 1 per ε1, e per (1−S) < 1
per ε2.
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Figure 99: Molecola H+
2

13.4.3 La molecola H+
2

Questa e’ la molecola piu’ semplice, con due nuclei e un solo elettrone. Os-
serviamo che e’ una molecola stabile, che esiste ed e’ ben caratterizzata spet-
troscopicamente, anche se non si puo’ avere un pallone pieno di H+

2 , perche’
e’ carica e molto reattiva.

L’hamiltoniano elettronico e’

He = Te + VeN + VNN = −1

2
∆− 1

r1

− 1

r2

+
1

R

(figura 99). A R fisso l’ultimo termine e’ una costante, che viene aggiunta
all’energia elettronica calcolata con l’hamiltoniano elettronico puro

H = −1

2
∆− 1

r1

− 1

r2

He = H + VNN

Le quantita’ piu’ importanti sono la distanza di equilibrio Re e la profon-
dita’ della buca De, che caratterizzano la curva di energia potenziale Ee(R)
(figura 91). Per H+

2 e’ Re ' 2.00 a.u. nello stato fondamentale (questo e’ un
caso, non e’ un numero intero!).

Per H+
2 e’ possibile una soluzione numerica estremamente accurata, che

permette un confronto preciso con i risultati di altri metodi approssimati di
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impiego piu’ generale. Riportiamo alcuni risultati per De dello stato fonda-
mentale in tabella.

Re (au) De (au)
Esatto 2.00 0.102 634 214 494 946 461 508 968 91 ...
1s1 + 1s2 2.493 0.064 831 α = 1, LCAO puro
1s(α) 2.00 0.086 505 αopt = 1.228
1s(αs) + a2p(αp) 2.00 0.099 80 αs = 1.247, αp = 2.868, a = 0.145

Le curve per lo stato fondamentale e il primo stato eccitato sono riportate
in figura 100, a tratto pieno. La soluzione LCAO puro, cioe’ con due orbitali
1s dell’atomo di idrogeno, fornisce la curva tratteggiata. Come si vede, de-
scrive in modo qualitativamente corretto la formazione del legame e la forma
della buca di potenziale, ma la distanza di equilibrio e’ troppo lunga ' 2.5
au contro 2.0, e la De e’ solo circa il 60 % di quella esatta.

Per tener conto della deformazione degli orbitali nella molecola, si puo’
adoperare un parametro variabile nella funzione 1s, scrivendo

1s(α) = e−αr

(per H1s α = 1) e ottimizzando il valore di α in modo da rendere minima
l’energia (per il teorema variazionale, piu’ bassa e’ l’energia, migliore e’ la
soluzione). Se si fa questo, si ottiene un importante miglioramento. Re adesso
e’ in accordo con il valore esatto, e De e’ circa l’85 % del valore esatto.
Per migliorare significativamente il risultato e’ importante aggiungere una
funzione con momento angolare piu’ alto, cioe’ una funzione 2p, che permette
la deformazione angolare della densita’ elettronica e il suo accumulo nella
regione di legame. Avremo cosi’ una funzione a tre parametri:

φ = c1 1s(αs) + c2 2p(αp) = N(1s(αs) + a 2p(αp))

Risolvendo il problema ad autovalori 2 × 2 si ottengono gli autovalori εi in
funzione di αs e αp, che vengono quindi ottimizzati. Cosi’ facendo non solo
Re ma anche De e’ ormai accurata: 0.0998 contro 0.1026.

Osserviamo: il peso di 2p (a = 0.145) e’ piccolo in confronto a 2s ma il suo
contributo all’energia e’ importante. L’esponente α 2p ottimale, αp = 2.868,
e’ molto piu’ grande di quello dell’orbitale atomico H2p, che ha α = Z/n =
1/2. Questo permette a tale funzione di essere localizzata nella stessa regione
di 1s, mentre H2p sarebbe circa 4-5 volte piu’ esteso.
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Figure 100: orbitali molecolari per H+
2
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Osserviamo ancora che i valori degli esponenti αs, αp ottimali, sono diversi
per ogni valore della distanza internucleare R. Per questo la loro ottimiz-
zazione e’ fastidiosa in pratica e si puo’ evitare aggiungendo qualche funzione
in piu’ con esponenti fissi. Ad esempio

1s(α)→ c1 1s(α1) + c2 1s(α2)

con α1 e α2 opportunamente scelti una volta per tutte e c1 c2 determinati
dalla soluzione del problema da autovalori. Ad ogni modo, come si vede, la
convergenza e’ piuttosto rapida anche con un numero limitato di funzioni di
base.

Come si osserva in figura 100, dai due orbitali atomici 1sA e 1sB si otten-
gono due combinazioni lineari

φ1 = N1(1sA + 1sB) e φ2 = N2(1sA − 1sB)

Il primo corrisponde alla curva di potenziale ε1(R), piu’ bassa, cioe’ alla
formazione di un legame chimico. Il secondo a ε2(R), piu’ alta, e che non
presenta un minimo, ma decresce in modo monotono al crescere di R, e
rappresenta quindi uno stato dissociativo. Per questo la prima soluzione,
che corrisponde a una sovrapposizione positiva dei due AO, e’ detta orbitale
legante, la seconda, con sovrapposizione negativa, e’ detta orbitale antile-
gante, e si indicano anche con φ e φ∗. In figura 100 e’ disegnato il valore di
|φ|2 e |φ∗|2, confrontato con la somma degli AO separati |1sA|2 + |1sB|2. E’

|φ|2 = 1s2
A + 1s2

B + 2 1sA1sB

che porta a un aumento di densita’ di carica nella regione tra i nuclei:
|φ|2 > 1s2

A+1s2
B in questa regione (vedi anche in figura 81). L’attrazione elet-

trostatica di questa densita’ da parte di entrambi i nuclei provoca una dimin-
uzione di energia e la formazione del legame. Viceversa, |φ∗|2 < 1s2

A + 1s2
B .

In questo caso si ha impoverimento di densita’ elettronica tra i nuclei ( anzi
φ∗(R/2) = 0) e quindi una situazione repulsiva.

Questi aspetti sono esaminati piu’ quantitativamente nella figura 101
(e tabella). Il riquadro B presenta la sezione di φ, lungo l’asse di legame
(φ(0, 0, z) ). La curva continua e’ il valore esatto, la curva −. − . − . e’ la
funzione LCAO puro (che si vede resta parecchio piu’ bassa rispetto a quella
esatta); la curva −..−..− e’ 1s(α) con α ottimizzato (funzione di Finkelstein);
la curva −−−− e’ 1s(αs)+a2p(αp) (funzione di Dickenson). Si vede come le
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approsimazioni convergano verso il risultato esatto, anche se lo scostamento
dalla funzione esatta e’ ancora visibile anche per la funzione di Dickenson.
Il riquadro A mostra il valore di φ(x, 0, R/2), cioe’ sul piano perpendicolare
alla molecola passante per il punto di mezzo, con analoghe considerazioni.

Nella tabella sono confrontati i valori numerici della funzione esatta e della
funzione LCAO puro, lungo l’asse di legame (come in figura B) a diverse
distanze dal centro (0 centro della molecola, 1 posizione dei nuclei, ecc.).
Sopra per l’orbitale legante φ (indicato come 1sσg) e sotto per l’antilegante φ∗

(2pσu). La colonna a sinistra si riferisce alla distanza di equilibrio, R = 2 au;
quella di destra a distanza R = 4 au. Come si vede le differenze numeriche
sono considerevoli.

Osserviamo da ultimo un problema tipico. In generale non siamo tanto
interessati alle energie assolute, quanto alla differenze di energia, che cor-
rispondono alla quantita’ misurate. In particolare, De = Ee(∞) − Ee(Re).
Di fatto sono gli autovalori Ei della sola parte elettronica, Hφi = Eiφi,
He = H + VNN , che calcoliamo, ed e’ Ee(R) = E(R) + VNN(R). Allora per
R =∞ e’ E(∞) = −0.5 (EH1s +EH+ , energia di un atomo di idrogeno nello
stato 1s piu’ l’energia elettronica di un protone, che e’ zero). All’equilibrio,
Re = 2.0 e VNN = 0.5, da cui

De = −0.5− E(Re)− 0.5 = −1.0− E(Re)

quindi E(Re) = −1.102 . . ..
La conclusione e’ che De e’ appena il 10 % di E elettrronica totale. Questo

e’ un caso favorevole perche’ H2 ha un solo elettrone, ma in generale la
frazione e’ molto piu’ piccola. Cosi’ ad esempio la barriera di rotazione
nell’etano

∆E = Eeclissato − Esfalsato
e’ di circa 12 KJoule/mole ' 5 · 10−3 au. Viene calcolata come differenza tra
le Ee(x) calcolate per le due conformazioni. Ee ∼ 80 au in C2H6, per cui

∆E

E
∼ 6 · 10−5

cioe’ una frazione molto piccola dell’energia totale. Questo implica che per
ottenere risultati accurati per piccole differenze di energia la soluzione nu-
merica dell’equazione deve essere molto accurata.
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Figure 101: valori degli orbitali molecolari per H+
2
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13.4.4 Molecole polielettroniche

In generale e’
He =

∑
i

hi +
∑
i<j

g(i, j) + VNN

Come nel caso atomico il problema a molte particelle non e’ separabile. Se
al solito approssimiamo∑

i<j

g(i, j) '
∑
i

Veff (i) e’ He ' H0

H0 =
∑
i

heff (i) heff (i) = h(i) + Veff (i)

e le soluzioni del problema monoelettronico

heffφk = εkφk

risolvono completamente il problema

H0ΦI = E0
IΦI

ΦI = |φi1 · · ·φin〉 E0
I = εi1 + · · ·+ εin

I φi sono detti orbitali molecolari e le εi energie orbitaliche. Lo stato
fondamentale della molecola si costruisce con l’aufbau, popolamdo i livelli
a partire dal piu’ basso, questo determina la sua configurazione elettronica.
Non entreremo nel dettaglio di come si possa approssimare esplicitamente
Veff , valgono le stesse considerazioni che nel caso atomico. Possiamo pero’
descrivere qualitativamente gli orbitali molecolari, basandoci su poche sem-
plici regole.

Introdotta una base {χµ} (LCAO), occorre calcolare gli elementi di ma-
trice dell’hamiltoniano monoelettronico heff che chiameremo per brevita’ h,
e della matrice di sovrapposizione, e risolvere il problema ad autovalori matri-
ciale, ottenendo gli autovalori εk e i gli autovettori che forniscono gli orbitali
molecolari (MO) φk, come combinazioni lineari della base, come gia’ visto
per il caso di H+

2 .
1. Gli elementi diagonali della matrice hamiltoniana

hµµ = 〈χµ, hχµ〉 = 〈χAk, hχAk〉 ' 〈χAk, hAχAk〉 = EAk ≡ Eµµ
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rappresentano essenzialmente l’energia di un elettrone nell’orbitale χAk sull’atomo
A isolato. Cosi’, ad esempio, per C2p e’ hµµ ' EC2p. Quindi in prima ap-
prossimazione hµµ possono considerarsi delle costanti caratteristiche dell’atomo
e dell’orbitale χµ considerato. Analogamente avremo

〈χAk, hχAl〉 = 0 per k 6= l

(AO sullo stesso atomo sono ortogonali).
2. Gli elementi relativi a due funzioni su atomi diversi si possono ap-

prossimare come:

hµν = 〈χAk, hχBl〉 '
EAk + EBl

2
SAk,Bl =

Eµ + Eν
2

Sµν

Di nuovo

〈χAk, hχBl〉 ' 〈χAk, hBχBl〉 = EB〈χAk, χBl〉 = EBSAk,Bl

ma anche e’ uguale a 〈hχAk, χBl〉 = EASAk,Bl e prendiemo la media di questi
valori.

Gli elementi hµν esprimono l’interazione tra i due orbitali χµ su A e χν
su B. Vediamo che sono approssimativamente proporzionali alla sovrap-
posizione Sµν . Inoltre, poiche’ EA, EB < 0, e’ hµν < 0 (stabilizzazione,
interazione legante) se S > 0, e viceversa (destabilizzazione, interazione an-
tilegante) se S < 0. Questa dipendenza da S e’ fondamentale, esprime la
condizione piu’ importante per la formazione di un legame.

Le energie EA si possono ottenere dai dati sperimentali sugli atomi (ad
esempio potenziali di ionizzazione) o da calcoli atomici, e le Sµν si possono cal-
colare adoperando espressioni analitiche per gli AO. Il modello cosi’ ottenuto
e’ detto EHT (Extended Hückel Theory, o Hückel esteso) e puo essere adop-
erato per effettuare i calcoli. A scopo qualitativo e’ sufficiente stimare i valori
di EA su scala relativa: ad esempio E2p e’ proporzionale all’elettronegativita’
dell’atomo, E2s e’ considerevolmente piu’ bassa, circa il doppio di E2p, e E1s

e’ molto piu’ bassa. In generale tutti gli orbitali piu’ interni sotto il livello
di valenza, sono molto piu’ bassi in energia, sono detti orbitali core, e come
vedremo, restano essenzialemte atomici, non partecipano alla formazione dei
legami.

Anche la sovrapposizione puo’ essere stimata qualitativamente. La sovrap-
posizione e’ grande tra orbitali della stessa estensione spaziale, mentre e’ pic-
cola se le estensioni spaziali sono molto differenti. E’ maggiore per orbitali
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Figure 102: Dipendenza della sovrapposizione S dalla natura degli orbitali

orientati lungo il legame, ad esempio orbitali 2p rispetto a orbitali 2s, ed
e’ maggiore lungo l’asse di legame (sovrapposizione σ) che in direzione per-
pendicolare (π). Infine S cala esponenzialemente al crescere della distanza
(perche’ gli orbitali decrescono esponenzialmente ∼ e−αr). La situazione e’
illustrata in figura‘102.

Riesaminiamo ora le proprieta’ delle soluzioni nel caso 2× 2∣∣∣∣∣ EA − ε V − εS
V − εS EB − ε

∣∣∣∣∣ = 0 = (EA − ε)(EB − ε)− (V − εS)2

che fornisce il diagramma in figura 103 (EA < EB).
Come si e’ gia’ visto nel caso degenere, si ottiene ε1 < EA, ε2 > EB,

con ∆E1 < ∆E2, quindi la destabilizzazione (antilegante) di EB e’ sempre
maggiore della stabilizzazione (legante) di EA.

Ancora, sono tanto maggiori quanto

• |EB−EA| e’ piu’ piccolo, cioe’ l’abbassamento e innalzamento di energia
e’ massimo nel caso degenere, e diventa trascurabile quando le energie
dei due livelli sono molto distanti (figura xx I)

• quanto maggiore e’ S, sovrapposizione tra i due orbitali coinvolti (questo
anche attraverso la proporzionalita’ di h12 = V a S). Quindi grande
sovrapposizione implica legame forte, bassa sovrapposizione legame de-
bole (II)

Nel caso di tre o piu’ livelli coinvolti, (EA ≤ EB ≤ EC), la situazione e’
difficile da analizzare e richiede un calcolo specifico. Ad ogni modo si ot-
terranno tre MO, con ε1 < EA, ε3 < EC ed ε2 attorno a meta’. Un modo
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Figure 103: Autovalori nel caso 2× 2. Dipendenza da EB − EA e S

utile di ragionare e’ considerare prima i due livelli piu’ vicini (o piu’ interag-
neti) e poi accoppiare il terzo con il risultato intermedio (ε1 o ε2) piu’ vicino,
trascurando l’interazione con quello piu’ lontano.
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A Costanti fondamentali

I valori per le costanti di uso piu’ comune sono riportati nella tabella allegata.
Come le seguenti e’ presa dal sito del National Institute of Standards and
Technology (NIST, ). Si consiglia di consultare il sito molto ricco di dati,
anche per i valori sempre aggiornati.

B Unita’ atomiche

Nelle equazioni della MQ compaiono spesso le costanti fondamentali

h̄ costante di Planck ridotta
me massa dell’elettrone
e carica dell’elettrone (in valore assoluto, cioe’ e > 0, la carica dell’elettrone e’ −e )

queste ultime 2 in particolare in fisica atomica e molecolare, o in chimica
quantistica. E’ comodo per questo adoperare un sistema di unita’ di misura
in cui queste costanti abbiano valore 1, cosi’ scompaiono dalle espressioni.
Vogliamo anche scrivere la legge di Coulomb nella forma piu’ semplice

F =
q1q2

r2

cioe’ ponendo 1/4πε0 del sistema SI uguale a 1. Il sistema di unita’ che
ne deriva e’ detto unita’ atomiche (a.u.). Facciamo vedere che e’ per-
fettamente coerente, e ricaviamo i fattori di trasformazione col sistema SI
(MKSQ). Abbiamo gia’ le unita’ fondamentali di massa (me) e di carica elet-
trica e, ricaviamo quelle di lunghezza e tempo, e da queste tutte le altre. Il
punto di partenza e’ quindi

h̄ = 1 me = 1 e = 1 F = q1q2/r
2

Da E = hν e Energia = Forza × spostamento segue [E] = [FL] =
[MLT−2L] = [ML2T−2] , ([ ] = dimensione), da cui

[h] = [h̄] = [FLT ] = [ML2T−1]

e da Coulomb:
[e2] = [FL2]
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Di qui otteniamo

[h̄/e2] = [T/L] e [h̄/m] = [L2/T ]

da cui [h̄/e2 × h̄/m] = [L] che definisce l’unita’ atomica di lunghezza

a0 =
h̄2

me2

detta anche Bohr. Da qui anche [T ] = [h̄/e2 × h̄2/me2] che definisce l’unita’
atomica di tempo

τ0 =
h̄3

me4

e per l’energia [E] = [h̄/τ0] = [me4/h̄2], che definisce l’unita’ atomica di
energia

E0 =
me4

h̄2

detta anche Hartree, abbreviata 1 H. Un’altra forma utile e’

[E] = [e2/L], E0 = e2/a0

Osserviamo ancora [e2/h̄] = [L/T ] = [v], dimensione di una velocita’, da
cui

α =
e2

h̄c
' 1/137

e’ un numero puro, adimensionale, detto costante di struttura fine. Quindi, in
unita’ atomiche, c = 1/α ' 137 , e αc = e2/h̄ e’ l’unita’ atomica di velocita’,

v0 = e2/h = αc ' 1

137
c

Possiamo anche esprimere attraverso α le unita’ a0 e E0

a0 =
h̄

αmc
E0 = α2mc2

Abbiamo quindi

m = unita’ di massa 9.11 10−31 Kg
e = unita’ di carica 1.60 10−19 Coulomb
a0 = unita’ di lunghezza 0.53 10−10 m = 0.53 Å = 53 pm (picometri)
τ0 = unita’ di tempo 2.4 10−17 s = 24 as (attosecondi)
E0 = unita’ di energia 4.36 10−18 J ' 2.6 106 J/mole
v0 = unita’ di velocita’ 2.2 106 m/s
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L’unita’ di energia e’ il doppio dell’energia dell’elettrone nella prima or-
bita di Bohr dell’atomo di idrogeno, l’unita’ di velocita’ e’ la velocita’ cor-
rispondente, e il tempo che l’elettrone impiega a percorrere la prima orbita
e’ 2π l’unita’ di tempo. Osserviamo che in letteratura (specie quella atomica
piu’ vecchia) e’ usata anche l’unita’ di energia Rydberg, che e’ la meta’ di
un’unita’ atomica

1Ry = me4/2h̄2 = 1/2 H

che e’ l’energia dello stato fondamentale dell’atomo di idrogeno. Attenzione,
1 Ry e’ uguale alla costante di Rydberg volte h.

La tabella allegata riporta i valori delle unita’ atomiche, e delle unita’
naturali (h̄ = 1, c = 1, usate in MQ relativistica)

C Fattori di conversione per l’Energia

E’ tradizionale adoperare unita’ di energia diverse in campi diversi, ed e’
necessario frequentemente convertire dall’una all’altra.

• In SI e’ E = [ML2T−2] , 1 Joule = 1 Kg 1m2 1s−2 = 1 Newton 1 metro

• Da E = hν abbiamo la possibilita’ di esprimere energie in frequenze ν
e da λν = c, λ = c/ν possiamo adoperare anche la lunghezza d’onda
λ (ma la relazione e’ inversamente proporzionale), oppure il numero
d’onda ν̄ = 1/λ = ν/c. ν si misura in Hz, 1 Hz = 1s−1 (oscil-
lazioni al secondo), λ in m e suoi (sotto)multipli, ν̄ (lunghezza inversa),
tradizionalmente in cm−1, (o in SI in m−1, 1 cm−1 = 100 m−1 ).

• Da E = kT , dove k e’ la costante di Boltzmann, possiamo esprimere E
anche in T (temperatura assoluta, in gradi Kelvin, K)

• Da E = mc2 possiamo esprimere E in termini di massa m (Kg in SI,
unita’ di massa atomica, uma = 1/12 massa 12C, me, . . .), o viceversa
la massa in unita’ di energia.

• Da ultimo, E = q · V (carica elettrica q per differenza di potenziale
V ). Se prendiamo q = e, carica dell’elettrone, e V = 1 volt, abbiamo
l’unita’ di misura eV (elettronvolt) che e’ molto adoperata.

I fattori di conversione accurati si trovano nella tabella allegata (sempre dal
NIST)
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Ancora: possiamo convertire i valori microscopici (per un atomo, una
molecola, ecc.) a valori macroscopici (per una mole) moltiplicando per il
Numero di Avogadro, NA. Avremo cosi’ l’unita’ molto adoperata J/mole,
Joule per mole.

1 J/mole = 1J/NA per un atomo equivale a 1 J/mole ·NA = 1 J per una
mole di atomi.

Fattori di conversione approssimati:
1 H ' 27.21 eV ' 2.2 105 cm−1 ' 2600 KJ / mole
1 eV ' 8066 cm−1 ' 96 KJ / mole
1 cm−1 ' 1.44 K ' 12 J / mole ' 30 GHz
1 K ' 2 0 GHz
1 cm (λ) = 1 cm−1 (ν̄) ' 1.24 10−4 eV

Se usiamo le lunghezze d’onda avremo le relazioni inverse:
λ in cm → 1/λ = ν̄ in cm−1

λ in Å = 10−8 cm → ν̄ = 108/λ in cm−1

1 Å = 108 cm−1 ' 108/8065 eV ' 12.4 KeV

Energia termica a temperatura ambiente

Per T = 300 K kT ' 200 cm−1 ' 2.5 KJmole ' 1/40 eV

Per convertire l’Energia in Tempo, usare t = h̄/∆E; se E e’ in unita’
atomiche , il tempo in secondi e’ l’inverso dell’energia ×τ0.
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D Scala Energie

ν(Hz) λ(m) ν̄(cm−1) 1.24 eV 4.56 au(H) Electromagnetic spectrum

3MHz 100m 10−4 10−8 10−10

radiofrequency
3GHz 10cm 0.1 10−5 10−7

microwave
30GHz 1cm 1 10−4 1µH

millimeter
300GHz 1mm 10 1meV 10µH

submillimeter
3THz 100µm 100 10meV 100µH

far-IR (100-500 cm-1)
30THz 10µm 1000 0.1eV 1mH mid-IR (500-5000 cm-1)

near-IR (5000-12500 cm-1)
300THz 1µm 104 1eV 10mH

Visible (800-400nm)
3PHz 100nm 105 10eV 0.1H near-UV (400-200nm)

Vacuum ultraviolet (VUV)
30PHz 10nm 106 100eV 1H

Soft X-Ray
3EHz 100pm 108 10KeV 100H

Hard X-Ray
300EHz 1pm 1010 1MeV 10KH

γ - Ray
300ZHz 1fm 1013 1GeV 10MH
————————————————————————————————

Alcuni semplici esercizi di applicazione delle formule di MQ viste e di
conversione di unita’ sono acclusi fig 104,fig 105,fig 106)
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Figure 104: esercizi 1

267



Figure 105: esercizi 1 (cont.)
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Figure 106: esercizi 2
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