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meccanica delle vibrazioni 
!

laurea magistrale 
ingegneria meccanica 

!
parte 6 

analisi macchinario rotante
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Macchinario rotante

La maggior parte delle  
macchine industriali ha  
organi rotanti!

Lo studio della loro dinamica  
si differenzia in base alle  
dimensioni e dal regime 
di funzionamento

Si considera acquisito il concetto 
di squilibrio  
statico / dinamico / di coppia 
(meccanica applicata alle macchine)
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Macchinario rotante

Si definisce un ROTORE un corpo sospeso tramite  
una serie di cerniere cilindriche che gli permettono di ruotare liberamente 
attorno ad un asse!  (statore..non si muove) 

Si immagina che l’asse di rotazione sia fisso nello spazio  
(non è vero nelle macchine semoventi automobili, aerei, navi..) 

Si immagina che il rotore sia equilibrato  
(asse rotazione coincide asse principale d’inerzia), o se non lo è 
lo squilibrio sia piccolo e le deformazioni relative piccole

Si immagina che il rotore sia assial-simmetrico 
(le equazioni son più semplici, e non serve lavorare con  
un sistema di rif solidale al rotore)

Si immagina che il rotore sia “mosso” dall’esterno
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Macchinario rotante - diagrama di Campbell

Si possono immaginare due condizione di funzionamento: 
a velocità costante (o poco variabile es. alternatore elettrico) 
a velocità variabile (transitorio es. motore automobile) 
 
Il rotore è esteso e continuo ed avrà un certo numero di frequenze naturali.. 
si vuole fare in modo che il/i regimi di funzionamento, siano più lontani possibili 
da tali frequenze… (amplificazione delle deformate…vibrazioni…rotture)

Si utilizza il diagramma di Campbell che rappresenta contemporaneamente  
la velocità del rotore e le sue risonanze (flessionali, torsionali, forward, backward,..)
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Macchinario rotante - diagrama di Campbell

Ω

fn
1xΩ2xΩ

Ω1c Ω2cΩ3c Ω4c

L’intersezione tra le rette rappresentanti la velocità del rotore Ω e le sue  
armoniche con le rette rappresentanti le frequenza naturali del sistema  
sono dette velocità critiche!

Nel caso specifico si riportano 
fn indipendenti da Ω, ma non è  
sempre questo il caso..

Non tutte le critiche sono critiche! 
dipende dal valore di smorzamento  
associato!

NB alle velocità critiche il rotore  
non vibra, ma ruota deformato! 
diventando la sorgente di eccitazione  
periodica della parte statica 
della macchina!!
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Macchinario rotante - rotore di Jeffcott

y

x

z

Ω

P

y

x

z

Ω
P

θC

m!!x + kx = 0
m!!y + ky = 0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
Nelle due direzioni coordinate..

..o con la rappresentazione complessa.. 
Punto P si muove sul piano xy, descrito dal vettore rotante z = x + jy

m!!z + kz = 0

ω = ± k
m

z = zoe
jωt

z0 = x0 + jyo

⎧
⎨
⎩

z = Z1e
j k

mt + Z1e
− j k

mt

soluzione di tentativo..

due soluzioni una positiva ed 
una negativa…
Forward Whirl / Backward Whirl

Nel caso di rotore bilanciato non ha molto senso 
ma nel caso di rotore sbilanciato, ci dice da che parte ruota  
lo sbilanciamento rispetto alla rotazione del rotore!

Z1 e Z2 dipendono dalle CI! 

condizioni iniziali..
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Macchinario rotante - rotore di Jeffcott

Nel caso particolare di velocità angolare del rotore considerata costante 
l’angolo θ può essere espresso come               risulta allora..   

Ω = !θ

m!!z + kz = meΩ2e jΩt

con e eccentricità della massa m 

z0 = e
Ω2

ω cr
2 −Ω2 soluzione giù vista… 

y

xΩt

P
C

e

y

xΩt
P

C

e

subcritica… ipercritica… 
(autocentratura) 

m !!x − e !θ 2 cosθ − e!!θ sinθ⎡⎣ ⎤⎦ + kx = 0

m !!y − e !θ 2 sinθ + e!!θ sinθ⎡⎣ ⎤⎦ + ky = 0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
m!!z + kz = me !θ 2 − j !!θ( )e jθ

Ωt = θ

positive whirl 

negative whirl 
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

at standstill respectively. The FRF results for these three con-
figurations are given in Fig. 7. The natural frequencies of the
rotor at different support beam length are summarized in Tab. 3.
Changing the beam length results in a significant change of the
dynamics of the structure. Not only rigid body mode natural fre-
quencies change but also the natural frequency belonging to the
first flexural mode changes by altering the beam length. In the
next sections, the experimental results will be compared with the
theoretical results obtained from different support models.
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Beam Length: 72 mm
Beam Length: 80 mm
Beam Length: 90 mm

Figure 7. FRFs AT DIFFERENT SUPPORT BEAM LENGTH

Table 3. NATURAL FREQUENCIES-DIFFERENT CONFIGURATIONS
Beam Length: 72 mm 80 mm 90 mm

1st Rigid body 57.2 Hz 50.6 Hz 43.7 Hz

2nd Rigid body 113.4 Hz 102.8 Hz 84.0 Hz

1st Flexural 327.2 Hz 320.1 Hz 311.6 Hz

EQUIVALENT SUPPORT MODELS
Support: Mass-Spring-Damper

In the first model the support has been modeled as a mass,
spring and damper and only translational degrees of freedom
have been taken into account. Bearing stiffness has been ig-
nored since the bearing stiffness is much higher than the support
stiffness. The first support model and the rotor are illustrated
in Fig.8. The equivalent stiffness and equivalent damping co-
efficient for the support are extracted from experimental modal
analysis of the isolated support as shown in Fig. 4. An equivalent

m m

kk cc

Figure 8. FIRST SUPPORT MODEL

spring-damper system can be constructed from the modal anal-
ysis data of the isolated support by using the well known peak
amplitude method. The details of this method are explained by
Ewins [14]. For each beam length, the stiffness is calculated by
k = ω2nm where m is the mass of the support disc. The damping
ratio is ζ = ∆ω/ωn from which the support damping coefficient
is found. Then these mass, stiffness and damping values repre-
senting the supports are implemented in the structural model for
the theoretical dynamic analysis of the total system. The theoret-
ical and experimental results are compared in Tab. 4.

Table 4. NATURAL FREQUENCIES
Experimental Theoretical

50.6 Hz 51.4 Hz

102.8 Hz 80.1 Hz

320.1 Hz 263 Hz

962.1 Hz 877 Hz

There is a significant difference between the theoretical and ex-
perimental results. Therefore the support model has to be en-
hanced.

Support & Bearing with Rotational DOF
The support model consisting of a translational spring and

damper and the mass directly added to the connection node has
been observed not to be adequate to predict the dynamic behav-
ior of the system. Therefore an additional degree of freedom has
been added and the bearing rotational and translational stiffness
have been taken into account. In addition the rotational stiffness
has also been included in the support model. The bearing transla-
tional stiffness has been estimated from the supplier manual and
in order to determine the rotational stiffness of the bearing the
simulations for rigid supports (support beam length: 0 mm) are
performed with different bearing stiffnesses and compared with
the experimental results. In this way the support stiffness has
been eliminated and the bearing stiffness can be independently
examined. Then, appropriate rotational stiffness for the bearing
has been determined. After determining the bearing stiffness the
rotational and translational stiffness of the supports should be de-

4 Copyright c⃝ 2009 by ASME

z

x

y

O

Bisogna aggiungere i Momenti Giroscopici..

Derivano..dalla conservazione del momento  
angolare del sistema.. 
..e sono perpendicolari all’asse di 
rotazione del rotore! 
(vale la regola della mano destra!!)

Supponiamo il rotore giri con una velocità angolare  Ω   
e che abbia un momento d’inerzia polare Ip  
ed un momento diametrale d’inerzia Id…
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z

x

y

O

Mx

Ω

Φ

MxδtIpΩ

δΦ
z

x

y

O

Mυ

Ω

θ

MyδtIpΩ

δθ

Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

Quando ruota, il momento angolare del rotore sarà  IpΩ..

..supponiamo il disco ruoti in un δt 
attorno all’asse y con velocità   
Il momento angolare ruoterà di una 
quantità δφ generando un momento 
Mx

!φ = δφ
δ t

..supponiamo il disco ruoti in un δt 
attorno all’asse x con velocità   
Il momento angolare ruoterà di una 
quantità δθ generando un momento 
My

!θ = δθ
δ t

Mxδ t = I pΩδφ

Mx = I pΩ !φ

per δt che tende a zero… −Myδ t = I pΩδθ

My = I pΩ !θId !!θ + I pΩ !φ = Mx Id !!θ − I pΩ !θ = My
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z

y

ky2ky1

a b

Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

..supponiamo che i 
cuscinetti non abbiano 
rigidezza angolare e si 
possano muovere in 
direzione orizzontale e 
verticale..

ky2

kx2

x

y

m!!x + kx1 x − aφ( )+ kx2 x − bφ( ) = 0
m!!y + ky1 y + aθ( )+ ky2 x + bθ( ) = 0

Id !!θ + I pΩ !φ + aky1 y + aθ( )− bky2 y − bθ( ) = 0
Id !!φ − I pΩ !θ + akx1 x − aφ( )− bkx2 x + bφ( ) = 0

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

θ
φ

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
rotazione attorno asse x 
rotazione attorno asse y

Equilibrio forze in dir x
Equilibrio forze in dir y

Equilibrio momenti attorno θ

Equilibrio momenti attorno φ
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m 0 0 0
0 m 0 0
0 0 Id 0
0 0 0 Id

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

!!x
!!y
!!θ
!!φ

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

+

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 I pΩ

0 0 −I pΩ 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

!x
!y
!θ
!φ

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

+

kxT 0 0 kxC
0 kyT −kyC 0

0 −kyC kyR 0

kxC 0 0 kxR

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

x
y
θ
φ

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

=

0
0
0
0

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

m 0 0 0
0 m 0 0
0 0 Id 0
0 0 0 Id

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

!!x
!!y
!!θ
!!φ

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

+

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 I pΩ

0 0 −I pΩ 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

!x
!y
!θ
!φ

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

+

kx1 + kx2 0 0 −akx1 + bkx2
0 ky1 + ky2 aky1 − bky2 0

0 aky1 − bky2 a2ky1 + b
2ky2 0

−akx1 + bkx2 0 0 a2kx1 + b
2kx2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

x
y
θ
φ

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

=

0
0
0
0

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

..riordinando..

..matrice momenti giroscopici

kxT = kx1 + kx2 kyT = ky1 + ky2
kxC = −akx1 + bkx2 kyC = −aky1 + bky2
kxR = a

2kx1 + b
2kx2 kyR = a

2ky1 + b
2ky2

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

..semplificando..

..equazioni generali.. accoppiate!
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

supporti isotropi / no effetto giroscopico 
!
 1 senza accoppiamento elastico (es a=b) 
 2 con accoppiamento elastico

3 supporti isotropi / con effetto giroscopico

supporti anisotropi / con effetto giroscopico

kxC = kyC = kC = 0

I pΩ = 0kxT = kyT = kT

kxC ≠ kyC ≠ 0

kxT ≠ kyT ≠ 0

Guardiamo alcuni casi..
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

m!!x + kT x = 0
m!!y + kT y = 0

Id !!θ + kRθ = 0
Id !!φ + kRφ = 0

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

Caso 1 
..si riduce drasticamente la complessità del sistema.. 
..equazioni disaccoppiate! 
!
..con l’usuale soluzione di primo tentativo

x = Xoe
st

y = Yoe
st

θ = θ0e
st

φ = φ0e
st

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

ω1 =ω 2 =
kT
m

ω 3 =ω 4 =
kR
Id

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

in realtà ci sono 4 soluzioni a due a due complesse coniugate  
per le traslazioni e per le rotazioni… se ne riportano solo due.. 
!
NB non è detto che il bounce venga prima del tilt..dipende dal 
valore delle rigidezze, masse ed inerzie!

bounce mode

tilt mode

NB in realtà ci sono 4DOF %
=> 8 radici… a due a due 
complesse e coniugate
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

Caso 2 
..in questo caso c’e una dissimmetria del rotore..  
..con l’usuale soluzione di primo tentativo

m!!x + kT x + kCφ = 0
m!!y + kT y − kCθ = 0

Id !!θ − kCy + kRθ = 0
Id !!φ + kCx + kRφ = 0

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

ms2 + kT( )X0 + kCφ0 = 0
ms2 + kT( )Y0 − kCθ0 = 0
Ids

2 + kR( )θ0 − kCY0 = 0
Ids

2 + kR( )φ0 + kCX0 = 0

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

a 2 a 2 accoppiate..

da 1&4..

ms2 + kT( ) Ids2 + kR( )− kC = 0

X0 = − kCφ0
ms2 + kT( ) = −

Ids
2 + kR( )φ0
kC

s4 + kR
Id

+ kT
m

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
s2 + kRkT − kC

2

mId
= 0

da 2&3..

ms2 + kT( ) Ids2 + kR( )− kC = 0

Y0 =
kCθ0

ms2 + kT( ) =
Ids

2 + kR( )θ0
kC
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

le radici di questa equazione sono :

s2 = − kR
2Id

+ kT
2m

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
± kR

2Id
+ kT
2m

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

+ kC
2

mId
= − kR

2Id
+ kT
2m

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
± γ

ω1 =ω 2 =
kR
2Id

+ kT
2m

− γ

ω 3 =ω 4 =
kR
2Id

+ kT
2m

+ γ

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

I modi associati a tali autovalori sono 
accoppiati e con l’usuale metodo..

Y0
θ0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ i=2,3

= Idsi
2 + kR
kC

= kC
msi

2 + kT
X0
φ0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ i=1,3

= − Idsi
2 + kR
kC

= − kC
msi

2 + kT

I modi sono identici ma si sviluppano su piani diversi…

NB in realtà ci sono 4DOF %
=> 8 radici… a due a due 
complesse e coniugate
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

Caso 3 
..aggiungendo i momenti giroscopici.. 
..con l’usuale soluzione di primo tentativo

m!!x + kT x = 0
m!!y + kT y = 0

Id !!θ + I pΩ !φ + kRθ = 0

Id !!φ − I pΩ !θ + kRφ = 0

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

..senza accoppiamento elastico…kC=0..

dalle 1 e 2
ω1 =ω 2 =

kT
m

dalle 3 e 4
Ids

2 + kR( )θ0 + I pΩsφ0 = 0
−I pΩsθ0 + Ids

2 + kR( )φ0 = 0
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

Ids
2 + kR( )2 + I pΩs( )2 = 0

NB in realtà ci sono 4DOF %
=> 8 radici… a due a due 
complesse e coniugate

ω 3 = −
I pΩ
2Id

+
I pΩ
2Id

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

+ kR
Id

ω 4 =
I pΩ
2Id

+
I pΩ
2Id

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

+ kR
Id

Ids
2 + kR = ±I pΩs

Ids
2 ∓ I pΩs + kR = 0

..le radici dipendono da Ω !

..nel diagramma di Campbell,  
le freq. naturali non son  
più rette orizzontali, ma curve!!
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

m!!x + kT x + kCφ = 0
m!!y + kT y − kCθ = 0

Id !!θ + I pΩ !φ − kCy + kRθ = 0

Id !!φ − I pΩ !θ + kCx + kRφ = 0

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

..con accoppiamento elastico

Caso 3 
..aggiungendo i momenti giroscopici.. 
..con l’usuale soluzione di primo tentativo

ms2 + kT( )X0 + kCφ0 = 0
ms2 + kT( )Y0 − kCθ0 = 0

−kCY0 + Ids
2 + kR( )θ0 + I pΩφ0 = 0

kCX0 − I pΩθ0 + Ids
2 + kR( )φ0 = 0

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

..da 1 e 2 si determina Φ0 e θ0 che si sostituiscono in 3 e 4..

.. 3 e 4 in X0 e Y0 vengono utilizzate per determinare l’equazione caratteristica in s

s4 ∓ j
I p
Id

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
Ωs3 + kR

Id
+ kT
m

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
s2 ∓ j

kT I p
mId

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
Ωs + kRkT − kC

2

mId
= 0
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Macchinario rotante - esempio1
Rotore%
lunghezza L=0.5m 
raggio r=0.2m 
ρ=7810kg/m3 
kx=ky=1MN/m

z

y

ky2ky1

CI%
X0=1mm 
Y0=0.5mm 
Vx0=30mm/s

Frequenze naturali ? Risposta rotore?

m = ρπD2L
4

= 122.68kg

I p =
mD2

8
= 0.6134kgm2 Id =

I p
2
+ mL

2

12
= 2.8625kgm2

kR = a
2kx1 + b

2kx2 = 125kNm

kT = kx1 + kx2 = 2000kNm

kC = −akx1 + bkx2 = 0kNm
ω1 =ω 2 =

kT
m

= 127.68rad / s

ω 3 =ω 4 =
kR
Id

= 208.97rad / s

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
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Macchinario rotante - esempio1

!x = A1ω1 cos ω1t( )− A2ω1 sin ω1t( )
!y = B1ω 2 cos ω 2t( )− B2ω 2 sin ω 2t( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

..con la sostituzione dei valori numerici si ottiene..

x = A1 sin ω1t( )+ A2 cos ω1t( )
y = B1 sin ω 2t( )+ B2 cos ω 2t( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

x = 30
ω1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
sin ω1t( )+ cos ω1t( )

y = 1
2
cos ω 2t( )

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪
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Macchinario rotante - esempio2

Rotore%
..lo stesso rotore ma differente rigidezza ai cuscinetti (kxi=kyi) 
k1=1MN/m 
k2=1.3MN/m

kT = kx1 + kx2 = 2300kNm

kC = −akx1 + bkx2 = 75kNm

kR = a
2kx1 + b

2kx2 = 143.75kNm

γ = kR
2Id

+ kT
2m

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

+ kC
2

mId
16.236rad 2 / s2

ω1 =ω 2 =
kR
2Id

+ kT
2m

− γ = 135.08rad / s

ω 3 =ω 4 =
kR
2Id

+ kT
2m

+ γ = 225.21rad / s

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
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Macchinario rotante - esempio3

Rotore%
..lo stesso rotore che ruota a 4000 rpm con i cuscinetti 
uguali al caso 1       uguali al caso 2 
kx=1MN/m        k1=1MN/m 
ky=1MN/m        k2=1.3MN/m   

kT = 2000kNm
kC = 0kNm
kR = 125kNm kR = 143.75kNm

kC = 75kNm
kT = 2300kNm

Ω = 4000 2π
60

= 418.88rad / s

ω1 =ω 2 =
kT
m

= 127.68rad / s

ω 3 = −
I pΩ
2Id

+
I pΩ
2Id

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

+ kR
Id

= 168.85rad / s

ω 4 =
I pΩ
2Id

+
I pΩ
2Id

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

+ kR
Id

= 258.61rad / s

s4 ∓ j
I p
Id

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
Ωs3 + kR

Id
+ kT
m

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
s2 ∓ j

kT I p
mId

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
Ωs + kRkT − kC

2

mId
= 0

s4 ∓ j89.76s3 + 68966s2 ∓ j1682800s + 925.48 ×106 = 0
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Macchinario rotante - esempio3

..le frequenze ω3 ω4  
variano al variare di Ω..% % % % %

Forward Whirl

Backward Whirl

al variare del rotore (numero di dischi, flessibilità albero, condizioni 
di vincolo, anisotropia, smorzamento, effetti giroscopici,…) il 
diagramma di Campbell si fa più complesso! 
..resta uno strumento indispensabile!
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Macchinario rotante - torsionali

..in questo caso si suppone che l’asse della macchina non si fletta, 
ma i vari “dischi” ruotino reciprocamente tra loro..

..”in linea”..

..la rigidezza dei 
tronconi..

kj

Jpj

kj =
T
θ
= GJ
L..ramificati..

..formule approssimate… 
“Blevins 1979”
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Macchinario rotante - torsionali

k[ ]=

kt1 −kt1 0 0
−kt1 kt1 + kt2 −kt2 0
0 −kt2 .. 0
0 0 −ktN ktN

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

m[ ]=

Jp1 0 0 0

0 Jp2 0 0

0 0 .. 0
0 0 0 JpN

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

..problema agli autovalori…(spesso senza smorzamento, oppure 
localizzato nei giunti..non proporzionale!) 

..N dischi..2N autovalori..N autovettori distinti

..se il rotore non è vincolato al mondo esterno..modo di corpo rigido!

..se N è il modo che si considera, ci sono (N-1) nodi nella deformata!
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Macchinario rotante - torsionali

I modo (rigido)

II modo (1 nodo)

III modo (2 nodi)

IV modo…

V modo..

Esistono diversi metodi  
iterativi per il calcolo delle 
vibrazioni torsionali.. 
!
Holzer.. 
Myklestadt.. 
Prohl…
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Macchinario rotante - torsionali

I1 I2

I3 I4

k1

k2

..siano R2 ed R3 i raggi delle ruote 2 
e 3 che ruotano senza strisciare.. 
..N2 ed N3 i rispettivi numeri dei denti.. 
γ il rapporto di trasmissione N2/N3  
oppure R2/R3  
I quattro volani non sono indipendenti! 
le velocità tangenziali di I2 e I3 sono uguali!
!θ3 = −γ !θ2 - perché cambia il verso di rotazione!

θ3 = −γθ2
I1!!θ1 + k1 θ1 −θ2( ) = T1

I2 + γ
2I3( ) !!θ2 + k1 θ2 −θ1( )+ γ 2k2 θ2 −θ3

'( ) = T2 − γ T3
γ 2I4 !!θ3

' + γ 2k2 θ3
' −θ2( ) = −γ T4

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

θ4 = −γθ3
1sostituendo 

!
e sottraendo γ[3]-[2] 

I1!!θ1 + k1 θ1 −θ2( ) = T1
I2 !!θ2 + k1 θ2 −θ1( ) = T2 + R2F23
I3!!θ3 + k2 θ3 −θ4( ) = T3 + R3F23

I4 !!θ4 + k2 θ4 −θ3( ) = T4

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
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Macchinario rotante - torsionali

I1
I2+γ2I3

γ2I4

k1 k1+γ2k2

I1 0 0

0 I2 + γ
2I3 0

0 0 γ 2I4

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

!!θ1
!!θ2
!!θ3
'

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

+

k1 −k1 0

−k1 k1 + γ
2k2 −γ 2k2

0 −γ 2k2 γ 2k2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

θ1
θ2
θ3
'

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

=
T1

T2 − γ T3
−γ T4

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

..ottenendo il modello “in linea” 
equivalente..

..esiste una formulazione matriciale per i sistemi ramificati più complessi 
che porta alla scrittura equazioni per di sistemi “in linea” equivalenti.. 
(matrice forze interne, vincoli e rapporti di trasmissione) 

..analogamente ai sistemi lineari… si calcolano anche le risposte forzate!!
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Le macchine rotanti hanno generalmente due modalità di funzionamento: 
a regime costante (es. alternatore / turbina produzione elettricità) 
a regime variabile (es. motore autoveicolo)..

..in entrambi i casi è interessante tracciare l’andamento nel tempo il livello (RMS)  
delle componenti armoniche delle forze che agiscono su queste..  
(le vibrazioni che si generano e che bisogna controllare dipendono da queste forze!)

..effettuando l’analisi agli ordini!  
(ricordiamo il legame tra il regime di funzionamento e le risonanze del sistema)
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Un ordine è un fenomeno che si presenta un certo numero di volte  
all’interno di un giro completo del rotore..

ad esempio..  
lo squilibrio avrà un periodicità 1x 
l’eccitazione delle palette una periodicità 7x 
l’eccitazione elettrica una periodicità 4x 
!
…indipendentemente dalla velocità 
di rotazione del ventilatore! 
!
indipendentemente dalle risonanze  
del sistema! 
!
NB gli ordini possono non essere numeri interi! 
rapporto di trasmissione 1:2.3 
ci saranno gli ordini x2.3 x4.6 x6.9…

mailto:bregant@units.it


Meccanica delle VibrazioniUniversità degli studi di Trieste 
Dip. Ingegneria e Architettura

Luigi BREGANT 
bregant@units.it

E’
 v

ie
ta

to
 o

gn
i u

til
iz

zo
 d

iv
er

so
 d

a 
qu

el
lo

 in
er

en
te

 la
 p

re
pa

ra
zi

on
e 

de
ll’e

sa
m

e 
de

l c
or

so
 d

i M
ec

ca
ni

ca
 d

el
le

 V
ib

ra
zi

on
i @

U
ni

ts
 

E’
 e

sp
re

ss
am

en
te

 v
ie

ta
to

 l’
ut

iliz
zo

 p
er

 q
ua

ls
ia

si
 s

co
po

 c
om

m
er

ci
al

e 
e/

o 
di

 lu
cr

o

Macchinario rotante - analisi agli ordini

Solitamente il segnale vibrazione misurato su una macchina, viene campionato  
a brevi intervalli di tempo equispaziati per fare l’analisi di Fourier  
e trovarne lo spettro in frequenza..(..more on this later on..)

Se la velocità della macchina è variabile il contenuto in frequenza  
del segnale cambia..(cambia lo spettro) 
e contemporaneamente cambia anche il numero di campioni  
per rotazione del rotore..(cambia la risoluzione)  

Si vuole misurare la velocità istantanea del rotore 
(tachimetrica) 
e si vuole eliminare l’influenza delle 
variazioni di velocità  
(ricampionamento nel dominio dell’angolo)
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Tachimetrica: si misura l’intervallo di tempo tra due impulsi  
successivi di un trasduttore

vr (t) =
60

Np t2 − t1( )

Sensori Induttivi, Capacitivi, Ottici, 
Counter…

Np numero di impulsi per giro 
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Ricampionamento nel dominio dell’angolo: si fa in modo che in un giro,  
indipendentemente dalla sua durata di questo ci siano N campioni Δt→Δθ

 

algorithms which are implemented in the various hardware and software on the market are typically considered 
proprietary and therefore not commonly published. 
 
The process of adaptive resampling original data in which the frequencies of rotating components or in the case 
of pass-by data, moving components, have frequencies which vary as a function of a time and are therefore time 
varying in frequency will be made to appear as though they are time invariant or stationary.  Advantages of this 
process are that time varying frequency components require specialized digital signal processing, DSP, 
algorithms such as tracking filters for analysis whereas time invariant frequency components do not require any 
specialized DSP algorithms.  This means that the Fourier transform, standard non-tracking digital filters, wavelets, 
statistics, …etc. can be used with no errors beyond that present in stationary data which has not been adaptively 
resampled. 
 
The first published material using adaptive resampling for rotating machinery based analysis was Potter, et al 
from Hewlett Packard [ref. 1-7] in the presentation of a digital order tracking.  Hewlett Packard considers the exact 
implementation of the technique to be proprietary and as such has not published many of the details but did hold 
a U.S. patent for their implementation.  Both the small and large channel count dynamic signal analyzers that HP 
manufactures have this type of order tracking available either as a standard feature or as an option.  Recently 
many other dynamic signal analyzer manufacturers have begun to offer a type of resampling based order 
tracking.  Again, these manufacturers consider their exact implementation to be proprietary and have not 
published their methods of implementation. 
 
This paper presents several different adaptive resampling procedures which may be used in anywhere adaptive 
resampling is required.  For simplicity’s sake many of the examples are presented from a rotating machinery 
perspective but it should be realized that simply changing the reference tachometer signal to the reference signal 
of choice is the only change which must be made to use the procedures elsewhere.  
 
JUSTIFICATION FOR ADAPTIVE RESAMPLING: 
 
A stationary time invariant system is shown in Figure 1, in this case the frequency of the data depicted in the top 
of this figure does not vary as a function of time.  The second plot in this figure represents the spacing relative to 
time of the samples of the sampled waveform, in this case this spacing is constant and would normally be referred 
to as ∆t.  The third plot from the top in this figure shows the spacing of the data samples relative to a shaft angle, 
each instance of the shaft shows 8 samples/revolution indicated by ‘x’s, this rate does not change as time 
increases moving from left to right in this plot.  The bottom plot shows the sampled waveform plotted relative to 
the time domain sampling that it has undergone.  In this case, sampling relative to ∆t or ∆θ results in the same 
apparent waveform.  This is exactly the case for all stationary signals and allows DSP methods which are 
developed relative to constant ∆t’s to work well because the kernel of the Fourier transform, or any other 
transform looks like the signal of interest. 
 

Fr
eq

ue
nc

y

Time

Sample Time Axis

Sample Angle Axis

Sampled Waveform

Note: Constant ∆t Î Constant ∆θ!  
Figure 1: Graphical representation of sampled constant frequency sine wave, indicating constant time 

and constant angular sampling yield same waveform. 

 

 

Figure 2 shows the sampling situation when the frequency of the signal of interest can vary as a function of time, 

in this increasing with time, and a constant ∆t is used to acquire the data.  In this case it can be seen that the 

samples relative to angular position vary as a function of time.  Obviously, this sampled waveform does not 

resemble the form of the kernel of the Fourier transform.  Frequency components which are varying in this 

manner will not be stationary on one spectral line of a Fourier transform.  This problems manifests itself as 

leakage an smearing in the frequency domain.  For this reason a Hanning window is normally applied to reduce 

leakage and in turn compromises the frequency resolution of the FFT. 
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Note: Constant ∆t ≠ Constant ∆θ!

 

Figure 2: Varying frequency sine wave sampled with a constant ∆t. 
 

To overcome the limitations of using standard DSP on frequency varying signals the concept of adaptive 

resampling is introduced.  Figure 3 shows the result of sampling the same varying frequency sine wave of Figure 

2 with a constant angular sampling interval, ∆θ.  Notice how the sampled waveform in the bottom portion of Figure 

3 once again looks like the sampled waveform in the bottom portion of Figure 1.  This waveform, though now 

sampled relative to angle as opposed to time may now be treated as though it is actually sampled relative to time 

with the understanding that the results of various DSP algorithms will not be frequency dependent but instead 

dependent on multiples of the varying frequency component.  In rotating machinery applications we define the 

reference frequency to be 1
st
 order and the multiples to be 2

nd
, 3

rd
, or 4

th
 orders if they are 2, 3, or 4 times the 

reference frequency respectively.  If this data were acquired during a pass-by type of event than the source 

frequencies which did appear as though they were changing, and were due to the Doppler shift, now appear as 

they would if the pass-by microphone had been mounted on the moving vehicle and there had been no Doppler 

shift. 
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Note: Variable ∆t Î Constant ∆θ!
 

Figure 3: Varying frequency sine wave sampled with a constant angular interval, ∆θ. 

 

 

Figure 2 shows the sampling situation when the frequency of the signal of interest can vary as a function of time, 

in this increasing with time, and a constant ∆t is used to acquire the data.  In this case it can be seen that the 

samples relative to angular position vary as a function of time.  Obviously, this sampled waveform does not 

resemble the form of the kernel of the Fourier transform.  Frequency components which are varying in this 

manner will not be stationary on one spectral line of a Fourier transform.  This problems manifests itself as 

leakage an smearing in the frequency domain.  For this reason a Hanning window is normally applied to reduce 

leakage and in turn compromises the frequency resolution of the FFT. 
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Figure 2: Varying frequency sine wave sampled with a constant ∆t. 
 

To overcome the limitations of using standard DSP on frequency varying signals the concept of adaptive 

resampling is introduced.  Figure 3 shows the result of sampling the same varying frequency sine wave of Figure 

2 with a constant angular sampling interval, ∆θ.  Notice how the sampled waveform in the bottom portion of Figure 

3 once again looks like the sampled waveform in the bottom portion of Figure 1.  This waveform, though now 

sampled relative to angle as opposed to time may now be treated as though it is actually sampled relative to time 

with the understanding that the results of various DSP algorithms will not be frequency dependent but instead 

dependent on multiples of the varying frequency component.  In rotating machinery applications we define the 

reference frequency to be 1
st
 order and the multiples to be 2

nd
, 3

rd
, or 4

th
 orders if they are 2, 3, or 4 times the 

reference frequency respectively.  If this data were acquired during a pass-by type of event than the source 

frequencies which did appear as though they were changing, and were due to the Doppler shift, now appear as 

they would if the pass-by microphone had been mounted on the moving vehicle and there had been no Doppler 

shift. 
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Figure 3: Varying frequency sine wave sampled with a constant angular interval, ∆θ. 

RPM costante  
tempo

RPM variabile  
tempo

RPM variabile  
angolo

..interpolazione dei segnali  
accelerometrici..
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Segnale nel tempo.. 
run up di un macchinario

Segnale in frequenza.. 
diversi contributi in frequenza… spettro rumoroso

Segnale in frequenza.. 
(STFT) 
al variare di RPM varia  
il contenuto spettrale
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Tachimetrica a  
bassa velocità

Tachimetrica a  
alta velocità Profilo di velocità

Nello spettrogramma 
si vede cambiare 
frequenza e ampiezza  
dell’ordine 
in funzione della velocità
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