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Macchinario rotante

La maggior parte delle
macchine industriali ha
organi rotanti!

Lo studio della loro dinamica
si differenzia in base alle
dimensioni e dal regime

di funzionamento

Si considera acquisito il concetto

di squilibrio

statico / dinamico / di coppia
(meccanica applicata alle macchine)
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Macchinario rotante

Si definisce un ROTORE un corpo sospeso tramite
una serie di cerniere cilindriche che gli permettono di ruotare liberamente
attorno ad un asse! (statore..non si muove)

Siimmagina che 'asse di rotazione sia fisso nello spazio

(non € vero nelle macchine semoventi automobili, aerei, navi..)

Si immagina che il rotore sia equilibrato
(asse rotazione coincide asse principale d’inerzia), o se non lo &

lo squilibrio sia piccolo e le deformazioni relative piccole

Siimmagina che il rotore sia assial-simmetrico
(le equazioni son piu semplici, € non serve lavorare con

un sistema di rif solidale al rotore)

Siimmagina che il rotore sia “mosso” dall’esterno
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Macchinario rotante - diagrama di Campbell

Si possono immaginare due condizione di funzionamento:
a velocita costante (o poco variabile es. alternatore elettrico)
a velocita variabile (transitorio es. motore automobile)

Il rotore € esteso e continuo ed avra un certo numero di frequenze naturali..
si vuole fare in modo che il/i regimi di funzionamento, siano piu lontani possibili
da tali frequenze... (amplificazione delle deformate...vibrazioni...rotture)

Si utilizza il diagramma di Campbell che rappresenta contemporaneamente
la velocita del rotore e le sue risonanze (flessionali, torsionali, forward, backward,..)

>
,,,,,
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Macchinario rotante - diagrama di Campbell

L'intersezione tra le rette rappresentanti la velocita del rotore Q) e le sue
armoniche con le rette rappresentanti le frequenza naturali del sistema
sono dette velocita critiche!

fnf /

2x()

@) /

1xQ)

Nel caso specifico si riportano
fn Indipendenti da (, ma non &
sempre questo il caso..

Non tutte le critiche sono critiche!
dipende dal valore di smorzamento
associato!

NB alle velocita critiche il rotore

non vibra, ma ruota deformato!
diventando la sorgente di eccitazione
periodica della parte statica

della macchinal!
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Macchinario rotante - rotore di Jeffcott

Z
Q y
\J
P >
—
I

Nelle due direzioni coordinate..

..0 con la rappresentazione complessa..
Punto P si muove sul piano xy, descrito dal vettore rotante  Z= X+ Jy

soluzione di tentativo.. z=2z,e"

mz+kz=0 S .
condizioni iniziali.. Zog =Xy T JY,

M
m

% _i due soluzioni una positiva ed
z=2Ze A"t+ZeJ%t :
1 1 una negativa...
Forward Whirl / Backward Whirl

/1 e /2 dipendono dalle ClI!

Nel caso di rotore bilanciato non ha molto senso
ma nel caso di rotore sbilanciato, ci dice da che parte ruota
lo sbilanciamento rispetto alla rotazione del rotore!
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Macchinario rotante - rotore di Jeffcott

m[)'c'—eéz cos@—eésin0]+kx =0
m[y—eéz sin9+eésin0]+ky =0

con e eccentricita della massa m

mZ+ kz = me(92 — jé)eﬂ9

Nel caso particolare di velocita angolare del rotore considerata costante Q=6
'angolo B pud essere espresso come Qr =0 risulta allora..

mz + kz = meQ* e’

22 2
ig Q) . o
B3 Zp = ew2 Y soluzione giu vista...
§ qé cr /7
el y 1 y .| positive whirl
28 .e/‘
s & P
8 (o X .e/. Ot X _
52 P ,/2
£E " C : "
subcritica... ipercritica. ..
(autocentratura)
| negative whirl
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

i ]
] | I
kiéc u || kiéc
Bisogna aggiungere i Momenti Giroscopici..
y
X Derivano..dalla conservazione del momento
S angolare del sistema..
5 - .. sono perpendicolari all'asse di

rotazione del rotore!
(vale la regola della mano destral!)

Supponiamo il rotore giri con una velocita angolare ()
e che abbia un momento d’'inerzia polare |,
ed un momento diametrale d’inerzia lq...
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

Quando ruota, il momento angolare del rotore sara [,Q..

..supponiamo il disco ruoti in un.6t5¢
attorno all’asse y con velocita ¢=-—
Il momento angolare ruotera di una t
guantita 6¢ generando un momento

.supponiamo il disco ruoti in un ot 50
attorno all'asse x con velocita 6=—
Il momento angolare ruotera di una t
quantita 66 generando un momento

Mx My
[0 Mu T
y“T y y 0
X y X /
&6
> 00 >
0 N ° X110
Q\“l‘loQ Mot oy Myot
M ot =1 Q0¢ per &t che tende a zero... —-M ot =106

M, =1Q¢  10+1Q9=M,

M,=1Q0 10-1Q0=M,
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

y

Z
<
ky1 'ér- ky2
N r NN
MMM \\\\\\\\ AN

»

v
A

d
<

0 rotazione attorno asse x
¢ rotazione attorno asse y

mi+k (x—ap)+k,(x—bp)=0

my+ky1(y+a9)+ky2(x+b9)=0
1,6+1Q¢+ak,(y+ab)—bk,(y—bb)
1,0—1 Q6+ ak, (x—ap)—bk ,(x+bg)

0
0

..supponiamo che |
cuscinetti non abbiano
rigidezza angolare e si
P0OSSanNo muovere In
direzione orizzontale e
verticale..

N

X

N

AN

Equilibrio forze in dir x
Equilibrio forze in diry

Equilibrio momenti attorno 6

Equilibrio momenti attorno ¢

l ‘
| B
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

..riordinando..
om0 0 o |
O m 0 O
0 0 I, 0 |
0 0 0 I,

-+

S D = o=

S O O O

S O O O

0 0
0 0
<
0 1,0
-1,Q 0

D e =

s

J

..matrice momenti giroscopici

.semplificando..

m 0 0 0
0 m 0 0
0 0 I, 0
0 0 0 I,

S O = =

-+

oS O O O

S

o O O O

..equazioni generali.. accoppiate!

k,+tk, 0
0 k,+k,, ak, —bk,,
0 ak,, — bk, azky1 + bzky2
—ak , + bk, 0

kxT — kxl + kx2
9 ka — _akxl + bka

kp=ak,+b%, k,=ak,+bk,

-+

. D e =

kg, =k, +k,
k. =—ak, +Dbk,

L]
ooo

_ . -
e 00 kel
0 kyf ::’_kyc,‘.:: 0

0 _kyC kyR

ke 0000 kg

a’k, +b’k,,

S D <= =

S O O O

—ak , + bk,

S D < =

I
S O O O
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

Guardiamo alcuni casi..

supporti isotropi / no effetto giroscopico kg =k =k
1 senza accoppiamento elastico (es a=b) ke =kye=ke=0
2 con accoppiamento elastico ki # ke 20

3 supporti isotropi / con effetto giroscopico

supporti anisotropi / con effetto giroscopico kg #kg #0

[ Q=0
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

Caso 1

.Sl riduce drasticamente la complessita del sistema..
..equazioni disaccoppiate!

..con ['usuale soluzione di primo tentativo

-

mi+k.x=0
my+k.y=0
160+k,0=0
10+kp=0

e

x=Xe"
y=Y e"
0 =06,¢"

\ ¢ = @ye”

NB in realta ci sono 4DOF
=> 8 radici... a due a due
complesse e coniugate

bounce mode

R tilt mode

1

In realta ci sono 4 soluzioni a due a due complesse coniugate
per le traslazioni e per le rotazioni... se ne riportano solo due..

NB non e detto che il bounce venga prima del tilt..dipende dal
valore delle rigidezze, masse ed inerzie!
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

Caso 2
..In questo caso c'e una dissimmetria del rotore..
..con l'usuale soluzione di primo tentativo

( mi+k.x+k.0=0 (
my+k.y—k-0=0 (ms2 + k.,

)
)Y, —k.6,=0 I o .t
9 . 3 )
Id?_kcy_l'kRe:O (IdS2+kR)9() kY, =0 aZaZaccopplate
L+ kex+ k=0 (I,5* +ke)dy+koX,=0 1
da 1&4.. da 2&3..
v ket S Ak kb, (L5 k)6,
: (ms2+kT) ke ’ (ms2+kT) k.
(s + Ky (1,57 + ke )= ke =0 (s 4+, )(1,5” + kg )~ ke =0
S4+(kR+kT]S2+kRkT—k§ 0
I, m ml
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

le radici di questa equazione sono :

2
st =— kR+kT + kR+kT +£:— kR+kT Ty
21, 2m ) \\2I, 2m) ml, 21, 2m )

g NB in realta ci sono 4DOF
k k => 8 radici... a due a due
R T
O, =0, = + —Y complesse e coniugate
o oN2r, 2
X ‘ "
k. k | modi associati a tali autovalori sono
W, =0, =, [—+—+ iati ’
s T W= 5775 4 accoppiati e con l'usuale metodo..
\ d m
X, :_Idsl.z+kR:_ k. Y, :Idsl.z+kR: k.
?, s k. msl.2 + k. 0, oa k. msi2 + k.

| modi sono identici ma si sviluppano su piani diversi...

Luigi BREGANT
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

Caso 3 NB in realta ci sono 4DOF
..aggmngendo | momentl giroscopicil.. => 8 radici... a due a due
.con l'usuale soluzione di primo tentativo complesse e coniugate
..senza accoppiamento elastico...kec=0..
( k
mi+k,x=0 w=0,=,-L
dalle 1e 2 m
my+k.y=0 )
. . 2 —
[10+1 Qop+k,0=0 (Ids +kR)90+IpQS¢O_
P dalle 3e 4 3 )
1,0—1,Q0+k,0=0 _IpQSHO_I_(IdS +kR)¢0:

(Id52 + kg )2 +(IPQS)2 =0

1,5 +k,==I Qs 1.0 1.0 ? k, .le radici dipendono da Q !
W, =— + + £
21, 21, ) 1,
1,5 F1,Qs+k,=0 : ..nel diagramma di Campbell,
_1,Q 1,Q ke le freq. naturali non son
@4 = 21, T 21, +E piu rette orizzontali, ma curve!!

Luigi BREGANT
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Macchinario rotante - rotore rigido su supporti flessibili

Caso 3
..aggiungendo i momenti giroscopici..
..con l'usuale soluzione di primo tentativo

..Ccon accoppiamento elastico .
- 2 + k X + k — O
mi+k.x+k.¢=0 (ms T) o ke
my+kyy— k.6 =0 < (ms” +ky )Y, k6, =0

1,6+1 Qp—koy+k0=0
1,0—1Q0+k.x+kgp=0

- L

—ko Yy +(1,5% +ky )0, +1,Q¢,=0

ke X, — 1,96, +(1,5° + kg )9, =0

..da 1 e 2 sidetermina ®g e 6g che si sostituisconoin 3 e 4..

.. 3e4in Xo e Yo vengono utilizzate per determinare I'equazione caratteristica in s

1 k.1 — k>
sYF | L Qs+ Ko o s°F j| —2 Qs+ Kekr ~he _
I, I, m mli mli

Universita degli studi di Trieste [ ‘ LVA
Dip. Ingegneria e Architettura | B

Meccanica delle Vibrazioni

Luigi BREGANT
bregant@units.it



mailto:bregant@units.it

ni @Units

di Meccanica delle Vibrazio

ione dell’esame del corso

nte la preparaz

da quello inere

amente vietato I'utilizzo per qualsiasi sc

vietato ogni utilizzo diverso

E

rciale e/o di lucro

omme

opo ¢

press

E' es

Macchinario rotante - esempiot

Il

Rotore
y Cl
lunghezza L=0.5m
raggio r=0.2m Xo=1mm
Z ' Yo=0.5mm
p=7810kg/m? Vxo=30mm/s
ky=ky=1MN/m -
S s
Frequenze naturali ? Risposta rotore?
2
m=P"PL 125 68ke
mD” 5 » mL’ 5
I, = =0.6134kgm [, = 5 + 5 =2.8625kgm
k, =k  +k_,=2000kNm ( P
w =wm,=,—+=127.68rad /s
k. =—ak_ +bk_,=0kNm J m
k
k, =a’k  +b’k_, =125kNm 0;=0, =, /—R =208.97rad | s
d

'\ .
_°

Universita degli studi di Trieste
Dip. Ingegneria e Architettura

LVA

Meccanica delle Vibrazioni

Luigi BREGANT
bregant@units.it



mailto:bregant@units.it

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Macchinario rotante - esempiot

-

x=A, sin(a)lt) + A, cos(a)lt)

N—

y = B;sin(@,t)+ B, cos(m,t

r

X =AW, cos(a)lt) - A0, sin(a)lt)

y= B,w, cos(w,t)— B,w, sin(w,t)

.

..con la sostituzione del valori numerici si ottiene..

1 ' " 4 4 L 4 4
-1 08 46 08 492 _ 02 04 0s e 1
X~
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x= (3—O)sin(a)lt)+cos(a)lt)

@,

1
y= Ecos(a)zt)

10 15 a0 5 »
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Macchinario rotante - esempio2

Rotore

..lo stesso rotore ma differente rigidezza ai cuscinetti (kxi=Kyi)
k1=1TMN/m
ko=1.3MN/m

k, =k +k_ =2300kNm

k. =—ak_ +bk_,="T5kNm

k,=d’k_ +b*k_, =143.75kNm

kR

kT

N

21,

_|_

2m

ke

2
_l_
j mli

16.236rad” | s°

~

k

+——vy =135.08rad / s

2m

kT

_|_

2m

+y =22521rad /s

Universita degli studi di Trieste
Dip. Ingegneria e Architettura

G-

LVA

Meccanica delle Vibrazioni

Luigi BREGANT
bregant@units.it



mailto:bregant@units.it

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Macchinario rotante - esempio3

Rotore

..lo stesso rotore che ruota a 4000 rpm con | cuscinetti

uguali al caso 1

uguali al caso 2

kx=1TMN/m kKi=1TMN/m
Ky=1TMN/m ko=1.3MN/m
Q= 40002—7[ =418.88rad /s
60
k. =2000kNm k. =2300kNm
k. =0kNm k. =T5kNm
k,=125kNm k,=143.715kNm

W =0, = ‘/k—T =127.68rad / s
m

1Q |[(1QY
W, =——"—+ || £ +k—R=168.85rad/S
21, 21, ) 1,

2
I Q I Q
W, = +\/( z ) +ﬁ=258.61md/s

21, 21, ) 1,

1
s4$j(—p]Qs3+(k—R+k—T]s2$j(
I, I, m

k.1,

mli,

s* T j89.765° + 68966s> T j1682800s +925.48 x 10° =0

G-
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Macchinario rotante - esempio3

20

] Forward Whirl

.le frequenze ws w4
variano al variare di Q..

navrd fequencies
=

1 Backward Whirl

al variare del rotore (numero di dischi, flessibilita albero, condizioni
di vincolo, anisotropia, smorzamento, effetti giroscopici,...)

diagramma di Campbell si fa piu complesso!
..resta uno strumento indispensabile!

AMMMnnnee MMM AN

Luigi BREGANT
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Macchinario rotante - torsional

..In questo caso si suppone che I'asse della macchina non si fletta,
ma | vari “dischi” ruotino reciprocamente tra loro..

Jpj

Jinlinea”..
.la rigidezza del
tronconi..
T GJ
.ramificati.. k.=—=
amificat iT9T ]

.formule approssimate...
“‘Blevins 1979”
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Macchinario rotante - torsionali

[m]=

..problema agli autovalori...(spesso senza smorzamento, oppure

[£]

ktl _ktl 0

_ktl ktl T kt2 _krz
0 —k,,
0 0 —k,

localizzato nei giunti..non proporzionale!)

..N dischi..2N autovalori..N autovettori distinti

..se il rotore non e vincolato al mondo esterno..modo di corpo rigido!

..se N e il modo che si considera, ci sono (N-1) nodi nella deformata!

o O O

-

IN
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Macchinario rotante - torsionali

| modo (rigido)

Il modo (1 nodo)

/I/

Il modo (2 nodi)

g
[\. TN IV modo...
N N
[\ | /l\ /] Vmodo..

Esistono diversi metodi
iterativi per il calcolo delle
vibrazioni torsionali..

Holzer..
Myklestadt..
Prohl...
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Macchinario rotante - torsionali

|3

sostituendo

e sottraendo y[3]-[2]

16,+k(6,-6,)=T,
1,6,+k(6,-6,)=T,+R,F,
1,6,+k,(0,-6,)=T,+R,F,

1,0,+k,(0,-0,)=T,

63 — _792
64 — _79;

..siano Rq ed Rz i raggi delle ruote 2

e 3 che ruotano senza strisciare..

..N2 ed Nz i rispettivi numeri dei denti..

vy il rapporto di trasmissione No/Ns

oppure Ro/R3

| quattro volani non sono indipendenti!

le velocita tangenziali di |2 e Iz sono uguali!

0, =-Y0, - percheé cambia il verso di rotazione!

1,6,+k(6,-6,)=T,
(12 +7213)é2 +k1(02 _91)+72k2 (92 _9;): Tz _7T3
7214@3 T 72k2 (93 - 92) =-71,

/\
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Macchinario rotante - torsionali

K1 K1+y2ko

..ottenendo il modello “in linea”

equivalente..
1 Y214
lo+Vy2l3
L0 o 1[é ][ x -x o e [ 1
0 L+yl, 0 |56, ¢+| -k k+vk, =v’k, |3 6, }=9 T,—yT, ¢
0 0 v, 6, 0 vk, 7Yk, \9'3) -

..esiste una formulazione matriciale per i sistemi ramificati piu complessi
che porta alla scrittura equazioni per di sistemi “in linea” equivalenti..
(matrice forze interne, vincoli e rapporti di trasmissione)

..analogamente ai sistemi lineari... si calcolano anche le risposte forzate!!

Luigi BREGANT
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Le macchine rotanti hanno generalmente due modalita di funzionamento:
a regime costante (es. alternatore / turbina produzione elettricita)
a regime variabile (es. motore autoveicolo)..

.in entrambi i casi e interessante tracciare 'andamento nel tempo il livello (RMS)

delle componenti armoniche delle forze che agiscono su queste..
(le vibrazioni che si generano e che bisogna controllare dipendono da queste forze!)

..effettuando 'analisi agli ordini!
(ricordiamo il legame tra il regime di funzionamento € le risonanze del sistema)

Amplitude [dB)

-125

Order Spectrum with Changing Rotational Speed

[RIN] (Avee Soeed - Shat

-25

on
o
3

s

TR

Blades 7th order 1=

i ’

Y75 §9 CE L L3

AAAAAAAAAAAAA
""""""""""
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Un ordine € un fenomeno che si presenta un certo numero di volte
all'interno di un giro completo del rotore..

ad esempio..

lo squilibrio avra un periodicita 1x
I'eccitazione delle palette una periodicita 7x
I'eccitazione elettrica una periodicita 4x

...Indipendentemente dalla velocita
di rotazione del ventilatore!

iIndipendentemente dalle risonanze ! . M
del sistemal! N T T AVAVAYA
»"!"4
NB gli ordini possono non essere numeri interi! e
rapporto di trasmissione 1:2.3 A A
ci saranno gli ordini x2.3 x4.6 x6.9... SV 1 Ll
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ame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

di lucro

Macchinario rotante - analisi agli ordini

Solitamente il segnale vibrazione misurato su una macchina, viene campionato
a brevi intervalli di tempo equispaziati per fare I'analisi di Fourier
e trovarne lo spettro in frequenza..(..more on this later on..)

Se la velocita della macchina e variabile il contenuto in frequenza
del segnale cambia..(cambia lo spettro)

e contemporaneamente cambia anche il numero di campioni

per rotazione del rotore..(cambia la risoluzione)

Si vuole misurare la velocita istantanea del rotore
(tachimetrica)

’ //. ol % e si vuole eliminare l'influenza delle

(ricampionamento nel dominio dell’angolo)

//) v variazioni di velocita

Luigi BREGANT
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iale efo di lucro

Macchinario rotante - analisi agli ordini

Tachimetrica: si misura l'intervallo di tempo tra due impulsi
successivi di un trasduttore

Sensori Induttivi, Capacitivi, Ottici,
Counter...

60
N, (t,-1,)

Np numero di impulsi per giro

v, ()=

photo elements

Intervals Measurgd

P T T2 o 8 TR
shaft . | ' ' |
F1 —
Gate F1 | | | | l
code-dise Ft — Source 12NN L 1N
e _JUUTUUUUTUIUTITIL
Buffered Period
Measurament Ny + No + ...Ng 1
Average Period of F1 = X
K Ft
Frequency of F1 s
u - ——
ey Ny+ No+ .. N
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Ricampionamento nel dominio dell’angolo: si fa in modo che in un giro,

iIndipendentemente dalla sua durata di questo ci siano N campioni

At — AO

Frequency

Time

Sample Time Axis

O O D O 4D

Sample Angle Axis

Sampled Waveform

Note: Constant At =» Constant A9!

>
Q
<
Q
S
I3
:
&3
Time
Sample Time Axi

oo OO0

Sample Angle Axis

Sampled Waveform

Note: Constant At # Constant A!

>

15

=

S
0‘ 
5}

Time

Sample Time Axi

@@@Q}@

Sample Angle Axis

Fr

Sampled Waveform

Note: Variable At = Constant A9!

RPM costante
fempo

RPM variabile
tempo

..Interpolazione dei segnali
accelerometrici..

LVA
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Segnale nel tempo..
run up di un macchinario

Segnale in frequenza..
(STFT)

al variare di RPM varia
Il contenuto spettrale

Segnale in frequenza..
diversi contributi in frequenza... spettro rumoroso

| Baty Spectal Deroty « Tewporry Dt fhant! . = e
qp D oo v T d

1
"“',Ml
ik
N
]

1] Temporwy Dutn Krbant § 195005) S =
9)p C i
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Macchinario rotante - analisi agli ordini

Tachimetrica a
bassa velocita

* | RaceCaumbipdac (Tache]

4 > B wlld A addHd N niwe XJ

Tachimetrica a
alta velocita

SEE) | ReceCommtindec Tockel

q9p O = MEHAI N g * T g

Nello spettrogramma

si vede cambiare
frequenza e ampiezza
dell’ordine

in funzione della velocita

Profilo di velocita

_] WaaC st iy de (Voebm Spand |

4p 0 | M dHd N wuy & X §
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