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Analisi delle forze agenti sulle pale e della dissipazione di energia 

La corrente fluida può essere descritta mediante i vettori di velocità e le 
variazioni di velocità. Queste velocità interagiscono ed il risultato di questa 
interazione è uno scambio di energia. Questo scambio di energia può essere 
studiato con diversi approcci che devono portare a risultati uguali. Gli approcci 
sono: 

- Vedere la variazione di forma dei triangoli di velocità e la variazione di 
pressione tra una sezione posta a monte ed una posta a valle della 
schiera. Vediamo qual’è l’effetto globale del passaggio attraverso la 
schiera del flusso ma non vediamo le modalità dello scambio. 

 

- Per avere il dettagio dobbiamo analizzare le forze agenti sui profili. 
Queste forze possono essere valutate in termini di portanza-resistenza 
(sono le componenti delle forze scambiate valutate in direzione normale 
e parallela al flusso) o in termini di direzioni normale e parallela al fronte 
di sviluppo della schiera. 
 

L’analisi sarà impostata nel seguente modo. Troveremo le espressioni 
generiche di 
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c) Adimensionalizzazione di , , ,a tF F L D  

 

Questa trattazione sarà fatta secondo alcune ipotesi: 

1) Flusso incomprimibile (operiamo a basso numero di Mach) 
2) Schiera piana 

Assumiamo che il flusso sia incomprimibile perchè la maggior parte dei risultati 
sperimentali e numerici di cui disponiamo sono stati ottenuti operando con 
correnti a basso numero di Mach. In moltissime applicazioni la variazione di 
densità in realtà è piccola. 
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Per un compressore assiale ogni singolo stadio ha un rapporto di compressione 
molto piccolo. Nell’ambito di questi rapporti di compressione la variazione di 
densità è effettivamente molto piccola. Nel complesso della macchina la 
variazione di densità non è trascurabile. 

Le ipotesi vanno un pò in difetto se parliamo di turbine. Nelle turbine le 
condizioni di flusso sono meno impegnative di quelle dei compressori. In ogni 
stadio si raggiungono rapporti di espansione più alti. Esistono delle correlazioni 
che consentono di correggere i risultati. 

 

Lo scopo dell’analisi è fornire delle relazioni utili per la progettazione delle 
turbomacchine cioè tradurre i risultati dei rilievi sperimentali (rilievi di campi di 
velocità, di campi di pressione,...) e tradurli in termini di coefficienti globali. 

 

Consideriamo una schiera di pale che abbiano una profondità unitaria e 
fissiamo i versi positivi. Immaginiamo che una corrente incomprimibile vada ad 
investire la schiera e supponiamo di essere ad una distanza sufficientemente 
grande dal fronte di ingresso e di uscita da poter ritenere la corrente uniforme. 
Avere il flusso uniforme vuol dire non avere nessun scorrimento tra stati di 
fluido paralleli.  Studiamo l’effetto del flusso sulla pala. È sufficiente studiare 
un profilo e definire intorno al profilo una linea di controllo chiusa.  

 

La linea di controllo avrà le sezioni d’ingresso e uscita parallele. Inoltre la 
distanza tra due punti che si trovano alla stessa altezza deve essere sempre 
pari al passo palare s. 

Schiere di pale
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Applichiamo al nostro sistema le equazioni di conservazione. 

- Conservazione della portata (equazione di continuità) 
 

1 2 1 2           a a a a as V s V V V Vρ ρ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⇒ = =  

 
- Conservazione della quantità di moto in direzione tangenziale 

 
( )1 2t t a t tF m V s V V Vρ= ∆ = ⋅ ⋅ ⋅ −ɺ  

 

- Conservazione della quantità di moto in direzione assiale 

( )1 2aF s p p= ⋅ −  

Questa quantità può essere positiva o negativa a seconda dei casi (per 
esempio in un compressore sarà negativa).  

Queste espressioni le possiamo elaborare in modo da introdurre delle 
grandezze di particolare significato fisico o di particolare importanza. Partiamo 
dalla forza assiale 

( )1 2aF s p p= ⋅ −  

Possiamo scrivere la pressione statica come differenza della pressione di 
ristagno e la pressione cinetica 
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( )01 02p p−  è la perdita di carico. 

Arrivati a questo punto introduciamo il concetto di flusso medio indisturbato e 
definiamo la velocità tangenziale del flusso medio indisturbato 

Eq. continuità:
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( )01 02p p−  è la perdita di carico. 

Arrivati a questo punto introduciamo il concetto di flusso medio indisturbato e 
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1 2

2
t t

t
V VV ∞

+
=  

Quindi alla fine possiamo scrivere 

 

( )2 1 0a t t tF sV V V s pρ ∞= − + ∆  

 

Questa equazione è un risultato utile perchè ci mette in evidenza la perdita di 
carico separandola dal resto; ci lega la forza assiale alle componenti tangenziali 
della velocità; ci permette di introdurre la definizione di flusso medio. 

Quando abbiamo a che fare con un profilo isolato il concetto di flusso 
indisturbato è univoco perchè il vettore velocità indisturbata è uguale sia a 
monte che a valle del profilo. Quando abbiamo profili in schiera, la schiera va a 
modificare i vettori velocità. Per definire la portanza (componente di forza 
normale al flusso indisturbato) dobbiamo avere una direzione di riferimento. Il 
flusso indisturbato non è ne quello a monte ne quello a valle. Posso scrivere 
l’equazione che mi lega la portanza alla circuitazione con un’equazione 
formalmente identica a quella per il profilo isolato purchè scelga quella 
direzione di riferimento (quella del flusso indisturbato). 

 

Cerchiamo il legame tra aF  e tF  sfruttando il fatto che in entrambe le equazioni 

compare la differenza tra le componenti di velocità tangenziali. Sostituiamo tF  

in aF  
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VF F s p F s p
V

α∞
∞= − + ∆ = − + ∆  

 

Coefficiente adimensionale di perdita 
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202 2
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p py
p p Vρ
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= =
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( )01 02p p−  è la perdita di carico. 

Arrivati a questo punto introduciamo il concetto di flusso medio indisturbato e 
definiamo la velocità tangenziale del flusso medio indisturbato 

Cons. quantità di moto in dir. t:
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1 2

2
t t

t
V VV ∞

+
=  

Quindi alla fine possiamo scrivere 

 

( )2 1 0a t t tF sV V V s pρ ∞= − + ∆  

 

Questa equazione è un risultato utile perchè ci mette in evidenza la perdita di 
carico separandola dal resto; ci lega la forza assiale alle componenti tangenziali 
della velocità; ci permette di introdurre la definizione di flusso medio. 

Quando abbiamo a che fare con un profilo isolato il concetto di flusso 
indisturbato è univoco perchè il vettore velocità indisturbata è uguale sia a 
monte che a valle del profilo. Quando abbiamo profili in schiera, la schiera va a 
modificare i vettori velocità. Per definire la portanza (componente di forza 
normale al flusso indisturbato) dobbiamo avere una direzione di riferimento. Il 
flusso indisturbato non è ne quello a monte ne quello a valle. Posso scrivere 
l’equazione che mi lega la portanza alla circuitazione con un’equazione 
formalmente identica a quella per il profilo isolato purchè scelga quella 
direzione di riferimento (quella del flusso indisturbato). 

 

Cerchiamo il legame tra aF  e tF  sfruttando il fatto che in entrambe le equazioni 

compare la differenza tra le componenti di velocità tangenziali. Sostituiamo tF  

in aF  

0 0tant
a t t

a

VF F s p F s p
V

α∞
∞= − + ∆ = − + ∆  

 

Coefficiente adimensionale di perdita 

0 0

202 2
2

1
2

p py
p p Vρ

∆ ∆
= =

−
 

 

 

 

 

71 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

    Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 

1 2

2
t t

t
V VV ∞

+
=  

Quindi alla fine possiamo scrivere 

 

( )2 1 0a t t tF sV V V s pρ ∞= − + ∆  

 

Questa equazione è un risultato utile perchè ci mette in evidenza la perdita di 
carico separandola dal resto; ci lega la forza assiale alle componenti tangenziali 
della velocità; ci permette di introdurre la definizione di flusso medio. 

Quando abbiamo a che fare con un profilo isolato il concetto di flusso 
indisturbato è univoco perchè il vettore velocità indisturbata è uguale sia a 
monte che a valle del profilo. Quando abbiamo profili in schiera, la schiera va a 
modificare i vettori velocità. Per definire la portanza (componente di forza 
normale al flusso indisturbato) dobbiamo avere una direzione di riferimento. Il 
flusso indisturbato non è ne quello a monte ne quello a valle. Posso scrivere 
l’equazione che mi lega la portanza alla circuitazione con un’equazione 
formalmente identica a quella per il profilo isolato purchè scelga quella 
direzione di riferimento (quella del flusso indisturbato). 

 

Cerchiamo il legame tra aF  e tF  sfruttando il fatto che in entrambe le equazioni 

compare la differenza tra le componenti di velocità tangenziali. Sostituiamo tF  

in aF  

0 0tant
a t t

a

VF F s p F s p
V

α∞
∞= − + ∆ = − + ∆  

 

Coefficiente adimensionale di perdita 

0 0

202 2
2

1
2

p py
p p Vρ

∆ ∆
= =

−
 

 

 

 

 

71 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

    Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 

1 2

2
t t

t
V VV ∞

+
=  

Quindi alla fine possiamo scrivere 

 

( )2 1 0a t t tF sV V V s pρ ∞= − + ∆  

 

Questa equazione è un risultato utile perchè ci mette in evidenza la perdita di 
carico separandola dal resto; ci lega la forza assiale alle componenti tangenziali 
della velocità; ci permette di introdurre la definizione di flusso medio. 

Quando abbiamo a che fare con un profilo isolato il concetto di flusso 
indisturbato è univoco perchè il vettore velocità indisturbata è uguale sia a 
monte che a valle del profilo. Quando abbiamo profili in schiera, la schiera va a 
modificare i vettori velocità. Per definire la portanza (componente di forza 
normale al flusso indisturbato) dobbiamo avere una direzione di riferimento. Il 
flusso indisturbato non è ne quello a monte ne quello a valle. Posso scrivere 
l’equazione che mi lega la portanza alla circuitazione con un’equazione 
formalmente identica a quella per il profilo isolato purchè scelga quella 
direzione di riferimento (quella del flusso indisturbato). 

 

Cerchiamo il legame tra aF  e tF  sfruttando il fatto che in entrambe le equazioni 

compare la differenza tra le componenti di velocità tangenziali. Sostituiamo tF  

in aF  

0 0tant
a t t

a

VF F s p F s p
V

α∞
∞= − + ∆ = − + ∆  

 

Coefficiente adimensionale di perdita 

0 0

202 2
2

1
2

p py
p p Vρ

∆ ∆
= =

−
 

 

 

 

Coeff. di perdita



 

64 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

 
 

 
 

Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 

2.2.1 SCHIERE DI PALE BIDIMENSIONALI 

Nomenclatura 
Profilo isolato 

Si definisce una linea media (mean-line) che può essere costituita da una 

curva semplice (arco di cerchio o arco di parabola). Attorno alla linea media si 

si sovrappone un’opportuna distribuzione di spessori. Una delle dimensioni 

fondamentali del profilo è la lunghezza della corda. La corda è la distanza tra i 

punti di intersezione della linea media con la sagoma del profilo. Una 

definizione talvolta utilizzata prevede di appoggiare il profilo su un piano. 

Possiamo definire poi per ogni punto della linea media un sistema di coordinate 

cartesiane x, y a partire dal bordo d’ingresso. Per ogni coppia di valori si 

stabilisce un valore dello spessore.  

 

 

La geometria viene spesso trattata in termini di grandezze adimensionali in 

modo tale che sia rappresentativa della famiglia di profili geometricamente 

simili. Si trovano delle tabelle che danno valori adimensionalizzati  

           

x
y

t
c

c
c  

Una delle serie più note di profili è la serie NACA. 

 

 

 

V

L
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A questo punto possiamo visualizzare l’andamento di queste forze e trovare la 
scomposizione della forza nelle due direzioni ortogonali e parallela al flusso 
medio per definire la portanza e la resistenza. 

 

 

Questa figura ci mostra l’andamento delle forze in corrispondenza ad un 
aumento delle velocità nei due casi significativi di schiera di espansione e 
schiera di compressione. 

Capiamo che quella di sinistra è una schiera di espansione dalla forma del 
profilo e dall’aumento delle velocità. Espansione significa che la velocità in 
uscita deve essere più grande della velocità in ingresso. 

F  è la forza risultante che potremmo ottenere compinando aF  e tF . Inoltre F  

può essere scomposta nella componente ortogonale alla V∞  (portanza L ) e 

nella componente parallela alla V∞  (resistenza D ). Possiamo osservare che in 

una schiera di espansione la componente aF  sarà positiva mentre nella schiera 

di compressione sarà negativa. 

 

cos
cos

t a

t a

L F F sen
D F sen F

α α

α α
∞ ∞

∞ ∞

= −

= +
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Attenzione ai segni! Questa scrittura è giusta se tutte le grandezze vettoriali ed 
angolari sono intese come grandezze con i loro segni rispetto quel sistema di 
riferimento. 

Possiamo anche scrivere le equazioni inverse 

( )cos
cos

a

t

F Lsen D
F L Dsen

α α

α α
∞ ∞

∞ ∞

= − −

= +
 

 

Per generalizzare i risultati conviene procedere con l’adimensionalizzazione. 
Definiamo allora il coefficiente di portanza 

21
2

L
Lc
c Vρ ∞

=
⋅

 

c  è la corda. È pari alla portanza diviso la pressione moltiplicata per la 
superficie sulla quale essa si esercita. 

Poi definiamo il coefficiente di resistenza 

21
2

D
Dc
c Vρ ∞

=
⋅

 

 

Coefficiente di forza tangenziale 

21
2

t
F

sFc
c V

ρ

ρ ∞

= =
⋅

( )1 2

1
2

a t tV V V

ρ

⋅ −

2c V∞⋅
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tan

a

t a

V V
V V

αα

α
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Quindi sostituendo 

 

21
2

t
F

sFc
c V

ρ

ρ ∞

= =
⋅

( )1 2

1
2

a t tV V V

ρ

⋅ −
( )2

1 2
2

2 cos tan tans
cc V

α α α∞

∞

 = − 
 ⋅

 

 

Questa espressione è importante perchè ci consente di definire la forza 

tangenziale adimensionalizzata della nostra schiera purchè conosciamo la 

solidità della schiera, la direzione della corrente indisturbata e i valori degli 

angoli in ingresso ed uscita. Vogliamo collegare l’entità della forza alla 

variazione della corrente. 

 

Coefficiente di (forza assiale) pressione 

 

0 0

2 2 2

tan tan1 1 1
2 2 2

a t
P F

F s p F s pc c
c V c V c V

α
α

ρ ρ ρ

∞
∞

∞ ∞ ∞

∆ − ∆
= = = −

⋅ ⋅ ⋅
 

 

Introduciamo il coefficiente di perdita di carico 

0

2
2

1
2

py
Vρ

∆
=  

Per cui 

2

2 tanP F
Vsc y c

c V
α∞

∞

  = −  
   

 

 

Sostituendo ancora le relazioni trigonometriche 
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1 22
2

cos 2 tan tan cos
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∞ ∞
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Sostituendo ancora le relazioni trigonometriche 
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Quindi sostituendo 
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Questa espressione è importante perchè ci consente di definire la forza 

tangenziale adimensionalizzata della nostra schiera purchè conosciamo la 

solidità della schiera, la direzione della corrente indisturbata e i valori degli 

angoli in ingresso ed uscita. Vogliamo collegare l’entità della forza alla 

variazione della corrente. 

 

Coefficiente di (forza assiale) pressione 

 

0 0

2 2 2

tan tan1 1 1
2 2 2

a t
P F

F s p F s pc c
c V c V c V

α
α

ρ ρ ρ

∞
∞

∞ ∞ ∞

∆ − ∆
= = = −

⋅ ⋅ ⋅
 

 

Introduciamo il coefficiente di perdita di carico 

0

2
2

1
2

py
Vρ

∆
=  

Per cui 

2

2 tanP F
Vsc y c

c V
α∞

∞

  = −  
   

 

 

Sostituendo ancora le relazioni trigonometriche 

 

( )
2

1 22
2

cos 2 tan tan cos
cosP

s sc y sen
c c

α
α α α α

α
∞

∞ ∞
   = − − ⋅   
   

 

 

 

74 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

    Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 

Quindi sostituendo 

 

21
2

t
F

sFc
c V

ρ

ρ ∞

= =
⋅

( )1 2

1
2

a t tV V V

ρ

⋅ −
( )2

1 2
2

2 cos tan tans
cc V

α α α∞

∞

 = − 
 ⋅

 

 

Questa espressione è importante perchè ci consente di definire la forza 

tangenziale adimensionalizzata della nostra schiera purchè conosciamo la 

solidità della schiera, la direzione della corrente indisturbata e i valori degli 

angoli in ingresso ed uscita. Vogliamo collegare l’entità della forza alla 

variazione della corrente. 

 

Coefficiente di (forza assiale) pressione 

 

0 0

2 2 2

tan tan1 1 1
2 2 2

a t
P F

F s p F s pc c
c V c V c V

α
α

ρ ρ ρ

∞
∞

∞ ∞ ∞

∆ − ∆
= = = −

⋅ ⋅ ⋅
 

 

Introduciamo il coefficiente di perdita di carico 

0

2
2

1
2

py
Vρ

∆
=  

Per cui 

2

2 tanP F
Vsc y c

c V
α∞

∞

  = −  
   

 

 

Sostituendo ancora le relazioni trigonometriche 

 

( )
2

1 22
2

cos 2 tan tan cos
cosP

s sc y sen
c c

α
α α α α

α
∞

∞ ∞
   = − − ⋅   
   

 

 



Schiere di pale
 

75 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

    Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 

Possiamo trovare allora 

cos
s cos

L F P

D F P

c c c sen
c c en c

α α

α α
∞ ∞

∞ ∞

= −

= +
 

Sostituendo Fc  e Pc  si ottiene 

( )1 2

3

2

2 tan tan cos tan

cos
cos

L D

D

sc c
c
sc y
c

α α α α

α
α

∞ ∞

∞

 = − − 
 

 =  
 

 

Nel caso ideale di resistenza nulla 

( )1 2

0

2 tan tan cos

D

L

c
sc
c

α α α∞

=

 = − 
 

 

 

 

Teorema di Kutta-Joukowsky (o teorema della “circuitazione”) 

È particolarmente significativo trovare α∞  perchè ci permette di avere una 

direzione di riferimento. Questo teorema illustra in termini matematici il 
meccanismo che porta all’effetto della portanza del profilo. Possiamo dare una 
dimostrazione molto semplice e rapida ma precisa dal punto di vista fisico. 
Consideriamo un profilo investito da una corrente fluido per la quale abbiamo 
una velocità V∞ . Le linee di corrente di questo flusso sono disturbate dalla 

presenza del profilo per cui avremo una differenza di velocità tra il dorso ed il 
ventre del profilo stesso. Abbiamo un’accelerazione del flusso sul dorso ed una 
decellerazione sul ventre che si traduce in una differenza di pressione che 
genera la portanza.  

 



teorema di Kutta-Jukowsky

 

75 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

    Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 

Possiamo trovare allora 

cos
s cos

L F P

D F P

c c c sen
c c en c

α α

α α
∞ ∞

∞ ∞

= −

= +
 

Sostituendo Fc  e Pc  si ottiene 

( )1 2

3

2

2 tan tan cos tan

cos
cos

L D

D

sc c
c
sc y
c

α α α α

α
α

∞ ∞

∞

 = − − 
 

 =  
 

 

Nel caso ideale di resistenza nulla 

( )1 2

0

2 tan tan cos

D

L

c
sc
c

α α α∞

=

 = − 
 

 

 

 

Teorema di Kutta-Joukowsky (o teorema della “circuitazione”) 

È particolarmente significativo trovare α∞  perchè ci permette di avere una 

direzione di riferimento. Questo teorema illustra in termini matematici il 
meccanismo che porta all’effetto della portanza del profilo. Possiamo dare una 
dimostrazione molto semplice e rapida ma precisa dal punto di vista fisico. 
Consideriamo un profilo investito da una corrente fluido per la quale abbiamo 
una velocità V∞ . Le linee di corrente di questo flusso sono disturbate dalla 

presenza del profilo per cui avremo una differenza di velocità tra il dorso ed il 
ventre del profilo stesso. Abbiamo un’accelerazione del flusso sul dorso ed una 
decellerazione sul ventre che si traduce in una differenza di pressione che 
genera la portanza.  

 

 

76 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

    Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 

Sulla parte superiore del profilo avremo una sV  che sarà pari alla V u∞ +  mentre 

sulla parte inferiore avremo iV . La differenza di pressione che si crea tra le due 

superfici sarà uguale a  

( )2 21 2
2i s s ip p p V V uVρ ρ ∞∆ = − = − =  

 

Il profilo ha una corda c  ed una profondità unitaria per cui la forza agente sul 
profilo (generata dalla differenza di pressione tra le due superfici) sarà 

1 2L c p c uVρ ∞= ⋅ ⋅ ∆ =  

 

Profilo isolato 

Indichiamo la circuitazione della velocità attorno al profilo come 

2cuΓ =  

Abbiamo la portanza (teorema di Kutta-Joukouwsky) 

L Vρ ∞= Γ  

Γ  appena considerato è l’espressione semplificata della seguente 

v dΓ = ⋅∫
ℓ

ℓ"  

ℓ  è una linea chiusa; v  è il vettore velocità; d ℓ  è una porzione della linea 
chiusa. Questa linea può coincidere con la forma del profilo. Con un approccio 
più generale la linea chiusa non deve essere necessariamente la forma del 
profilo ma può essere una qualsiasi linea chiusa che contenga al suo interno il 
profilo. 

Il teorema di Kutta-Joukowsky dice che condizione essenziale perchè una 
corrente fluida dia luogo a portanza non nulla sul corpo immerso è che la 
circuitazione della corrente intorno al corpo sia diversa da zero. 
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Profilo in schiera 

Sfruttando le relazioni trovate in precedenza possiamo vedere che anche la 

portanza in una schiera risulta in un’espressione che formalmente è la stessa. 

Il teorema di Kutta-Joukouwsky può essere applicato in maniera precisa nel 

caso in cui non ci siano perdite di carico per cui la forza risultante coincide con 

la portanza 

0 0p∆ =  

Abbiamo visto che 

( )
( )

2 1

1 2

a t t t

t a t t

F s V V V

F s V V V

ρ

ρ
∞= −

= −
 

Troviamo il rapporto 

tant a

a t

V F
V F

α∞
∞= − =  

 

Facendo una rappresentazione dei vettori sui quali operiamo prendendo in 

considerazione la schiera di un compressore. 

 

 

F  è ortogonale a V∞ . Il modulo della forza risultante è 

 

( ) ( )1 2 1 2cos cos
t a

t t t t
F VF s V V V s V V Lρ ρ
α α ∞
∞ ∞

= = − = − =  

 

ipotesi perdite nulle
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F  è ortogonale a V∞ . Il modulo della forza risultante è 

 

( ) ( )1 2 1 2cos cos
t a

t t t t
F VF s V V V s V V Lρ ρ
α α ∞
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= = − = − =  
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Profilo in schiera 

Sfruttando le relazioni trovate in precedenza possiamo vedere che anche la 

portanza in una schiera risulta in un’espressione che formalmente è la stessa. 

Il teorema di Kutta-Joukouwsky può essere applicato in maniera precisa nel 

caso in cui non ci siano perdite di carico per cui la forza risultante coincide con 

la portanza 

0 0p∆ =  

Abbiamo visto che 

( )
( )

2 1

1 2

a t t t

t a t t

F s V V V

F s V V V

ρ

ρ
∞= −

= −
 

Troviamo il rapporto 

tant a

a t

V F
V F

α∞
∞= − =  

 

Facendo una rappresentazione dei vettori sui quali operiamo prendendo in 

considerazione la schiera di un compressore. 

 

 

F  è ortogonale a V∞ . Il modulo della forza risultante è 

 

( ) ( )1 2 1 2cos cos
t a

t t t t
F VF s V V V s V V Lρ ρ
α α ∞
∞ ∞

= = − = − =  

 



Schiere di pale
 

78 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

    Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 

Se valutiamo la circuitazione del vettore velocità attorno al profilo ed 
assumiamo quale linea ABCD 

 

Calcoliamo la circuitazione attorno a questa linea  

 

( )1 2          t ts V V L Vρ ∞Γ = − → = Γ  

 

Abbiamo trovato una relazione formalmente identica che il teorema di Kutta- 
Joukouwsky ci dà per il profilo isolato con la differenza che per ottenerla 
abbiamo dovuto definire V∞ .  Questo non vuol dire che troverò lo stesso valore 

di portanza se considero il profilo nella schiera e poi lo stesso isolato. Nei due 
casi il valore della circuitazione sarà diverso. Il fenomeno della portanza però 
può essere studiato con gli stessi strumenti matematici. 
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Possiamo trovare allora 

cos
s cos

L F P

D F P

c c c sen
c c en c

α α

α α
∞ ∞

∞ ∞

= −

= +
 

Sostituendo Fc  e Pc  si ottiene 

( )1 2

3

2

2 tan tan cos tan

cos
cos

L D

D

sc c
c
sc y
c

α α α α

α
α

∞ ∞

∞

 = − − 
 

 =  
 

 

Nel caso ideale di resistenza nulla 

( )1 2

0

2 tan tan cos

D

L

c
sc
c

α α α∞

=

 = − 
 

 

 

 

Teorema di Kutta-Joukowsky (o teorema della “circuitazione”) 

È particolarmente significativo trovare α∞  perchè ci permette di avere una 

direzione di riferimento. Questo teorema illustra in termini matematici il 
meccanismo che porta all’effetto della portanza del profilo. Possiamo dare una 
dimostrazione molto semplice e rapida ma precisa dal punto di vista fisico. 
Consideriamo un profilo investito da una corrente fluido per la quale abbiamo 
una velocità V∞ . Le linee di corrente di questo flusso sono disturbate dalla 

presenza del profilo per cui avremo una differenza di velocità tra il dorso ed il 
ventre del profilo stesso. Abbiamo un’accelerazione del flusso sul dorso ed una 
decellerazione sul ventre che si traduce in una differenza di pressione che 
genera la portanza.  
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Sulla parte superiore del profilo avremo una sV  che sarà pari alla V u∞ +  mentre 

sulla parte inferiore avremo iV . La differenza di pressione che si crea tra le due 

superfici sarà uguale a  

( )2 21 2
2i s s ip p p V V uVρ ρ ∞∆ = − = − =  

 

Il profilo ha una corda c  ed una profondità unitaria per cui la forza agente sul 
profilo (generata dalla differenza di pressione tra le due superfici) sarà 

1 2L c p c uVρ ∞= ⋅ ⋅ ∆ =  

 

Profilo isolato 

Indichiamo la circuitazione della velocità attorno al profilo come 

2cuΓ =  

Abbiamo la portanza (teorema di Kutta-Joukouwsky) 

L Vρ ∞= Γ  

Γ  appena considerato è l’espressione semplificata della seguente 

v dΓ = ⋅∫
ℓ

ℓ"  

ℓ  è una linea chiusa; v  è il vettore velocità; d ℓ  è una porzione della linea 
chiusa. Questa linea può coincidere con la forma del profilo. Con un approccio 
più generale la linea chiusa non deve essere necessariamente la forma del 
profilo ma può essere una qualsiasi linea chiusa che contenga al suo interno il 
profilo. 

Il teorema di Kutta-Joukowsky dice che condizione essenziale perchè una 
corrente fluida dia luogo a portanza non nulla sul corpo immerso è che la 
circuitazione della corrente intorno al corpo sia diversa da zero. 
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2cuΓ =  

Abbiamo la portanza (teorema di Kutta-Joukouwsky) 

L Vρ ∞= Γ  

Γ  appena considerato è l’espressione semplificata della seguente 

v dΓ = ⋅∫
ℓ

ℓ"  

ℓ  è una linea chiusa; v  è il vettore velocità; d ℓ  è una porzione della linea 
chiusa. Questa linea può coincidere con la forma del profilo. Con un approccio 
più generale la linea chiusa non deve essere necessariamente la forma del 
profilo ma può essere una qualsiasi linea chiusa che contenga al suo interno il 
profilo. 

Il teorema di Kutta-Joukowsky dice che condizione essenziale perchè una 
corrente fluida dia luogo a portanza non nulla sul corpo immerso è che la 
circuitazione della corrente intorno al corpo sia diversa da zero. 
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Sulla parte superiore del profilo avremo una sV  che sarà pari alla V u∞ +  mentre 

sulla parte inferiore avremo iV . La differenza di pressione che si crea tra le due 

superfici sarà uguale a  

( )2 21 2
2i s s ip p p V V uVρ ρ ∞∆ = − = − =  

 

Il profilo ha una corda c  ed una profondità unitaria per cui la forza agente sul 
profilo (generata dalla differenza di pressione tra le due superfici) sarà 

1 2L c p c uVρ ∞= ⋅ ⋅ ∆ =  

 

Profilo isolato 

Indichiamo la circuitazione della velocità attorno al profilo come 

2cuΓ =  

Abbiamo la portanza (teorema di Kutta-Joukouwsky) 

L Vρ ∞= Γ  

Γ  appena considerato è l’espressione semplificata della seguente 

v dΓ = ⋅∫
ℓ

ℓ"  

ℓ  è una linea chiusa; v  è il vettore velocità; d ℓ  è una porzione della linea 
chiusa. Questa linea può coincidere con la forma del profilo. Con un approccio 
più generale la linea chiusa non deve essere necessariamente la forma del 
profilo ma può essere una qualsiasi linea chiusa che contenga al suo interno il 
profilo. 

Il teorema di Kutta-Joukowsky dice che condizione essenziale perchè una 
corrente fluida dia luogo a portanza non nulla sul corpo immerso è che la 
circuitazione della corrente intorno al corpo sia diversa da zero. 
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Sulla parte superiore del profilo avremo una sV  che sarà pari alla V u∞ +  mentre 

sulla parte inferiore avremo iV . La differenza di pressione che si crea tra le due 

superfici sarà uguale a  

( )2 21 2
2i s s ip p p V V uVρ ρ ∞∆ = − = − =  

 

Il profilo ha una corda c  ed una profondità unitaria per cui la forza agente sul 
profilo (generata dalla differenza di pressione tra le due superfici) sarà 

1 2L c p c uVρ ∞= ⋅ ⋅ ∆ =  

 

Profilo isolato 

Indichiamo la circuitazione della velocità attorno al profilo come 

2cuΓ =  

Abbiamo la portanza (teorema di Kutta-Joukouwsky) 

L Vρ ∞= Γ  

Γ  appena considerato è l’espressione semplificata della seguente 

v dΓ = ⋅∫
ℓ

ℓ"  

ℓ  è una linea chiusa; v  è il vettore velocità; d ℓ  è una porzione della linea 
chiusa. Questa linea può coincidere con la forma del profilo. Con un approccio 
più generale la linea chiusa non deve essere necessariamente la forma del 
profilo ma può essere una qualsiasi linea chiusa che contenga al suo interno il 
profilo. 

Il teorema di Kutta-Joukowsky dice che condizione essenziale perchè una 
corrente fluida dia luogo a portanza non nulla sul corpo immerso è che la 
circuitazione della corrente intorno al corpo sia diversa da zero. 
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Se valutiamo la circuitazione del vettore velocità attorno al profilo ed 
assumiamo quale linea ABCD 

 

Calcoliamo la circuitazione attorno a questa linea  

 

( )1 2          t ts V V L Vρ ∞Γ = − → = Γ  

 

Abbiamo trovato una relazione formalmente identica che il teorema di Kutta- 
Joukouwsky ci dà per il profilo isolato con la differenza che per ottenerla 
abbiamo dovuto definire V∞ .  Questo non vuol dire che troverò lo stesso valore 

di portanza se considero il profilo nella schiera e poi lo stesso isolato. Nei due 
casi il valore della circuitazione sarà diverso. Il fenomeno della portanza però 
può essere studiato con gli stessi strumenti matematici. 
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Se valutiamo la circuitazione del vettore velocità attorno al profilo ed 
assumiamo quale linea ABCD 

 

Calcoliamo la circuitazione attorno a questa linea  

 

( )1 2          t ts V V L Vρ ∞Γ = − → = Γ  

 

Abbiamo trovato una relazione formalmente identica che il teorema di Kutta- 
Joukouwsky ci dà per il profilo isolato con la differenza che per ottenerla 
abbiamo dovuto definire V∞ .  Questo non vuol dire che troverò lo stesso valore 

di portanza se considero il profilo nella schiera e poi lo stesso isolato. Nei due 
casi il valore della circuitazione sarà diverso. Il fenomeno della portanza però 
può essere studiato con gli stessi strumenti matematici. 
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