
LEZIONE 11-12



Effetto schiera sulle prestazioni del profilo

 

79 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

    Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 

Effetto schiera sulle prestazioni del profilo 

In pratica vogliamo vedere di quanto varierà la circuitazione in funzione della 
solidità della schiera e degli altri parametri geometrici. A questa domanda 
possiamo rispondere con i risultati di uno studio classico 

 

Questa figura ci fà vedere un andamento piuttosto tipico dei coefficienti di 
portanza e resistenza per un profilo isolato in funzione dell’angolo di attacco. 
All’aumentare dell’angolo di attacco il coefficiente di portanza aumenta in 
maniera spesso abbastanza lineare. Raggiunti i valori più elevati in maniera 
improvvisa sorge lo stallo. La resistenza invece ha un andamento crescente e 
spesso è una curva che presenta un’ampia zona di valori minimi. Ad un certo 
punto all’aumentare dell’angolo di incidenza il coefficiente di resistenza 
aumenta. In prossimità di stallo il suo valore è abbastanza elevato. 

 

Questo diagramma rappresenta i risultati di uno studio classico che illustra 
l’effetto di schiera sul coefficiente di portanza. In ascisse abbiamo la solidità 
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Pompe  

Possiamo definire un rendimento idraulico 

t
id

id

gH
gH

η =  

idgH  è l’energia scambiata all’interno della macchina; tH  è la prevalenza 

effettivamente sviluppata dalla pompa. 

 

 

 

I rendimenti appena definiti si applicano alla macchina nel suo complesso ad 
un componente della macchina in cui ho uno scambio di lavoro e quindi 
scambio con variazione di entalpia. È utile però definire dei rendimenti (meglio 
chiamarli efficenze visto che non abbiamo scambio di energia ma solo 
trasformazione di energia) che vengono applicati agli elementi statorici. 
Distinguiamo due casi: 

1) Nell’elemento abbiamo un incremento di velocità a spese di una riduzione 
di pressione. Questi saranno gli ugelli. 

2) Nell’elemento l’energia cinetica diminuisce ed aumenta la pressione. 
Questi saranno i diffusori. 

 

Ugello 

In questi elementi statorici il fluido viene accelerato.  

 

 



ugelli
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Passiamo da uno stato iniziale 1 in cui abbiamo una pressione 1p , una velocità 

1c  e quindi una velocità cinetica 
2
1

2
c

 ad uno stato finale 2 con contenuto 

entropico più elevato, con una pressione inferiore a quella di partenza a fronte 

di un’energia cinetica in uscita maggiore. Una proprietà di questo elemento è 

che l’entalpia totale si conserva per il primo principio della termodinamica.  

Possiamo definire un’energia cinetica di riferimento 
2
2

2
sc  che corrisponde 

all’intero salto entalpico tra il punto 10 e 2s. Questa è una velocità ideale e 

corrisponde alla velocità che avremmo se facessi espandere il fluido dallo stato 

10 allo stato 2s in maniera isoentropica. 

Ci sono diverse possibilità per definire il rendimento isoentropico di questo 

elemento. Possiamo definirlo come la variazione di energia statica avvenuta 

effettivamente nel nostro sistema su lo stesso salto che avremmo avuto con un 

processo isoentropico con la stessa pressione finale 

2 2
2 1

2 2
1 2 2 1

2 2 2 2
2 11 2 2 1

2 2

2 2

is
ss s

c c
h h c c

c ch h c c
η

−− −
= = =

− −
−

 

 

Facciamo l’ipotesi che il fluido che subisce questo processo sia un fluido 

incomprimibile cioè supponiamo che ci sia un processo in cui i fenomeni di 

comprimibilità siano trascurabili cioè Ma<0,3. Viene introdotta questa ipotesi 

perchè così sarà semplice tradurre questa espressione in un’espressione in 

funzione delle pressioni. Allora possiamo scrivere il rapporto tra pressione e 

velocità  

( )

( )

( )

2 2
01 1 1 1 01 1

2 2
01 2 2 2 01 2

2 2
02 2 2 2 02 2

1 2             
2
1 2            
2
1 2             
2

s s

p p c c p p

p p c c p p

p p c c p p

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

= + → = −

= + → = −

= + → = −

 

Sostituendo 

( )02 2 01 1

01
is

p p p p
p

η
− − −

=
2 01p p− − ( )

( )02 2 01 1 0

1 2 1 21

1
p p p p p

p p p pp
− − − ∆

= = −
− −−

 

0p∆  è la perdita di carico;  1 2p p−  è la diminuzione di pressione. 



ugelli
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Questa espressione troverà applicazione quando parleremo di schiere di pale. 

Questo non è l’unico modo ma abbiamo anche una formulazione alternativa 

2
10 2 02

2
10 2 2 01 2

1is
s s

h h pc
h h c p p

η
− ∆

= = = −
− −

 

Facciamo riferimento non alle condizioni statiche ma alle condizioni totali (h10).  

 

 

 

Diffusori 

Questi sono componenti particolarmente delicati. Sono elementi statorici nei 
quali il flusso è decellerato. 

 

 

Il rendimento isoentropico di questo elemento può essere scritto come 

2 2
2 1 1 2

2 2
2 1 1 2

s s
is

h h c c
h h c c

η
− −

= =
− −

 

Anche in questo caso, nell’ipotesi di avere basso numero di Mach (Ma<0,3), 
possiamo scrivere l’espressione in funzione delle pressioni: 



Diffusori
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Diffusori
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( )
( ) ( )

01 1 01 2 2 1

001 1 02 2 2 1 01 02

2 1

1

1
is

p p p p p p
pp p p p p p p p

p p

η
− − − −

= = =
∆− − − − + − −
−

 

 

L’espressione intermedia sarà richiamata successivamente. 

Per definire le prestazioni di un diffusore si definiscono altre grandezze. Lo 
scopo del diffussore è quello di trasformare in energia di pressione la maggior 
quota parte possibile di energia cinetica. Quindi possiamo definire le 
prestazioni definendo una grandezza detta coefficiente di recupero di 
pressione: 

2 1

01 1
p

p pc
p p
−

=
−

 

Sarà pari al recupero di pressione statica effettivamente realizzato sul massimo 
recupero di energia cinetica. 

Osserviamo che la condizione di massimo rendimento non corrisponde con la 
condizione di massimo coefficiente di recupero di pressione. 

 

a) Legame tra pc  e isη  

Ricordiamo la definizione 

( )
2 1

2 1 01 02
is

p p
p p p p

η
−

=
− + −

 

Possiamo scrivere il suo reciproco 

( ) ( )2 1 01 02 01 1 02 2 02 2

2 1 2 1 2 1

1 1

is p

p p p p p p p p p p
p p p p c p pη

− + − − − − −
= = = −

− − −
 

 

Per completare l’analisi posso chiedermi quale sarebbe il valore del coefficiente 
di recupero di pressione se il processo fosse isoentropico? Avrei il coefficiente 
di recupero di pressione ideale 

( )2 1 01 02

01 1
pi

p p p p
c

p p
− + −

=
−
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coeff. recupero di pressione:
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Anche in questo caso, nell’ipotesi di avere basso numero di Mach (Ma<0,3), 
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Diffusori
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Per definire le prestazioni di un diffusore si definiscono altre grandezze. Lo 
scopo del diffussore è quello di trasformare in energia di pressione la maggior 
quota parte possibile di energia cinetica. Quindi possiamo definire le 
prestazioni definendo una grandezza detta coefficiente di recupero di 
pressione: 

2 1

01 1
p

p pc
p p
−

=
−

 

Sarà pari al recupero di pressione statica effettivamente realizzato sul massimo 
recupero di energia cinetica. 

Osserviamo che la condizione di massimo rendimento non corrisponde con la 
condizione di massimo coefficiente di recupero di pressione. 

 

a) Legame tra pc  e isη  

Ricordiamo la definizione 

( )
2 1

2 1 01 02
is

p p
p p p p

η
−

=
− + −

 

Possiamo scrivere il suo reciproco 

( ) ( )2 1 01 02 01 1 02 2 02 2

2 1 2 1 2 1

1 1

is p

p p p p p p p p p p
p p p p c p pη

− + − − − − −
= = = −

− − −
 

 

Per completare l’analisi posso chiedermi quale sarebbe il valore del coefficiente 
di recupero di pressione se il processo fosse isoentropico? Avrei il coefficiente 
di recupero di pressione ideale 

( )2 1 01 02

01 1
pi

p p p p
c

p p
− + −

=
−
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Questa espressione troverà applicazione quando parleremo di schiere di pale. 

Questo non è l’unico modo ma abbiamo anche una formulazione alternativa 

2
10 2 02

2
10 2 2 01 2

1is
s s

h h pc
h h c p p

η
− ∆

= = = −
− −

 

Facciamo riferimento non alle condizioni statiche ma alle condizioni totali (h10).  

 

 

 

Diffusori 

Questi sono componenti particolarmente delicati. Sono elementi statorici nei 
quali il flusso è decellerato. 

 

 

Il rendimento isoentropico di questo elemento può essere scritto come 

2 2
2 1 1 2

2 2
2 1 1 2

s s
is

h h c c
h h c c

η
− −

= =
− −

 

Anche in questo caso, nell’ipotesi di avere basso numero di Mach (Ma<0,3), 
possiamo scrivere l’espressione in funzione delle pressioni: 

Diffusori
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Cioè abbiamo al numeratore l’effettivo recupero di pressione che ho realizzato 
più la perdita di carico (se il processo fosse ideale non avrei una perdita di 
carico ma un recupero di pressione) e divido per il massimo recupero di 
pressione possibile. 

Ricordando che, per bassi numeri di Mach 

2
2 02 2

2
1 01 1

1
2
1
2

p p c

p p c

ρ

ρ

= −

= −
 

Quindi abbiamo 

2 22 2
1 2 2 1

2 2
1 1 2

11 1 1pi
R

c c c Ac
c c A A

   −
= = − = − = −   

   
 

Stiamo considerando un diffusore ideale ed abbiamo un fluido praticamente 
incomprimibile (basso numero di Mach) quindi posso associare al rapporto tra 
le velocità il rapporto tra le sezioni normali alla velocità. RA  è il rapporto tra le 

sezioni 

2

1
R

AA
A

=  

 

b) Legame tra pc , isη  e pic   

( ) ( )
01 12 1

01 1 2 1 01 02

p
is

pi

c p pp p
c p p p p p p

η
−−

= ⋅ =
− − + −

 

 

Possiamo vedere l’andamento che hanno questi coefficienti per un diffusore. 
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Possiamo vedere l’andamento che hanno questi coefficienti per un diffusore. 
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Possiamo vedere l’andamento che hanno questi coefficienti per un diffusore. 
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Stiamo considerando un diffusore ideale ed abbiamo un fluido praticamente 
incomprimibile (basso numero di Mach) quindi posso associare al rapporto tra 
le velocità il rapporto tra le sezioni normali alla velocità. RA  è il rapporto tra le 
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Possiamo vedere l’andamento che hanno questi coefficienti per un diffusore. 
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Cioè abbiamo al numeratore l’effettivo recupero di pressione che ho realizzato 
più la perdita di carico (se il processo fosse ideale non avrei una perdita di 
carico ma un recupero di pressione) e divido per il massimo recupero di 
pressione possibile. 

Ricordando che, per bassi numeri di Mach 
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Stiamo considerando un diffusore ideale ed abbiamo un fluido praticamente 
incomprimibile (basso numero di Mach) quindi posso associare al rapporto tra 
le velocità il rapporto tra le sezioni normali alla velocità. RA  è il rapporto tra le 
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Possiamo vedere l’andamento che hanno questi coefficienti per un diffusore. 
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Abbiamo un semplice diffusore monodimensionale costituito da un canale la cui 
geometria è definita da tre parametri: 

- Altezza della sezione d’ingresso 1w  

- Sviluppo assiale N  
- Il semiangolo di apertura θ  

 

 

Vediamo classificato il tipo di flusso che si instaura nel precedente diffusore in 
funzione dell’angolo 2θ  e del suo rapporto geometrico caratteristico 1N w . Le 

condizioni di flusso possono essere completamente diverse. Quello che domina 
è l’andamento dello stato limite e cioè la capacità che ha lo strato limite di 
rimanere aderente alla parete e di non ingrossarsi. Se θ  diventa troppo grande 
ad un certo punto lo strato limite si ingrossa e poi si stacca. Il diffusore si 
comporta bene solo per valori piccoli di θ . Infatti esiste un campo di valori 
(parte in basso a sinistra) in cui non avremo stallo apprezzabile (stallo = 
distacco dello strato limite). 

jet flow vuol dire che siamo arrivati in un punto tale che il canale è così 
divergente che il flusso uscente dalla sezione si comporta come un flusso 
libero. 

Devo rimanere nel campo in basso a destra e quindi devo mantenere 

2 8 10θ = ° ÷ °  
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In questo grafico consideriamo il caso con 1 8L w = . Vediamo come si 

comportano i diversi parametri. 

- Per 5θ = °  abbiamo il valore massimo del rendimento D isη η= ; il 

coefficiente di recupero di pressione ha un valore buono ma non è il suo 
massimo. 

- Il coefficiente di recupero di pressione ideale non risente dei fenomeni 
perchè si assume che la corrente sia sempre uniforme ed attaccata alle 
pareti. 

Basta che aumenti di poco 2θ  che pc  ed  Dη  decadino velocemente perchè 

interviene il distacco del fluido.  

Se il campo di velocità in w1 non è uniforme le prestazioni saranno peggiori 
quindi il precedente grafico vale per campo di velocità uniforme. Difficilmente 
troveremo un diffusore in cui la velocità in ingresso sia uniforme. Infatti 
all’uscita di una turbomacchina generale non abbiamo un flusso uniforme ma 
abbiamo un flusso periodico semistazionario. I coefficienti di pressione saranno 
diversi. Quindi la cosa da ricordare è che il diffusore, pur essendo un elemento 
concettualmente e geometricamente semplice, è soggetto a condizioni di flusso 
complicate e quindi ha prestazioni difficilmente prevedibili. 

 

 

 



Schiere di espansione
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della schiera. In ordinate abbiamo il coefficiente k, rapporto tra il coefficiente di 
portanza del profilo in schiera e il coefficiente di portanza del profilo isolato. Su 
questo piano abbiamo una serie di curve tracciate per angoli di calettamento 
del profilo diversi. Se abbiamo una solidità unitaria (tipica) fintanto che 
l’angolo di calettamento si mantiene tra i 50°-55° le prestazioni del profilo 
isolato e in schiera saranno abbastanza simili. Allontanandosi da queste 
condizioni (sia in termini di solidità che di calettamento) la prestazione del 
profilo cambia in maniera notevole.  

Questo diagramma è stato presentato da Weining nel 1935. È stato ottenuto 
lavorando su schiere rettilinee realizzate con spessore costante (non abbiamo 
schiere con profili alari ma semplici profili rettilinei) ed operando nell’ipotesi di 
flusso ideale incomprimibile. 

La geometria del profilo avrà influenza sul risultato. Tuttavia l’andamento 
generale non sarà molto diverso da quello presentato da Weining. Quindi per 
poter utilizzare delle informazioni relative ai profili nella progettazione di una 
turbomacchina sarà sempre preferibile disporre di informazioni sperimentali 
relativi alla schiera. Tuttavia, con alcuni limiti, è possibile partire dalle 
prestazioni note dei profili isolati e ricondurre queste proprietà al caso delle 
schiere raggionando con diagrammi specifici. 

 

 

Rendimento della schiera di pale (statoriche) 

Le schiere di pale possono essere: 

- Schiere di espansione (il flusso accelera e quindi abbiamo un ugello) 
- Schiere di compressione (il flusso decellera e quindi abbiamo dei 

diffusori) 

Schiera di espansione (assimilabile ad un ugello) 

Abbiamo visto che per flussi a bassa velocità è 

0

1 2

1is
p

p p
η

∆
= −

−
 

Possiamo elaborarla e renderla valida anche nel caso delle schiere ricordando 

1 2

0tan

a

a t

Fp p
s

F F s pα∞

− =

= − + ∆
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della schiera. In ordinate abbiamo il coefficiente k, rapporto tra il coefficiente di 
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del profilo diversi. Se abbiamo una solidità unitaria (tipica) fintanto che 
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schiere con profili alari ma semplici profili rettilinei) ed operando nell’ipotesi di 
flusso ideale incomprimibile. 
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generale non sarà molto diverso da quello presentato da Weining. Quindi per 
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Rendimento della schiera di pale (statoriche) 

Le schiere di pale possono essere: 

- Schiere di espansione (il flusso accelera e quindi abbiamo un ugello) 
- Schiere di compressione (il flusso decellera e quindi abbiamo dei 

diffusori) 
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Schiere di espansione
(ugello)
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della schiera. In ordinate abbiamo il coefficiente k, rapporto tra il coefficiente di 
portanza del profilo in schiera e il coefficiente di portanza del profilo isolato. Su 
questo piano abbiamo una serie di curve tracciate per angoli di calettamento 
del profilo diversi. Se abbiamo una solidità unitaria (tipica) fintanto che 
l’angolo di calettamento si mantiene tra i 50°-55° le prestazioni del profilo 
isolato e in schiera saranno abbastanza simili. Allontanandosi da queste 
condizioni (sia in termini di solidità che di calettamento) la prestazione del 
profilo cambia in maniera notevole.  

Questo diagramma è stato presentato da Weining nel 1935. È stato ottenuto 
lavorando su schiere rettilinee realizzate con spessore costante (non abbiamo 
schiere con profili alari ma semplici profili rettilinei) ed operando nell’ipotesi di 
flusso ideale incomprimibile. 

La geometria del profilo avrà influenza sul risultato. Tuttavia l’andamento 
generale non sarà molto diverso da quello presentato da Weining. Quindi per 
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Rendimento della schiera di pale (statoriche) 

Le schiere di pale possono essere: 

- Schiere di espansione (il flusso accelera e quindi abbiamo un ugello) 
- Schiere di compressione (il flusso decellera e quindi abbiamo dei 

diffusori) 

Schiera di espansione (assimilabile ad un ugello) 

Abbiamo visto che per flussi a bassa velocità è 

0

1 2

1is
p

p p
η

∆
= −

−
 

Possiamo elaborarla e renderla valida anche nel caso delle schiere ricordando 

1 2

0tan

a

a t

Fp p
s

F F s pα∞

− =

= − + ∆
 (per una schiera)
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Allora sostituendo 

0

1

1
tan

is

t

p s
F

η

α∞

=
∆

−
 

 

Schiere di compressione (assimilabile ad un diffusore) 

0

2 1

1

1
is p

p p

η =
∆

+
−

 

2 1

0tan

a

a t

Fp p
s

F F s pα∞

− = −

= − + ∆
 

01
tanis

t

p s
F

η
α∞

∆
= −  

 

Possiamo elaborare entrambe le espressioni appena trovate.  

2

2
0 2

2
2

1
2

cos
1
2

cos

t F

a

a

F c cV

VV

p y V

VV

ρ

α

ρ

α

∞

∞
∞

=

=

∆ =

=

 

Andando a sostituire queste nel termine  

2
0

2
2

cos
tan tan cost F

p s y
F c

α
α α δ α

∞

∞ ∞

∆
= ⋅

⋅
 

Sostituendo questa nelle espressioni del rendimento isoentropico troviamo 

( )
21
2
D

is
L

c
c sen

η
α∞

= −  

Nuovamente abbiamo un’espressione del rendimento funzione dei coefficienti 
adimensionali di forza, della direzione del flusso indisturbato, della direzione 
del flusso in uscita, della solidità e della perdita di carico. 



Schiere di compressione
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Allora sostituendo 

0

1

1
tan

is

t

p s
F

η

α∞

=
∆

−
 

 

Schiere di compressione (assimilabile ad un diffusore) 

0

2 1

1

1
is p

p p

η =
∆

+
−

 

2 1

0tan

a

a t

Fp p
s

F F s pα∞

− = −

= − + ∆
 

01
tanis

t

p s
F

η
α∞

∆
= −  

 

Possiamo elaborare entrambe le espressioni appena trovate.  

2

2
0 2

2
2

1
2
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1
2

cos
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a

a

F c cV

VV

p y V
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ρ

α

ρ

α

∞

∞
∞

=

=

∆ =

=

 

Andando a sostituire queste nel termine  

2
0

2
2
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tan tan cost F

p s y
F c

α
α α δ α

∞

∞ ∞

∆
= ⋅

⋅
 

Sostituendo questa nelle espressioni del rendimento isoentropico troviamo 

( )
21
2
D

is
L

c
c sen

η
α∞

= −  

Nuovamente abbiamo un’espressione del rendimento funzione dei coefficienti 
adimensionali di forza, della direzione del flusso indisturbato, della direzione 
del flusso in uscita, della solidità e della perdita di carico. 

(diffusore)
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Allora sostituendo 

0

1

1
tan
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−
 

 

Schiere di compressione (assimilabile ad un diffusore) 
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01
tanis

t

p s
F

η
α∞

∆
= −  

 

Possiamo elaborare entrambe le espressioni appena trovate.  

2

2
0 2

2
2

1
2

cos
1
2

cos

t F

a

a

F c cV

VV

p y V

VV

ρ

α

ρ

α

∞

∞
∞

=

=

∆ =

=

 

Andando a sostituire queste nel termine  

2
0

2
2

cos
tan tan cost F

p s y
F c

α
α α δ α

∞

∞ ∞

∆
= ⋅

⋅
 

Sostituendo questa nelle espressioni del rendimento isoentropico troviamo 

( )
21
2
D

is
L

c
c sen

η
α∞

= −  

Nuovamente abbiamo un’espressione del rendimento funzione dei coefficienti 
adimensionali di forza, della direzione del flusso indisturbato, della direzione 
del flusso in uscita, della solidità e della perdita di carico. 

(per una schiera)



Schiere di compressione
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Allora sostituendo 

0

1

1
tan

is

t

p s
F

η

α∞

=
∆

−
 

 

Schiere di compressione (assimilabile ad un diffusore) 

0

2 1

1

1
is p

p p

η =
∆

+
−

 

2 1

0tan

a

a t

Fp p
s

F F s pα∞

− = −

= − + ∆
 

01
tanis

t

p s
F

η
α∞

∆
= −  

 

Possiamo elaborare entrambe le espressioni appena trovate.  

2

2
0 2

2
2

1
2

cos
1
2

cos

t F

a

a

F c cV

VV

p y V

VV

ρ

α

ρ

α

∞

∞
∞

=

=

∆ =

=

 

Andando a sostituire queste nel termine  

2
0

2
2

cos
tan tan cost F

p s y
F c

α
α α δ α

∞

∞ ∞

∆
= ⋅

⋅
 

Sostituendo questa nelle espressioni del rendimento isoentropico troviamo 

( )
21
2
D

is
L

c
c sen

η
α∞

= −  

Nuovamente abbiamo un’espressione del rendimento funzione dei coefficienti 
adimensionali di forza, della direzione del flusso indisturbato, della direzione 
del flusso in uscita, della solidità e della perdita di carico. 
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Allora sostituendo 

0

1

1
tan

is

t

p s
F

η

α∞

=
∆

−
 

 

Schiere di compressione (assimilabile ad un diffusore) 

0

2 1

1

1
is p

p p

η =
∆

+
−

 

2 1

0tan

a

a t

Fp p
s

F F s pα∞

− = −

= − + ∆
 

01
tanis

t

p s
F

η
α∞

∆
= −  

 

Possiamo elaborare entrambe le espressioni appena trovate.  

2

2
0 2

2
2

1
2

cos
1
2

cos

t F

a

a

F c cV

VV

p y V

VV

ρ

α

ρ

α

∞

∞
∞

=

=

∆ =

=

 

Andando a sostituire queste nel termine  

2
0

2
2

cos
tan tan cost F

p s y
F c

α
α α δ α

∞

∞ ∞

∆
= ⋅

⋅
 

Sostituendo questa nelle espressioni del rendimento isoentropico troviamo 

( )
21
2
D

is
L

c
c sen

η
α∞

= −  

Nuovamente abbiamo un’espressione del rendimento funzione dei coefficienti 
adimensionali di forza, della direzione del flusso indisturbato, della direzione 
del flusso in uscita, della solidità e della perdita di carico. 
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Allora sostituendo 

0

1

1
tan

is

t

p s
F

η

α∞

=
∆

−
 

 

Schiere di compressione (assimilabile ad un diffusore) 

0

2 1

1

1
is p

p p

η =
∆

+
−

 

2 1

0tan

a

a t

Fp p
s

F F s pα∞

− = −

= − + ∆
 

01
tanis

t

p s
F

η
α∞

∆
= −  

 

Possiamo elaborare entrambe le espressioni appena trovate.  

2

2
0 2

2
2

1
2

cos
1
2

cos

t F

a

a

F c cV

VV

p y V

VV

ρ

α

ρ

α

∞

∞
∞

=

=

∆ =

=

 

Andando a sostituire queste nel termine  

2
0

2
2

cos
tan tan cost F

p s y
F c

α
α α δ α

∞

∞ ∞

∆
= ⋅

⋅
 

Sostituendo questa nelle espressioni del rendimento isoentropico troviamo 

( )
21
2
D

is
L

c
c sen

η
α∞

= −  

Nuovamente abbiamo un’espressione del rendimento funzione dei coefficienti 
adimensionali di forza, della direzione del flusso indisturbato, della direzione 
del flusso in uscita, della solidità e della perdita di carico. 
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Quindi sostituendo 

 

21
2

t
F

sFc
c V

ρ

ρ ∞

= =
⋅

( )1 2

1
2

a t tV V V

ρ

⋅ −
( )2

1 2
2

2 cos tan tans
cc V

α α α∞

∞

 = − 
 ⋅

 

 

Questa espressione è importante perchè ci consente di definire la forza 

tangenziale adimensionalizzata della nostra schiera purchè conosciamo la 

solidità della schiera, la direzione della corrente indisturbata e i valori degli 

angoli in ingresso ed uscita. Vogliamo collegare l’entità della forza alla 

variazione della corrente. 

 

Coefficiente di (forza assiale) pressione 

 

0 0

2 2 2

tan tan1 1 1
2 2 2

a t
P F

F s p F s pc c
c V c V c V

α
α

ρ ρ ρ

∞
∞

∞ ∞ ∞

∆ − ∆
= = = −

⋅ ⋅ ⋅
 

 

Introduciamo il coefficiente di perdita di carico 

0

2
2

1
2

py
Vρ

∆
=  

Per cui 

2

2 tanP F
Vsc y c

c V
α∞

∞

  = −  
   

 

 

Sostituendo ancora le relazioni trigonometriche 

 

( )
2

1 22
2

cos 2 tan tan cos
cosP

s sc y sen
c c

α
α α α α

α
∞

∞ ∞
   = − − ⋅   
   
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Possiamo trovare allora 

cos
s cos

L F P

D F P

c c c sen
c c en c

α α

α α
∞ ∞

∞ ∞

= −

= +
 

Sostituendo Fc  e Pc  si ottiene 

( )1 2

3

2

2 tan tan cos tan

cos
cos

L D

D

sc c
c
sc y
c

α α α α

α
α

∞ ∞

∞

 = − − 
 

 =  
 

 

Nel caso ideale di resistenza nulla 

( )1 2

0

2 tan tan cos

D

L

c
sc
c

α α α∞

=

 = − 
 

 

 

 

Teorema di Kutta-Joukowsky (o teorema della “circuitazione”) 

È particolarmente significativo trovare α∞  perchè ci permette di avere una 

direzione di riferimento. Questo teorema illustra in termini matematici il 
meccanismo che porta all’effetto della portanza del profilo. Possiamo dare una 
dimostrazione molto semplice e rapida ma precisa dal punto di vista fisico. 
Consideriamo un profilo investito da una corrente fluido per la quale abbiamo 
una velocità V∞ . Le linee di corrente di questo flusso sono disturbate dalla 

presenza del profilo per cui avremo una differenza di velocità tra il dorso ed il 
ventre del profilo stesso. Abbiamo un’accelerazione del flusso sul dorso ed una 
decellerazione sul ventre che si traduce in una differenza di pressione che 
genera la portanza.  

 

 

75 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

    Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 

Possiamo trovare allora 

cos
s cos

L F P

D F P

c c c sen
c c en c

α α

α α
∞ ∞

∞ ∞

= −

= +
 

Sostituendo Fc  e Pc  si ottiene 

( )1 2

3

2

2 tan tan cos tan

cos
cos

L D

D

sc c
c
sc y
c

α α α α

α
α

∞ ∞

∞

 = − − 
 

 =  
 

 

Nel caso ideale di resistenza nulla 

( )1 2

0

2 tan tan cos

D

L

c
sc
c

α α α∞

=

 = − 
 

 

 

 

Teorema di Kutta-Joukowsky (o teorema della “circuitazione”) 

È particolarmente significativo trovare α∞  perchè ci permette di avere una 

direzione di riferimento. Questo teorema illustra in termini matematici il 
meccanismo che porta all’effetto della portanza del profilo. Possiamo dare una 
dimostrazione molto semplice e rapida ma precisa dal punto di vista fisico. 
Consideriamo un profilo investito da una corrente fluido per la quale abbiamo 
una velocità V∞ . Le linee di corrente di questo flusso sono disturbate dalla 

presenza del profilo per cui avremo una differenza di velocità tra il dorso ed il 
ventre del profilo stesso. Abbiamo un’accelerazione del flusso sul dorso ed una 
decellerazione sul ventre che si traduce in una differenza di pressione che 
genera la portanza.  

 



Schiere di compressione
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Allora sostituendo 

0

1

1
tan

is

t

p s
F

η

α∞

=
∆

−
 

 

Schiere di compressione (assimilabile ad un diffusore) 

0

2 1

1

1
is p

p p

η =
∆

+
−

 

2 1

0tan

a

a t

Fp p
s

F F s pα∞

− = −

= − + ∆
 

01
tanis

t

p s
F

η
α∞

∆
= −  

 

Possiamo elaborare entrambe le espressioni appena trovate.  

2

2
0 2

2
2

1
2

cos
1
2

cos

t F

a

a

F c cV

VV

p y V

VV

ρ

α

ρ

α

∞

∞
∞

=

=

∆ =

=

 

Andando a sostituire queste nel termine  

2
0

2
2

cos
tan tan cost F

p s y
F c

α
α α δ α

∞

∞ ∞

∆
= ⋅

⋅
 

Sostituendo questa nelle espressioni del rendimento isoentropico troviamo 

( )
21
2
D

is
L

c
c sen

η
α∞

= −  

Nuovamente abbiamo un’espressione del rendimento funzione dei coefficienti 
adimensionali di forza, della direzione del flusso indisturbato, della direzione 
del flusso in uscita, della solidità e della perdita di carico. 
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Con riferimento a schiere di pale di un compressore possiamo trovare la 

condizione di massimo rendimento. 

0isη
α∞

∂
=

∂
 

Con ipotesi 

cosD

L

c t
c

=  

Allora risulta 

,max
21 D

is
L

c
c

η = −  

45
ott

α∞ = °  

 

 

Schiere di pale in movimento 

Immaginiamo che la schiera sia dotata di moto di traslazione quindi 

consideriamo la schiera dotata di una “velocità di traslazione” , u  (analoga al 

concetto di velocità periferica). In un moto di schiera piana non ci sarà l’effetto 

in direzione ortogonale al moto del campo delle forze centrifughe. L’effetto 

delle forze centrifughe darà il problema di dover considerare l’equilibrio radiale. 

Partiamo da una schiera piana di pale per compressore 
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Con riferimento a schiere di pale di un compressore possiamo trovare la 

condizione di massimo rendimento. 

0isη
α∞

∂
=

∂
 

Con ipotesi 

cosD

L

c t
c

=  

Allora risulta 

,max
21 D

is
L

c
c

η = −  

45
ott

α∞ = °  

 

 

Schiere di pale in movimento 

Immaginiamo che la schiera sia dotata di moto di traslazione quindi 

consideriamo la schiera dotata di una “velocità di traslazione” , u  (analoga al 

concetto di velocità periferica). In un moto di schiera piana non ci sarà l’effetto 

in direzione ortogonale al moto del campo delle forze centrifughe. L’effetto 

delle forze centrifughe darà il problema di dover considerare l’equilibrio radiale. 

Partiamo da una schiera piana di pale per compressore 
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Con riferimento a schiere di pale di un compressore possiamo trovare la 

condizione di massimo rendimento. 

0isη
α∞

∂
=

∂
 

Con ipotesi 

cosD

L

c t
c

=  

Allora risulta 

,max
21 D

is
L

c
c

η = −  

45
ott

α∞ = °  

 

 

Schiere di pale in movimento 

Immaginiamo che la schiera sia dotata di moto di traslazione quindi 

consideriamo la schiera dotata di una “velocità di traslazione” , u  (analoga al 

concetto di velocità periferica). In un moto di schiera piana non ci sarà l’effetto 

in direzione ortogonale al moto del campo delle forze centrifughe. L’effetto 

delle forze centrifughe darà il problema di dover considerare l’equilibrio radiale. 

Partiamo da una schiera piana di pale per compressore 

 

 



Schiere in movimento (compressione)
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Con riferimento a schiere di pale di un compressore possiamo trovare la 

condizione di massimo rendimento. 

0isη
α∞

∂
=

∂
 

Con ipotesi 

cosD

L

c t
c

=  

Allora risulta 

,max
21 D

is
L

c
c

η = −  

45
ott

α∞ = °  

 

 

Schiere di pale in movimento 

Immaginiamo che la schiera sia dotata di moto di traslazione quindi 

consideriamo la schiera dotata di una “velocità di traslazione” , u  (analoga al 

concetto di velocità periferica). In un moto di schiera piana non ci sarà l’effetto 

in direzione ortogonale al moto del campo delle forze centrifughe. L’effetto 

delle forze centrifughe darà il problema di dover considerare l’equilibrio radiale. 

Partiamo da una schiera piana di pale per compressore 
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Come prima cosa si somma ai vettori velocità relative la velocità u e quindi 
otteniamo i vettori velocità assoluta. Possiamo definire le variazioni delle 
componenti tangenziali della velocità relativa ed assoluta (assumendo come 
verso positivo quello della u) 

2 1 1 2t t t t t tc c c w w w∆ = − = − = ∆  

 

Il valore della forza tangenziale scambiata tra il fluido e la palettatura sarà 

( )1 2t a t tF s c w wρ= −  

 

Elaborando le grandezze coinvolte possiamo riscrivere tutte le espressioni 
precedenti. Ora possiamo introdurre la definizione della potenza che il fluido 
scambia con la pala che sarà 

tP F u= ⋅  

Ricordando che la portata di massa è 

am scρ=ɺ  

possiamo definire il lavoro scambiato per unità di massa di fluido 

( )1 2
t

u t t
a

F uPL u w w
m scρ

⋅
= = = −
ɺ

 

Questa è l’espressione del lavoro Euleriano. 

Inoltre possiamo osservare che 

2

2
2

1
1 2
2 cos

F a

t F

c cc
F c cw

ρ
ρ

β∞
∞

= =  

Quindi 

22cos
t F

u a
a

F u cL c u
sc

δ
ρ β∞

⋅
= = ⋅ ⋅  

Espressione del lavoro Euleriano in funzione dei parametri della schiera. 
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Come prima cosa si somma ai vettori velocità relative la velocità u e quindi 
otteniamo i vettori velocità assoluta. Possiamo definire le variazioni delle 
componenti tangenziali della velocità relativa ed assoluta (assumendo come 
verso positivo quello della u) 

2 1 1 2t t t t t tc c c w w w∆ = − = − = ∆  

 

Il valore della forza tangenziale scambiata tra il fluido e la palettatura sarà 

( )1 2t a t tF s c w wρ= −  

 

Elaborando le grandezze coinvolte possiamo riscrivere tutte le espressioni 
precedenti. Ora possiamo introdurre la definizione della potenza che il fluido 
scambia con la pala che sarà 

tP F u= ⋅  

Ricordando che la portata di massa è 

am scρ=ɺ  

possiamo definire il lavoro scambiato per unità di massa di fluido 

( )1 2
t

u t t
a

F uPL u w w
m scρ

⋅
= = = −
ɺ

 

Questa è l’espressione del lavoro Euleriano. 

Inoltre possiamo osservare che 

2

2
2

1
1 2
2 cos

F a

t F

c cc
F c cw

ρ
ρ

β∞
∞

= =  

Quindi 

22cos
t F

u a
a

F u cL c u
sc

δ
ρ β∞

⋅
= = ⋅ ⋅  

Espressione del lavoro Euleriano in funzione dei parametri della schiera. 

 

 



Schiere in movimento (compressione)
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Come prima cosa si somma ai vettori velocità relative la velocità u e quindi 
otteniamo i vettori velocità assoluta. Possiamo definire le variazioni delle 
componenti tangenziali della velocità relativa ed assoluta (assumendo come 
verso positivo quello della u) 

2 1 1 2t t t t t tc c c w w w∆ = − = − = ∆  

 

Il valore della forza tangenziale scambiata tra il fluido e la palettatura sarà 

( )1 2t a t tF s c w wρ= −  

 

Elaborando le grandezze coinvolte possiamo riscrivere tutte le espressioni 
precedenti. Ora possiamo introdurre la definizione della potenza che il fluido 
scambia con la pala che sarà 

tP F u= ⋅  

Ricordando che la portata di massa è 

am scρ=ɺ  

possiamo definire il lavoro scambiato per unità di massa di fluido 

( )1 2
t

u t t
a

F uPL u w w
m scρ

⋅
= = = −
ɺ

 

Questa è l’espressione del lavoro Euleriano. 

Inoltre possiamo osservare che 

2

2
2

1
1 2
2 cos

F a

t F

c cc
F c cw

ρ
ρ

β∞
∞

= =  

Quindi 

22cos
t F

u a
a

F u cL c u
sc

δ
ρ β∞

⋅
= = ⋅ ⋅  

Espressione del lavoro Euleriano in funzione dei parametri della schiera. 
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Come prima cosa si somma ai vettori velocità relative la velocità u e quindi 
otteniamo i vettori velocità assoluta. Possiamo definire le variazioni delle 
componenti tangenziali della velocità relativa ed assoluta (assumendo come 
verso positivo quello della u) 

2 1 1 2t t t t t tc c c w w w∆ = − = − = ∆  

 

Il valore della forza tangenziale scambiata tra il fluido e la palettatura sarà 

( )1 2t a t tF s c w wρ= −  

 

Elaborando le grandezze coinvolte possiamo riscrivere tutte le espressioni 
precedenti. Ora possiamo introdurre la definizione della potenza che il fluido 
scambia con la pala che sarà 

tP F u= ⋅  

Ricordando che la portata di massa è 

am scρ=ɺ  

possiamo definire il lavoro scambiato per unità di massa di fluido 

( )1 2
t

u t t
a

F uPL u w w
m scρ

⋅
= = = −
ɺ

 

Questa è l’espressione del lavoro Euleriano. 

Inoltre possiamo osservare che 

2

2
2

1
1 2
2 cos

F a

t F

c cc
F c cw

ρ
ρ

β∞
∞

= =  

Quindi 

22cos
t F

u a
a

F u cL c u
sc

δ
ρ β∞

⋅
= = ⋅ ⋅  

Espressione del lavoro Euleriano in funzione dei parametri della schiera. 
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Come prima cosa si somma ai vettori velocità relative la velocità u e quindi 
otteniamo i vettori velocità assoluta. Possiamo definire le variazioni delle 
componenti tangenziali della velocità relativa ed assoluta (assumendo come 
verso positivo quello della u) 

2 1 1 2t t t t t tc c c w w w∆ = − = − = ∆  

 

Il valore della forza tangenziale scambiata tra il fluido e la palettatura sarà 

( )1 2t a t tF s c w wρ= −  

 

Elaborando le grandezze coinvolte possiamo riscrivere tutte le espressioni 
precedenti. Ora possiamo introdurre la definizione della potenza che il fluido 
scambia con la pala che sarà 

tP F u= ⋅  

Ricordando che la portata di massa è 

am scρ=ɺ  

possiamo definire il lavoro scambiato per unità di massa di fluido 

( )1 2
t

u t t
a

F uPL u w w
m scρ

⋅
= = = −
ɺ

 

Questa è l’espressione del lavoro Euleriano. 

Inoltre possiamo osservare che 

2

2
2

1
1 2
2 cos

F a

t F

c cc
F c cw

ρ
ρ

β∞
∞

= =  

Quindi 

22cos
t F

u a
a

F u cL c u
sc

δ
ρ β∞

⋅
= = ⋅ ⋅  

Espressione del lavoro Euleriano in funzione dei parametri della schiera. 
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Come prima cosa si somma ai vettori velocità relative la velocità u e quindi 
otteniamo i vettori velocità assoluta. Possiamo definire le variazioni delle 
componenti tangenziali della velocità relativa ed assoluta (assumendo come 
verso positivo quello della u) 

2 1 1 2t t t t t tc c c w w w∆ = − = − = ∆  

 

Il valore della forza tangenziale scambiata tra il fluido e la palettatura sarà 

( )1 2t a t tF s c w wρ= −  

 

Elaborando le grandezze coinvolte possiamo riscrivere tutte le espressioni 
precedenti. Ora possiamo introdurre la definizione della potenza che il fluido 
scambia con la pala che sarà 

tP F u= ⋅  

Ricordando che la portata di massa è 

am scρ=ɺ  

possiamo definire il lavoro scambiato per unità di massa di fluido 

( )1 2
t

u t t
a

F uPL u w w
m scρ

⋅
= = = −
ɺ

 

Questa è l’espressione del lavoro Euleriano. 

Inoltre possiamo osservare che 

2

2
2

1
1 2
2 cos

F a

t F

c cc
F c cw

ρ
ρ

β∞
∞

= =  

Quindi 

22cos
t F

u a
a

F u cL c u
sc

δ
ρ β∞

⋅
= = ⋅ ⋅  

Espressione del lavoro Euleriano in funzione dei parametri della schiera. 
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Come prima cosa si somma ai vettori velocità relative la velocità u e quindi 
otteniamo i vettori velocità assoluta. Possiamo definire le variazioni delle 
componenti tangenziali della velocità relativa ed assoluta (assumendo come 
verso positivo quello della u) 

2 1 1 2t t t t t tc c c w w w∆ = − = − = ∆  

 

Il valore della forza tangenziale scambiata tra il fluido e la palettatura sarà 

( )1 2t a t tF s c w wρ= −  

 

Elaborando le grandezze coinvolte possiamo riscrivere tutte le espressioni 
precedenti. Ora possiamo introdurre la definizione della potenza che il fluido 
scambia con la pala che sarà 

tP F u= ⋅  

Ricordando che la portata di massa è 

am scρ=ɺ  

possiamo definire il lavoro scambiato per unità di massa di fluido 

( )1 2
t

u t t
a

F uPL u w w
m scρ

⋅
= = = −
ɺ

 

Questa è l’espressione del lavoro Euleriano. 

Inoltre possiamo osservare che 

2

2
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1
1 2
2 cos

F a

t F

c cc
F c cw

ρ
ρ

β∞
∞

= =  

Quindi 

22cos
t F

u a
a

F u cL c u
sc

δ
ρ β∞

⋅
= = ⋅ ⋅  

Espressione del lavoro Euleriano in funzione dei parametri della schiera. 
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Possiamo anche introdurre il lavoro adimensionale 

2 2 2

3

2 2

4

8cos 8cos

u u

a

aF F

L L
D u

cQ
D u

cc c
u

λ
ω

ϕ
ω

δ δ
λ ϕ

β β∞ ∞

= =

= ∝

= ⋅ = ⋅

 

 

Quest’ultima è l’equazione che costituisce la curva caratteristica della schiera 
cioè la relazione tra lavoro e portata in funzione dei valori caratteristici della 
schiera. 

 

 

 

 

Rendimento di schiere di pale (rotoriche) 

Schiere di compressione 

0 0

1
u

is
u u

p pL

L L
ρ ρη

∆ ∆
−

= = −  

2
0 2

2

2
2

1
2

2cos

cos

F
u a

a

a

p y w

cL c u

cw

c
u

ρ

δ
β

β

ϕ

∞

∆ =

= ⋅ ⋅

=

=

 

Otteniamo 

2

2
2

cos1
cosis

F

y
c

β
η ϕ

δ β
∞= − ⋅ ⋅  

 

 



Schiere in movimento
(compressione) (espansione)
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Possiamo anche introdurre il lavoro adimensionale 

2 2 2
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8cos 8cos
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aF F

L L
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D u
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u

λ
ω

ϕ
ω

δ δ
λ ϕ

β β∞ ∞

= =

= ∝

= ⋅ = ⋅

 

 

Quest’ultima è l’equazione che costituisce la curva caratteristica della schiera 
cioè la relazione tra lavoro e portata in funzione dei valori caratteristici della 
schiera. 

 

 

 

 

Rendimento di schiere di pale (rotoriche) 

Schiere di compressione 

0 0

1
u

is
u u

p pL

L L
ρ ρη

∆ ∆
−

= = −  

2
0 2

2

2
2

1
2

2cos

cos

F
u a

a

a

p y w

cL c u

cw

c
u

ρ

δ
β

β

ϕ

∞

∆ =

= ⋅ ⋅

=

=

 

Otteniamo 
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Schiere di espansione 

0 0

1

1

u
is

u

u

L
p pL

L

η

ρ ρ

= =
∆ ∆

+
+

 

Operando con le stesse sostituzioni del caso precedente otteniamo 

2

2
2

1
cos1
cos

is

F

y
c

η
β

ϕ
δ β

∞

=
+ ⋅ ⋅

 

 

Rendimento di uno stadio 

Lo stadio per una turbomacchina si intende la coppia pale rotoriche e 
statoriche. Dobbiamo valutare il rapporto tra il lavoro effettivamente scambiato 
e quello che avremmo dovuto spendere. Però in questo caso 

0 0, 0,stat rotp p p∆ = ∆ +∆  
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Possiamo anche introdurre il lavoro adimensionale 

2 2 2
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Quest’ultima è l’equazione che costituisce la curva caratteristica della schiera 
cioè la relazione tra lavoro e portata in funzione dei valori caratteristici della 
schiera. 

 

 

 

 

Rendimento di schiere di pale (rotoriche) 

Schiere di compressione 
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Schiere di espansione 

0 0
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L
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Operando con le stesse sostituzioni del caso precedente otteniamo 
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2
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1
cos1
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y
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η
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ϕ
δ β

∞

=
+ ⋅ ⋅

 

 

Rendimento di uno stadio 

Lo stadio per una turbomacchina si intende la coppia pale rotoriche e 
statoriche. Dobbiamo valutare il rapporto tra il lavoro effettivamente scambiato 
e quello che avremmo dovuto spendere. Però in questo caso 

0 0, 0,stat rotp p p∆ = ∆ +∆  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(espansione)
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Schiere di espansione 
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Operando con le stesse sostituzioni del caso precedente otteniamo 
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Rendimento di uno stadio 

Lo stadio per una turbomacchina si intende la coppia pale rotoriche e 
statoriche. Dobbiamo valutare il rapporto tra il lavoro effettivamente scambiato 
e quello che avremmo dovuto spendere. Però in questo caso 

0 0, 0,stat rotp p p∆ = ∆ +∆  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


