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2.2.1 DISTRIBUZIONE RADIALE DEL FLUSSO 

 

Stiamo parlando di macchine assiali. Immaginiamo che le linee di corrente 
siano delle superfici cilindriche. Sezioniamo la macchina lungo superfici 
cilindriche e sul mantello di queste superfici cilindriche abbiamo studiato 
l’andamento delle schiere.  

Consideriamo delle sezioni ortogonali all’asse e quindi dei sistemi radiali (linee 
verticali) che si trovano negli spazi tra una schiera palare e l’altra. Supponiamo 
che lungo queste sezioni il flusso sia perfettamente assial-simmetrica (nella 
realtà non è proprio così). Su queste superfici i vettori velocità hanno 
componenti tangenziali ne deriva un moto elicoidale del fluido che genera una 
forza centrifuga che si esercita da uno strato all’altro. Questa forza centrifuga 
dovrà essere compensata da un campo di pressione opposta che mantenga in 
equilibrio il flusso.  

Partiamo con la nostra analisi considerando un elementino fluido che si trovi in 
una di queste sezioni 
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Vediamo qual’è il valore della forza radiale che si esercita su questo elemento 
fluido. Allora scriviamo 

( ) 2
2

dp dp dr r dr d dz prd dz pd dzsen
dr

dpr drd dz
dr

θ
θ θ θ

θ

 + + − − = 
 

=

 

Considerando 
2 2
dsen θ θ≃  e trascurando i termini di ordine superiore trovati 

sviluppando il primo termine. Questa rappresenta la risultante delle forze 
dovuta all’azione delle pressioni. Questa forza radiale viene equilibrata dalla 
forza centrifuga agente sull’elemento che vale 

2
tVrd drdz
r

ρ θ ⋅  

 

Facendo l’equilibrio uguagliando le due espressioni trovo 

21 tVdp
dr rρ

=  

 

Ricordiamo la definizione dell’entalpia di ristagno 

( )
2

2 2
0

1
2 2 t a
Vh h h V V= + = + +  

supponendo che il flusso sia cilindrico abbiamo un’ulteriore ipotesi : 0rV = . 

Andando a differenziare lungo il raggio 

0 t a
t a

dh dV dVdh V V
dr dr dr dr

= + +  

 

Ricordiamo ancora che il primo principio della termodinamica ci permette di 
scrivere 

1Tds dh dp
ρ

= −  
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trascurando i termini di 
ordine superiore e 
considerando:
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Forza centrifuga sull’elemento:
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Flusso cilindrico:
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 
radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
dh V dV dVdsT V V
dr dr r dr dr

= + + +  

 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 
e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 
Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 
radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
dh V dV dVdsT V V
dr dr r dr dr

= + + +  

 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 
e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 
Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 
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Vediamo qual’è il valore della forza radiale che si esercita su questo elemento 
fluido. Allora scriviamo 

( ) 2
2

dp dp dr r dr d dz prd dz pd dzsen
dr

dpr drd dz
dr

θ
θ θ θ

θ

 + + − − = 
 

=

 

Considerando 
2 2
dsen θ θ≃  e trascurando i termini di ordine superiore trovati 

sviluppando il primo termine. Questa rappresenta la risultante delle forze 
dovuta all’azione delle pressioni. Questa forza radiale viene equilibrata dalla 
forza centrifuga agente sull’elemento che vale 

2
tVrd drdz
r

ρ θ ⋅  

 

Facendo l’equilibrio uguagliando le due espressioni trovo 

21 tVdp
dr rρ

=  

 

Ricordiamo la definizione dell’entalpia di ristagno 

( )
2

2 2
0

1
2 2 t a
Vh h h V V= + = + +  

supponendo che il flusso sia cilindrico abbiamo un’ulteriore ipotesi : 0rV = . 

Andando a differenziare lungo il raggio 

0 t a
t a

dh dV dVdh V V
dr dr dr dr

= + +  

 

Ricordiamo ancora che il primo principio della termodinamica ci permette di 
scrivere 

1Tds dh dp
ρ

= −  

1
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 
radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
dh V dV dVdsT V V
dr dr r dr dr

= + + +  

 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 
e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 
Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 
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Questo ragionamento ci porta al vortice libero.  

Posso ritenere che il termine 0dh
dr

 sia noto perchè o è nullo o impongo una certa 

legge di variazione. 

ds
dr

 è leggermente più critico perchè significa che l’entropia non varia con il 

raggio. Non significa che non ci sono dissipazioni di energia ma vuol dire che la 
dissipazione di energia sia indipendente dal raggio (stesso valore sia in 
prossimità del mozzo che della periferia). È un’ipotesi più forte perchè 
sappiamo che le dissipazioni di energia sono più concentrate nelle zone dello 
strato limite. 

Con questa equazione possiamo affrontare due problemi tipici: 

1) Problema “diretto” (o problema di verifica) : nota la geometria  di una 
macchina e la distribuzione radiale dell’angolo α  determinare la 
distribuzione radiale di tutte le grandezze del flusso e termodinamiche; 

 

2) Problema “inverso” (o problema di progetto) : assegnata una certa 
distribuzione di una grandezza fluidodinamica o termodinamica trovare 
qual’è la geometria della schiera che la realizza. 
 

Questi due tipi di problema portano all’utilizzo di vortici diversi. 

 

Vortice Libero 

Ricordiamo che abbiamo trovato che per una macchina assiale l’equazione per 
l’equilibrio radiale è la seguente 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

È di particolare interesse il caso in cui il termine sinistro è nullo. Facciamo dei 
ragionamenti supponendo che 

0 0dh dsT
dr dr

− =  

Vediamo il caso in cui vogliamo rispettare questa equazione progettando la 
macchina secondo il principio del vortice libero. 

Equilibrio radiale nelle macchine 
assiali
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 
radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
dh V dV dVdsT V V
dr dr r dr dr

= + + +  

 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 
e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 
Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 



Equilibrio radiale nelle macchine 
assiali

 

98 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

    Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 

Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 
radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
dh V dV dVdsT V V
dr dr r dr dr

= + + +  

 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 
e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 
Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 
radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
dh V dV dVdsT V V
dr dr r dr dr

= + + +  

 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 
e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 
Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 

=0    Impone ho costante lungo il raggio
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Questo ragionamento ci porta al vortice libero.  

Posso ritenere che il termine 0dh
dr

 sia noto perchè o è nullo o impongo una certa 

legge di variazione. 

ds
dr

 è leggermente più critico perchè significa che l’entropia non varia con il 

raggio. Non significa che non ci sono dissipazioni di energia ma vuol dire che la 
dissipazione di energia sia indipendente dal raggio (stesso valore sia in 
prossimità del mozzo che della periferia). È un’ipotesi più forte perchè 
sappiamo che le dissipazioni di energia sono più concentrate nelle zone dello 
strato limite. 

Con questa equazione possiamo affrontare due problemi tipici: 

1) Problema “diretto” (o problema di verifica) : nota la geometria  di una 
macchina e la distribuzione radiale dell’angolo α  determinare la 
distribuzione radiale di tutte le grandezze del flusso e termodinamiche; 

 

2) Problema “inverso” (o problema di progetto) : assegnata una certa 
distribuzione di una grandezza fluidodinamica o termodinamica trovare 
qual’è la geometria della schiera che la realizza. 
 

Questi due tipi di problema portano all’utilizzo di vortici diversi. 

 

Vortice Libero 

Ricordiamo che abbiamo trovato che per una macchina assiale l’equazione per 
l’equilibrio radiale è la seguente 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

È di particolare interesse il caso in cui il termine sinistro è nullo. Facciamo dei 
ragionamenti supponendo che 

0 0dh dsT
dr dr

− =  

Vediamo il caso in cui vogliamo rispettare questa equazione progettando la 
macchina secondo il principio del vortice libero. 

=0    Impone dissipazione costante lungo il raggio
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Questo ragionamento ci porta al vortice libero.  

Posso ritenere che il termine 0dh
dr

 sia noto perchè o è nullo o impongo una certa 

legge di variazione. 

ds
dr

 è leggermente più critico perchè significa che l’entropia non varia con il 

raggio. Non significa che non ci sono dissipazioni di energia ma vuol dire che la 
dissipazione di energia sia indipendente dal raggio (stesso valore sia in 
prossimità del mozzo che della periferia). È un’ipotesi più forte perchè 
sappiamo che le dissipazioni di energia sono più concentrate nelle zone dello 
strato limite. 

Con questa equazione possiamo affrontare due problemi tipici: 

1) Problema “diretto” (o problema di verifica) : nota la geometria  di una 
macchina e la distribuzione radiale dell’angolo α  determinare la 
distribuzione radiale di tutte le grandezze del flusso e termodinamiche; 

 

2) Problema “inverso” (o problema di progetto) : assegnata una certa 
distribuzione di una grandezza fluidodinamica o termodinamica trovare 
qual’è la geometria della schiera che la realizza. 
 

Questi due tipi di problema portano all’utilizzo di vortici diversi. 

 

Vortice Libero 

Ricordiamo che abbiamo trovato che per una macchina assiale l’equazione per 
l’equilibrio radiale è la seguente 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

È di particolare interesse il caso in cui il termine sinistro è nullo. Facciamo dei 
ragionamenti supponendo che 

0 0dh dsT
dr dr

− =  

Vediamo il caso in cui vogliamo rispettare questa equazione progettando la 
macchina secondo il principio del vortice libero. 



Equilibrio radiale nelle macchine 
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 
radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
dh V dV dVdsT V V
dr dr r dr dr

= + + +  

 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 
e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 
Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 
radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
dh V dV dVdsT V V
dr dr r dr dr

= + + +  

 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 
e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 
Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 
radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
dh V dV dVdsT V V
dr dr r dr dr

= + + +  

 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 
e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 
Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 
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Questo ragionamento ci porta al vortice libero.  

Posso ritenere che il termine 0dh
dr

 sia noto perchè o è nullo o impongo una certa 

legge di variazione. 

ds
dr

 è leggermente più critico perchè significa che l’entropia non varia con il 

raggio. Non significa che non ci sono dissipazioni di energia ma vuol dire che la 
dissipazione di energia sia indipendente dal raggio (stesso valore sia in 
prossimità del mozzo che della periferia). È un’ipotesi più forte perchè 
sappiamo che le dissipazioni di energia sono più concentrate nelle zone dello 
strato limite. 

Con questa equazione possiamo affrontare due problemi tipici: 

1) Problema “diretto” (o problema di verifica) : nota la geometria  di una 
macchina e la distribuzione radiale dell’angolo α  determinare la 
distribuzione radiale di tutte le grandezze del flusso e termodinamiche; 

 

2) Problema “inverso” (o problema di progetto) : assegnata una certa 
distribuzione di una grandezza fluidodinamica o termodinamica trovare 
qual’è la geometria della schiera che la realizza. 
 

Questi due tipi di problema portano all’utilizzo di vortici diversi. 

 

Vortice Libero 

Ricordiamo che abbiamo trovato che per una macchina assiale l’equazione per 
l’equilibrio radiale è la seguente 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

È di particolare interesse il caso in cui il termine sinistro è nullo. Facciamo dei 
ragionamenti supponendo che 

0 0dh dsT
dr dr

− =  

Vediamo il caso in cui vogliamo rispettare questa equazione progettando la 
macchina secondo il principio del vortice libero. 



Vortice Libero
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 
radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
dh V dV dVdsT V V
dr dr r dr dr

= + + +  

 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 
e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 
Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 
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Questo ragionamento ci porta al vortice libero.  

Posso ritenere che il termine 0dh
dr

 sia noto perchè o è nullo o impongo una certa 

legge di variazione. 

ds
dr

 è leggermente più critico perchè significa che l’entropia non varia con il 

raggio. Non significa che non ci sono dissipazioni di energia ma vuol dire che la 
dissipazione di energia sia indipendente dal raggio (stesso valore sia in 
prossimità del mozzo che della periferia). È un’ipotesi più forte perchè 
sappiamo che le dissipazioni di energia sono più concentrate nelle zone dello 
strato limite. 

Con questa equazione possiamo affrontare due problemi tipici: 

1) Problema “diretto” (o problema di verifica) : nota la geometria  di una 
macchina e la distribuzione radiale dell’angolo α  determinare la 
distribuzione radiale di tutte le grandezze del flusso e termodinamiche; 

 

2) Problema “inverso” (o problema di progetto) : assegnata una certa 
distribuzione di una grandezza fluidodinamica o termodinamica trovare 
qual’è la geometria della schiera che la realizza. 
 

Questi due tipi di problema portano all’utilizzo di vortici diversi. 

 

Vortice Libero 

Ricordiamo che abbiamo trovato che per una macchina assiale l’equazione per 
l’equilibrio radiale è la seguente 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

È di particolare interesse il caso in cui il termine sinistro è nullo. Facciamo dei 
ragionamenti supponendo che 

0 0dh dsT
dr dr

− =  

Vediamo il caso in cui vogliamo rispettare questa equazione progettando la 
macchina secondo il principio del vortice libero. 
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Questo significa che vogliamo fare una macchina che rispetti la seguente 
condizione 

( ) costtV r⋅ =  

Cioè che la componente tangenziale della velocità assoluta segua la legge del 
vortice libero. La costante può essere esplicitata anche nel seguente modo 

t ti iV r V r⋅ = ⋅  

dove con i si indica un raggio di riferimento. 

Se andiamo ad introdurre questa condizione nell’equazione dell’equilibrio 
radiale nel caso in cui 

0 0

0

dh
dr
dsT
dr


=


 =


 

Ne deriva che per questo tipo di flusso 

costaV =  

Questa è una proprietà importante del dimensionamento a vortice libero. La 
componente assiale della velocità è costante lungo la sezione trasversale cioè 
in altre parole la portata volumentrica è costante lungo la sezione. Dobbiamo 
osservare che nel caso di macchine che  operino su fluidi incomprimibili questa 
condizione comporta anche uniformità della portata di massa. Se abbiamo 
fluidi comprimibili, poichè l’equilibrio radiale ci porta a concludere che lungo la 
sezione radiale abbiamo un gradiente di pressione, abbiamo una variazione 
della densità per cui abbiamo la costanza della portata di volume ma una 
variazione con il raggio della portata di massa. 

Se aggiungiamo che se applichiamo l’equazione dell’equilibrio radiale a due 
sezioni successive a cavallo di un rotore, su entrambe le sezioni potremmo 
imporre il dimensionamento a vortice libero ma il valore della costante sarà 
diverso perchè è intervenuto uno scambio di energia con la macchina. Questo 
significa che saranno diversi anche i gradienti di pressione e quindi anche a 
parità di raggio avremo una diversa distribuzione di densità. Inevitabilmente 
questo porta ad avere una componente di velocità radiale piccola  

0rc ≠  

che contrasta con una delle ipotesi introdotte per fare questo tipo di analisi. 
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 
radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
dh V dV dVdsT V V
dr dr r dr dr

= + + +  

 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 
e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 
Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 
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Questo ragionamento ci porta al vortice libero.  

Posso ritenere che il termine 0dh
dr

 sia noto perchè o è nullo o impongo una certa 

legge di variazione. 

ds
dr

 è leggermente più critico perchè significa che l’entropia non varia con il 

raggio. Non significa che non ci sono dissipazioni di energia ma vuol dire che la 
dissipazione di energia sia indipendente dal raggio (stesso valore sia in 
prossimità del mozzo che della periferia). È un’ipotesi più forte perchè 
sappiamo che le dissipazioni di energia sono più concentrate nelle zone dello 
strato limite. 

Con questa equazione possiamo affrontare due problemi tipici: 

1) Problema “diretto” (o problema di verifica) : nota la geometria  di una 
macchina e la distribuzione radiale dell’angolo α  determinare la 
distribuzione radiale di tutte le grandezze del flusso e termodinamiche; 

 

2) Problema “inverso” (o problema di progetto) : assegnata una certa 
distribuzione di una grandezza fluidodinamica o termodinamica trovare 
qual’è la geometria della schiera che la realizza. 
 

Questi due tipi di problema portano all’utilizzo di vortici diversi. 

 

Vortice Libero 

Ricordiamo che abbiamo trovato che per una macchina assiale l’equazione per 
l’equilibrio radiale è la seguente 
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a t
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− = + ⋅  

È di particolare interesse il caso in cui il termine sinistro è nullo. Facciamo dei 
ragionamenti supponendo che 

0 0dh dsT
dr dr

− =  

Vediamo il caso in cui vogliamo rispettare questa equazione progettando la 
macchina secondo il principio del vortice libero. 
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A noi interessa poter calcolare l’andamento delle velocità ma anche 
l’andamento con il raggio delle grandezze termofluidodinamiche come 
l’entalpia. 

Per quanto riguarda la variazione di entalpia con il raggio ricordiamo che 
abbiamo assunto 

0 cosh t=  

Quindi  

22

2 2

2 2 2

2 2

2
11

2

i
i

i
i

ti t a
i i

VVh h

V Vh h

h V V V
h h

+ = +

−
= +

= + − + 2
aV−( )

2 2

21 1
2
ti t

i ti

V V
h V

=

 
= + − 

 

 

Ricordando che  

            t i
t ti i

ti

V rV r V r
V r

⋅ = ⋅ ⇒ =  

Troviamo  

22

1 1
2
ti i

i i

V rh
h h r

  = + −     
 

Questa è l’equazione che ci dà la variazione dell’entalpia con il raggio nel 
dimensionamento a vortice libero. 

 

Nota l’entalpia possiamo poi calcolare le altre grandezze in funzione del raggio. 
Vediamo il seguente diagramma 
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Questa è l’equazione che ci dà la variazione dell’entalpia con il raggio nel 
dimensionamento a vortice libero. 

 

Nota l’entalpia possiamo poi calcolare le altre grandezze in funzione del raggio. 
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Vortice Libero
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Questa è l’equazione che ci dà la variazione dell’entalpia con il raggio nel 
dimensionamento a vortice libero. 

 

Nota l’entalpia possiamo poi calcolare le altre grandezze in funzione del raggio. 
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Questa è l’equazione che ci dà la variazione dell’entalpia con il raggio nel 
dimensionamento a vortice libero. 

 

Nota l’entalpia possiamo poi calcolare le altre grandezze in funzione del raggio. 
Vediamo il seguente diagramma 
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Ci fornisce la pressione in funzione del raggio per un flusso a bortice libero. 
Abbiamo che 

ti
ti

i

VM
a

=  

con le grandezze riferite al raggio di riferimento. Possiamo allora fare delle 
osservazioni: 

-         r p↑ ⇒ ↑  

-                    gradiente forza centrifugatiM p↑ ⇒ ↑ ⇒ ↑  

- Se prendo tiM  esiste un valore di r  in corrispondenza del quale si 

raggiunge l’annullamento della pressione (condizione fisica limite). 
Questo rappresenta il limite che deve essere rispettato progettando a 
vortice libero. Se andassimo al di sotto di questo r  accadrebbero dei 
fenomeni non descritti dall’equazione. 

- Il flusso a vortice libero diventa più assiale all’aumentare di r  

È possibile dimensionare la macchina con un flusso con portata di massa 
costante e quindi con aV  variabile. Allora avremmo componente radiale  

0rc ≠  

Inoltre anche se 

0 0dh
dr

≠  

Nella sezione diversa questa proprietà non sarebbe rispettata. 

Vortice Libero
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Vortice Libero

• r aumenta, p aumenta 
• Mti aumenta, p aumenta 
• assegnato Mti esiste un valore di r per il quale si annulla la 

pressione si annulla, condizione fisicamente non possibile 



Vortice Forzato (moto rigido)
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Vortice Forzato (Rigido) 

L’equazione che lo definisce è 

costtV
r
=  

Questa non trova applicazione nelle turbomacchine ma viene trattato perchè 
rappresenta un caso limite.  

Abbiamo alcune implicazioni tra cui il fatto che la velocità assiale non è 
costante ma varia con il raggio per cui 

              t ti
t ti

i i

V V rV V
r r r
= → =  

Ricordando che  
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dr
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dr


=


 =
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Integrando 
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C  è la costante di integrazione. Poniamo 
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Ricordando che  
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 
radiale. 
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Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 
e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 
Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 
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Questa non trova applicazione nelle turbomacchine ma viene trattato perchè 
rappresenta un caso limite.  

Abbiamo alcune implicazioni tra cui il fatto che la velocità assiale non è 
costante ma varia con il raggio per cui 

              t ti
t ti

i i

V V rV V
r r r
= → =  

Ricordando che  

0 0
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dh
dr
dsT
dr


=


 =
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Ricordando che  
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Questo ragionamento ci porta al vortice libero.  

Posso ritenere che il termine 0dh
dr

 sia noto perchè o è nullo o impongo una certa 

legge di variazione. 

ds
dr

 è leggermente più critico perchè significa che l’entropia non varia con il 

raggio. Non significa che non ci sono dissipazioni di energia ma vuol dire che la 
dissipazione di energia sia indipendente dal raggio (stesso valore sia in 
prossimità del mozzo che della periferia). È un’ipotesi più forte perchè 
sappiamo che le dissipazioni di energia sono più concentrate nelle zone dello 
strato limite. 

Con questa equazione possiamo affrontare due problemi tipici: 

1) Problema “diretto” (o problema di verifica) : nota la geometria  di una 
macchina e la distribuzione radiale dell’angolo α  determinare la 
distribuzione radiale di tutte le grandezze del flusso e termodinamiche; 

 

2) Problema “inverso” (o problema di progetto) : assegnata una certa 
distribuzione di una grandezza fluidodinamica o termodinamica trovare 
qual’è la geometria della schiera che la realizza. 
 

Questi due tipi di problema portano all’utilizzo di vortici diversi. 

 

Vortice Libero 

Ricordiamo che abbiamo trovato che per una macchina assiale l’equazione per 
l’equilibrio radiale è la seguente 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

È di particolare interesse il caso in cui il termine sinistro è nullo. Facciamo dei 
ragionamenti supponendo che 

0 0dh dsT
dr dr

− =  

Vediamo il caso in cui vogliamo rispettare questa equazione progettando la 
macchina secondo il principio del vortice libero. 



Vortice Forzato (moto rigido)
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 
radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
dh V dV dVdsT V V
dr dr r dr dr

= + + +  

 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 
e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 
Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 
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Questo ragionamento ci porta al vortice libero.  

Posso ritenere che il termine 0dh
dr

 sia noto perchè o è nullo o impongo una certa 

legge di variazione. 

ds
dr

 è leggermente più critico perchè significa che l’entropia non varia con il 

raggio. Non significa che non ci sono dissipazioni di energia ma vuol dire che la 
dissipazione di energia sia indipendente dal raggio (stesso valore sia in 
prossimità del mozzo che della periferia). È un’ipotesi più forte perchè 
sappiamo che le dissipazioni di energia sono più concentrate nelle zone dello 
strato limite. 

Con questa equazione possiamo affrontare due problemi tipici: 

1) Problema “diretto” (o problema di verifica) : nota la geometria  di una 
macchina e la distribuzione radiale dell’angolo α  determinare la 
distribuzione radiale di tutte le grandezze del flusso e termodinamiche; 

 

2) Problema “inverso” (o problema di progetto) : assegnata una certa 
distribuzione di una grandezza fluidodinamica o termodinamica trovare 
qual’è la geometria della schiera che la realizza. 
 

Questi due tipi di problema portano all’utilizzo di vortici diversi. 

 

Vortice Libero 

Ricordiamo che abbiamo trovato che per una macchina assiale l’equazione per 
l’equilibrio radiale è la seguente 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

È di particolare interesse il caso in cui il termine sinistro è nullo. Facciamo dei 
ragionamenti supponendo che 

0 0dh dsT
dr dr

− =  

Vediamo il caso in cui vogliamo rispettare questa equazione progettando la 
macchina secondo il principio del vortice libero. 

 

103 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

    Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 

Vortice Forzato (Rigido) 

L’equazione che lo definisce è 

costtV
r
=  

Questa non trova applicazione nelle turbomacchine ma viene trattato perchè 
rappresenta un caso limite.  

Abbiamo alcune implicazioni tra cui il fatto che la velocità assiale non è 
costante ma varia con il raggio per cui 

              t ti
t ti

i i

V V rV V
r r r
= → =  

Ricordando che  

0 0
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dh
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Integrando 
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Vortice Forzato (Rigido) 

L’equazione che lo definisce è 

costtV
r
=  

Questa non trova applicazione nelle turbomacchine ma viene trattato perchè 
rappresenta un caso limite.  

Abbiamo alcune implicazioni tra cui il fatto che la velocità assiale non è 
costante ma varia con il raggio per cui 

              t ti
t ti
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V V rV V
r r r
= → =  

Ricordando che  

0 0
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dh
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Integrando 
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C  è la costante di integrazione. Poniamo 
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Vortice Forzato (moto rigido)
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 
radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
dh V dV dVdsT V V
dr dr r dr dr

= + + +  

 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 
e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 
Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 
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Questo ragionamento ci porta al vortice libero.  

Posso ritenere che il termine 0dh
dr

 sia noto perchè o è nullo o impongo una certa 

legge di variazione. 

ds
dr

 è leggermente più critico perchè significa che l’entropia non varia con il 

raggio. Non significa che non ci sono dissipazioni di energia ma vuol dire che la 
dissipazione di energia sia indipendente dal raggio (stesso valore sia in 
prossimità del mozzo che della periferia). È un’ipotesi più forte perchè 
sappiamo che le dissipazioni di energia sono più concentrate nelle zone dello 
strato limite. 

Con questa equazione possiamo affrontare due problemi tipici: 

1) Problema “diretto” (o problema di verifica) : nota la geometria  di una 
macchina e la distribuzione radiale dell’angolo α  determinare la 
distribuzione radiale di tutte le grandezze del flusso e termodinamiche; 

 

2) Problema “inverso” (o problema di progetto) : assegnata una certa 
distribuzione di una grandezza fluidodinamica o termodinamica trovare 
qual’è la geometria della schiera che la realizza. 
 

Questi due tipi di problema portano all’utilizzo di vortici diversi. 

 

Vortice Libero 

Ricordiamo che abbiamo trovato che per una macchina assiale l’equazione per 
l’equilibrio radiale è la seguente 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

È di particolare interesse il caso in cui il termine sinistro è nullo. Facciamo dei 
ragionamenti supponendo che 

0 0dh dsT
dr dr

− =  

Vediamo il caso in cui vogliamo rispettare questa equazione progettando la 
macchina secondo il principio del vortice libero. 
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Vortice Forzato (Rigido) 

L’equazione che lo definisce è 

costtV
r
=  

Questa non trova applicazione nelle turbomacchine ma viene trattato perchè 
rappresenta un caso limite.  

Abbiamo alcune implicazioni tra cui il fatto che la velocità assiale non è 
costante ma varia con il raggio per cui 
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Ricordando che  
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ti
i

ai

V tg
V

α=  

Troviamo 

22
21 2 tan 1

2
a

i
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V r
r

α
   
 = − −  
     

 

 

La aV  segue questa legge nel caso del vortice forzato. 

Vediamo come si arriva a 
i

h
h

 nel caso del vortice forzata: 

2 2 211
2 ti t a

i i

h V V V
h h
= + − + 2

aV−( )  

Introduciamo l’equazione che caratterizza il nostro vortice, troveremo: 

2 22 2

1 1 1
2 2
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i i ti i ai

V V V Vh
h h V h V

      
   = + − + −   
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Sostituendo e facendo alcune semplificazioni 
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La aV  segue questa legge nel caso del vortice forzato. 

Vediamo come si arriva a 
i

h
h

 nel caso del vortice forzata: 

2 2 211
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h V V V
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Introduciamo l’equazione che caratterizza il nostro vortice, troveremo: 
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Vortice Forzato (Rigido) 

L’equazione che lo definisce è 

costtV
r
=  

Questa non trova applicazione nelle turbomacchine ma viene trattato perchè 
rappresenta un caso limite.  

Abbiamo alcune implicazioni tra cui il fatto che la velocità assiale non è 
costante ma varia con il raggio per cui 
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Ricordando che  
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