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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Premessa: dati

| dati sono aggiornati con le risposte al questionario di quest'anno (106
risposte), da cui le differenze rispetto ai lucidi del capitolo precedente.

Inoltre, per alcuni esempi si utilizzano, oltre alle risposte date qal
questionario queat'anno, quelle dell'anno precedente e quelle raccolte tra
gli studenti di Scienze politiche e di Statistica gli anni scorsi (543 risposte
in totale).
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Solo una variabile...

Finora abbiamo trattato di come

> rappresentare graficamente,

P> sintetizzare numericamente (con medie, mediane, varianze, eccetera),
singole variabili, in modo da descrivere I'insieme delle unita statistiche
rispetto a quel particolare carattere.

Altezze degli studenti
9 Libri letti dagli studenti

0.02 0.03

0.01
10

0.00

L i

Altezza media=174 # libri medio=1.63
Altezza mediana=175 # libri mediano=1
SD altezza=9.33 SD # libri=1.67

Francesco Pauli Relazioni tra variabili 3/ 104



e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili

o quasi

In molti casi abbiamo guardato congiuntamente a due variabili.

Altezze degli studenti maschi
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o quasi

In molti casi abbiamo guardato congiuntamente a due variabili.

Amici in Facebook, studenti maschi
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o quasi

molti casi abbiamo guardato congiuntamente a due variabili.
# libri

B Femmina
O Maschio

# Libri medio e mediano
. » maschi: 1.6; 1;

» femmine: 1.6; 1
J ﬂ ﬂ l] giE =
1 2 3 4 5 6 7

0
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o quasi

In molti casi abbiamo guardato congiuntamente a due variabili.

Quando confrontiamo le distribuzioni di Y condizionate a diversi valori
assunti da una seconda variabile X (usando gli stessi strumenti che usiamo
per la distribuzione marginale di Y).

Si ha una distribuzione doppia quando si esaminano congiuntamente due
caratteri nelle unita statistiche del collettivo.

Come nel caso di distribuzioni relative ad un singolo carattere, si parlera di

distribuzioni doppie disaggregate Je[TEI e[RRI To=Ts loN IS LA oleToTe ][ Weli

modalita e di [el5adleliFAlelai NelelolollsNeNTel[I[0P4N, quando le osservazioni
sono aggregate per modalita o classi.
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Esempio: ore di sonno e genere

Consideriamo la variabile doppia: (Y, X)=(ore di sonno, genere).
La distribuzione di frequenze assolute & data da

Y X totale
X =Fem X = Mas
5 0 3 3
6 2 5 7
7 18 18 36
8 24 26 50
9 3 5 8
10 0 1 1
12 0 1 1
Totale 47 59 106
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Esempio: ore di sonno e genere

La distribuzione doppia appena vista “contiene” varie distribuzioni di
frequenza. Infatti:

> |l “centro” della distribuzione (in questo caso le 7 righe e le 2 colonne centrali)

mostra il numero di individui che presentano una particolare modalita della coppia
(O EP RN S EWSINEN distribuzione congiunta
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Esempio: ore di sonno e genere

La distribuzione doppia appena vista “contiene” varie distribuzioni di
frequenza. Infatti:

> |l “centro” della distribuzione (in questo caso le 7 righe e le 2 colonne centrali)

mostra il numero di individui che presentano una particolare modalita della coppia
(Y, X): mostra cioé la [efSdglsliPAITERECT A TTAT=N

» La 17 colonna, per esempio, mostra la distribuzione delle ore di sonno tra le
femmine, cioe la distribuzione della variabile condizionata (Y|X = Fem).
Analogamente, la 27 mostra la distribuzione della variabile condizionata
(Y|X = Mas). Quindi, le colonne riportano le

distribuzioni della variabile condizionata Y| X |
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Esempio: ore di sonno e genere

La distribuzione doppia appena vista “contiene” varie distribuzioni di
frequenza. Infatti:

> |l “centro” della distribuzione (in questo caso le 7 righe e le 2 colonne centrali)

mostra il numero di individui che presentano una particolare modalita della coppia
(Y, X): mostra cioé la [efSdglsliPAITERECT A TTAT=N

» La 17 colonna, per esempio, mostra la distribuzione delle ore di sonno tra le
femmine, cioe la distribuzione della variabile condizionata (Y|X = Fem).
Analogamente, la 27 mostra la distribuzione della variabile condizionata
(Y|X = Mas). Quindi, le colonne riportano le

distribuzioni della variabile condizionata Y| X |

> La 37 riga mostra, tra le persone che dormono 7 ore per notte, quante sono
femmine e quanti maschi, cioé la distribuzione della variabile condizionata
(XY = 7). Quindi, le righe riportano le
distribuzioni della variabile condizionata X|Y |
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Esempio: ore di sonno e genere

La distribuzione doppia appena vista “contiene” varie distribuzioni di
frequenza. Infatti:

> |l “centro” della distribuzione (in questo caso le 7 righe e le 2 colonne centrali)

mostra il numero di individui che presentano una particolare modalita della coppia
(Y, X): mostra cioé la [efSdglsliPAITERECT A TTAT=N

» La 17 colonna, per esempio, mostra la distribuzione delle ore di sonno tra le
femmine, cioe la distribuzione della variabile condizionata (Y|X = Fem).
Analogamente, la 27 mostra la distribuzione della variabile condizionata
(Y|X = Mas). Quindi, le colonne riportano le

distribuzioni della variabile condizionata Y| X |

> La 37 riga mostra, tra le persone che dormono 7 ore per notte, quante sono
femmine e quanti maschi, cioé la distribuzione della variabile condizionata
(XY = 7). Quindi, le righe riportano le
distribuzioni della variabile condizionata X|Y |

> L'ultima colonna, mostra la distribuzione delle ore di sonno senza riguardo al
genere. L'ultima riga, invece, mostra la distribuzione della variabile Genere. Sono

cioe rappresentate le RelISHglo I FATI NN EIZIENN.
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Esempio: CdS e Sanremo

Consideriamo la variabile doppia: (Y, X)=(Corso di Studi, Sanremo).
La distribuzione di frequenze assolute & data da

Y X totale
X =NonV X =VeNP X = VeP
SP 167 22 48 244
EC 169 12 65 246
SIAFA 45 2 6 53
Totale 381 36 119 543
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o Variabili statistiche bivariate

Tabella a doppia entrata

Una distribuzione doppia di frequenze & normalmente chiamata
tabella (di contingenza) a doppia entrata |

e Associazione tra variabili

e Relazioni tra variabili

In generale, una tabella di contingenza (con due variabili) si presenta nella

forma:

X
Y X1 Xj X | totale
n N n; Nt nio
Yi nj1 nijj nijt njo
Ys Ns1 Nsj Nst nso
totale | np1 Noj no¢ N
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Tabella a doppia entrata (cont)

Nella tabella

» X e Y sono le due variabili considerate
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Tabella a doppia entrata (cont)

Nella tabella
» X e Y sono le due variabili considerate

» {xq,...,x¢} sono le modalita di X
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Tabella a doppia entrata (cont)

Nella tabella
> X e Y sono le due variabili considerate
» {xq,...,x¢} sono le modalita di X

» {y1,...,¥s} sono le modalita di Y
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Tabella a doppia entrata (cont)

Nella tabella
> X e Y sono le due variabili considerate
» {x1,...,x¢} sono le modalita di X

» {y1,...,¥s} sono le modalita di Y

> njj e la QECEIERPEREITIER assoluta per YV =y e X = X;
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Tabella a doppia entrata (cont)

Nella tabella
> X e Y sono le due variabili considerate
» {x1,...,x¢} sono le modalita di X
» {y1,...,¥s} sono le modalita di Y

> njj e la QECEIERPEREITIER assoluta per YV =y e X = X;

> ngj, & il totale della colonna j, noj = Y7, njj.
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Tabella a doppia entrata (cont)

Nella tabella
> X e Y sono le due variabili considerate
{x1,...,x¢} sono le modalita di X
{y1,...,¥s} sono le modalita di Y

>
>
> njj e la QECEIERPEREITIER assoluta per YV =y e X = X;
>

ngj, € il totale della colonna j, noj = >_7_; njj. Quindi & la frequenza
assoluta marginale per la modalita x; di X.

N . . - t . .

> njo, € il totale della riga i: njg = Zj:l njj. Quindi & la frequenza

assoluta marginale per la modalita y; di Y.

NB. La scelta di quale variabile (X o Y') mettere sulle righe/colonne &
libera.
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Esempio: il disastro del Titanic

Tabella a doppia entrata per le variabili Passeggero (tipologia) e
Sopravvivenza

1st 2nd 3rd Crew | Totale
Morto | 122 167 528 673 1490
Sopravwv. | 203 118 178 212 711
Totale | 325 285 706 885 2201

> 118 passeggeri di seconda classe sopravvissero

P 178 passeggeri di terza classe sopravvissero

| passeggeri di terza classe avevano minori chance di sopravvivere?
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Esempio: il disastro del Titanic

Alla domanda precedente si risponde meglio guardando alle frequenze
relative (o percentuali) di Y condizionate a X.

1st 2nd 3rd Crew | Totale
Morto freq. ass. 122 167 528 673 1490
% di colonna | 37.5% 58.6% 74.8% 76.0% | 67.7%

freq. ass. 203 118 178 212 711
Sopraw. | o, . o o o R o
% di colonna | 62.5% 41.4% 25.2% 24.0% | 32.3%

Totale 325 285 706 885 2201

> |n prima classe, sopravvisse il 62.5% dei passeggeri
> |n seconda classe, sopravvisse il 41.4% dei passeggeri
> In terza, sopravvisse il 25.2% dei passeggeri

» Dell'equipaggio, sopravvisse il 24%
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Tabella a doppia entrata (cont)

Come I'esempio del Titanic dimostra, il calcolo delle frequenze relative in
una tabella a doppia entrata & piu delicato, perché la tabella contiene
tante distribuzioni.

1st 2nd 3rd Crew | Totale

Morto freq. ass. 122 167 528 673 1490
% di colonna | 37.5% 58.6% 74.8% 76.0% | 67.7%

freq. ass. 203 118 178 212 711

Soprawv. | o, . 0 0 0 0 0
% di colonna | 62.5% 41.4% 25.2% 24.0% | 32.3%

Totale 325 285 706 885 2201

Qui, abbiamo calcolato le frequenze percentuali della variabile
condizionata Sopravvivenza|Passeggero.

Si noti che, per ogni tipologia di passeggero, le percentuali sommano a
100.
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o Variabili statistiche bivariate

® Associazione tra variabili

Tabella a doppia entrata per un verso...

e Relazioni tra variabili e

In generale, le frequenze relative per le distribuzioni di Y'|X si calcolano a
partire dalle frequenze assolute cosi:

X
Y X1 Xj Xt totale
yi | nmi/no nyj/noj m/noe | no/N
Yi ni1/no1 njj/ no; nj¢/not | nio/N
Ys nsl/”Ol nsj/an nst/nOt nsO/N
totale 1 1 1 1

Francesco Pauli
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...e per un altro...

Viceversa, le frequenze relative per le distribuzioni di X|Y si calcolano a
partire dalle frequenze assolute cosi:

X
Y X1 Xj e Xt totale
Y1 mi/mo -+ nmj/mo -+ Nie/no 1
yi nit/nio -+ nj/nio -+ nig/njo 1
Ys nsl/nso ce nsj/nSO s nst/nso 1
totale n01/N noj/N nOt/N 1
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...0 “per tutti e due”

Infine, possiamo costruire le frequenze relative per la distribuzione
congiunta di (X, Y), che si calcolano a partire dalle frequenze assolute
cosi:

X
Y X1 Xj Xt totale
yi | mi/N - ngy/N - ni/N | ngo/N
Yi n,-1/N n,J/N n,-t/N n,'o/N
Vs nsl/N nsj/N nst/N nsO/N
totale | not/N -+ ngj/N -+ noe/N 1
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Il disastro del Titanic

1st 2nd 3rd  Crew | Totale
freq. ass. 122 167 528 673 1490

Morto
freq. ass. 203 118 178 212 711

Sopravv.
freq. ass. 325 285 706 885 2201

Totale
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Il disastro del Titanic

1st 2nd 3rd  Crew | Totale
freq. ass. 122 167 528 673 1490
% di colonna | 37.5% 58.6% 74.8% 76.0% | 67.7%
Morto
freq. ass. 203 118 178 212 711
% di colonna | 62.5% 41.4% 25.2% 24.0% | 32.3%
Sopravv.
freq. ass. 325 285 706 885 2201
Totale % di colonna | 100% 100% 100% 100% | 100%
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Il disastro del Titanic

1st 2nd 3rd Crew | Totale

freq. ass. | 122 167 528 673 | 1490

Morto | o/ diviga | 82% 11.2% 35.4% 452% | 100%
freq. ass. 203 118 178 212 711

Soprawv. % di riga | 28.6% 16.6% 25.0% 29.8% | 100%
freq. ass. 325 285 706 885 2201

Totale % diriga | 14.8% 12.9% 32.1% 40.2% | 100%
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Il disastro del Titanic

1st 2nd 3rd  Crew | Totale
freq. ass. 122 167 528 673 1490

Morto
% congiunta 56% T7.6% 24.0% 30.6% | 67.7%
freq. ass. 203 118 178 212 711

Sopravv.
% congiunta 92% 54% 8.1% 9.6% | 32.3%
freq. ass. 325 285 706 885 2201

Totale
% congiunta | 14.8% 12.9% 32.1% 40.2% | 100%
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o Variabili statistiche bivariate o Associazione tra variabili

Il disastro del Titanic

e Relazioni tra variabili e

1st 2nd 3rd  Crew | Totale

freq. ass. 122 167 528 673 1490

Morto % di colonna | 37.5% 58.6% 74.8% 76.0% | 67.7%
% di riga 8.2% 11.2% 35.4% 45.2% | 100%

% congiunta 56% 7.6% 24.0% 30.6% | 67.7%

freq. ass. 203 118 178 212 711

Soprawv % di colonna | 62.5% 41.4% 25.2% 24.0% | 32.3%
' % di riga | 28.6% 16.6% 25.0% 29.8% | 100%

% congiunta 92% 54% 8.1% 9.6% | 32.3%

freq. ass. 325 285 706 885 2201

Totale % di colonna | 100% 100% 100% 100% | 100%
% diriga | 14.8% 12.9% 32.1% 40.2% | 100%

% congiunta | 14.8% 12.9% 32.1% 40.2% | 100%

Francesco Pauli

Relazioni tra variabili 17 / 104



e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Esempio: CdS e Sanremo

Y X totale
X =NonV X =VeNP X = VeP
SP 167 22 48 244
EC 169 12 65 246
SIAFA 45 2 6 53
Totale 381 36 119 543
Per confrontare i diversi CdS calcolo le condizionate ‘di riga’
Y X
X =NonV X =VeNP X = VeP
SP 0.705 0.093 0.203
EC 0.687 0.049 0.264
SIAFA 0.849 0.038 0.113
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o Variabili statistiche bivariate o Associazione tra variabili

Esempio: Genere e Sanremo

e Relazioni tra variabili

Y X totale
X =NonV X=VeNP X = VeP
Femmina 160 17 69 251
Maschio 221 19 50 292
Totale 381 36 119 543
Per confrontare i diversi generi calcolo le condizionate 'di riga’
Y X
X =NonV X =VeNP X = VeP
Femmina 0.650 0.069 0.280
Maschio 0.762 0.066 0.172

Francesco Pauli
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Rappresentazioni grafiche

Anche nel caso di variabili statistiche bivariate, le rappresentazioni grafiche
aiutano molto (se ben fatte) ad interpretare i dati.

La rappresentazione dipende dalla natura delle variabili (qualitative,
quantitative) e dalla forma in cui ci sono forniti i dati (aggregata/non
aggregata).

Abbiamo gia visto alcune di queste rappresentazioni (verranno richiamate
per dare loro un nome); altre sono nuove.

Per ogni grafico, si provi a fornire una lettura di quanto il grafico ci sta
dicendo.
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e
Istogrammi appaiati (side-by-side histograms)

» Y — Peso degli studenti (quantitativa continua)
> X — Genere (qualitativa)
> rappresentazione di Y|X.

Peso degli studenti maschi
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o
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o

S

S T T T T T 1
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Peso degli studenti femmine
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50 60 70 80 90 100
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Diagrammi a scatola appaiati (side-by-side histograms)

» Y — Peso degli studenti (quantitativa continua)
> X — Genere (qualitativa)
> rappresentazione di Y|X.
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© '
-
o _J
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T T
Femmina Maschio
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Diagrammi a barre condizionati

Variabili statistiche bivariate

» Y — Classe / Equipaggio

> X — Sopravvivenza
> rappresentazione di Y|X.

Francesco Pauli
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Prima le donne e i bambini?

Donne e Bambini  Maschi adulti | Totale

Morto 161 1329 1490
Sopravv. 373 338 711
Totale 534 1667 2201

Cosa rappresentano i due grafici?

1500

1000

500

Donne e Bambini Maschi adulti Donne e Bambini Maschi adulti
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Esempio: internet ed eta

Frequenza nell’'uso di internet

Eta N

iornalmente una o pit volte qualche volta qualche volta mai

g la settimana al mese all’anno

6-10 9 25,6 72 2,6 53,8
11-14 44,5 31,6 38 09 17,2
15-17 70,2 18,5 1,8 03 79
18-19 76,2 15,7 15 0,4 4
20-24 70,6 16,1 19 0,5 8,4
25-34 61 19,9 1,8 0,8 14,6
35-44 50,2 21,9 3 1 22,6
45-54 40,7 20,6 3,1 1,2 32,9
55-59 30,9 17,3 3,2 11 46,1
60-64 23,4 15,7 19 0,6 57,2
65-74 10,2 8,9 1,6 0,5 77,1
75 e piu 19 1,8 0,4 0,2 93,9
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Esempio: internet e condizione professionale

Frequenza nell'uso di internet
Condizione professionale . una o piu volte qualche volta qualche volta .
giornalmente . B mai
la settimana al mese all'anno
occupato 54,4 20,8 2,7 1 20
dirigenti, imprenditori, liberi pro- 74,1 13 1,2 0,3 9,8
fessionisti
direttivo, quadro, impiegato 70,8 17,8 2 0,7 7,8
operaio, apprendista 34,5 26,5 3,7 1,4 32,6
lavoratore in proprio, coadiuvan- 42,6 21,9 3,1 1,2 30
te familiare, co.co.co.
casalinga-o 10,4 10,9 2,2 0,7 73,8
studente 77,6 14,3 11 0,2 5
ritirato-a dal lavoro 8,9 8,5 1,4 0,4 79,3
in altra condizione 13,8 9,1 15 1,1 71
disoccupato alla ricerca di nuova 40,9 20 2,9 11 32,8
occupazione
in cerca di prima occupazione 49,2 23,1 2,1 0,9 22
totale 38,1 16 2,2 0,8 41,4

Francesco Pauli Relazioni tra variabili 28 / 104



e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Sport ed eta

Eta continuativo saltuario qualche att. nessuna
3-5 23,4 4,5 20 48,1
6-10 58,9 6,4 12,5 21,2
11-14 56,3 8,6 13,8 20,7
15-17 47,7 11,9 18,8 21
18-19 39,2 12,3 20 27,9
20-24 37,2 14,2 20,9 27,3
25-34 30 13,9 239 32
35-44 22,6 12 28,5 36,8
45-54 19,6 11,2 29,8 39,3
55-59 16,9 9,5 31,5 42
60-64 14,7 8,4 34,3 42,3
65-74 11,2 6 35 47,5
75 e pi 4,4 2,9 23,8 68,6
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o Variabili statistiche bivariate

e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili °
Sport e genere
Nella fascia d'eta 20-24
continuativo saltuario qualche att. nessuna
Femmine 30,8 12,7 27 29,2
Maschi 44,6 19,1 12,5 23,3
In generale (3 anni o pil)
continuativo saltuario qualche att. nessuna
Femmine 20,8 8,3 27,2 43,4
Maschi 29,7 11,1 24 34,8
Nel campione studenti
Attivita sportiva
No Si Totale
Femmina 79 145 251
Maschio 38 216 292
Totale 117 361 543

Francesco Pauli
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili

Sport e genere

Nella fascia d'eta 20-24

continuativo saltuario qualche att. nessuna
Femmine 30,8 12,7 27 29,2
Maschi 44.6 19,1 12,5 23,3

In generale (3 anni o pil)

continuativo saltuario qualche att. nessuna
Femmine 20,8 8,3 27,2 43,4
Maschi 29,7 11,1 24 34,8

Nel campione studenti

Attivita sportiva

No S Totale Al'iltgwta spoSr\:clva
Femmina 79 145 251 mmina 0353 0.647
Maschio 38 216 292 Maschi 0.150 0.850
Totale 117 361 543 o Y :
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Sport e genere

Genere
Fem Mas Totale
Altri squadra 13 14 27
Altri non squadra 47 39 86
Basket 0 19 19
Calcio 2 61 63
Corsa 30 18 48
Nuoto 12 17 29
Palestra 60 61 121
Totale 164 229 393
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Sport e genere

Genere Cener
Fem Mas Totale F ene :/I
. em as
Altri squadra 13 14 27 .
'=q Altri squadra 0.079  0.061
Altri non squadra 47 39 86 .
Altri non squadra  0.287  0.170
Basket 0 19 19
. Basket 0.000 0.083
Calcio 2 61 63 .
Calcio 0.012 0.266
Corsa 30 18 48
Corsa 0.183 0.079
Nuoto 12 17 29
Nuoto 0.073 0.074
Palestra 60 61 121 Palest 0366 0.266
alestra . .
Totale 164 229 393
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Sport e genere

Variabili statistiche bivariate

Genere
Fem Mas Totale

Altri squadra 13 14 27
Altri non squadra 47 39 86
Basket 0 19 19
Calcio 2 61 63
Corsa 30 18 48
Nuoto 12 17 29
Palestra 60 61 121
Totale 164 229 393
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e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e
Genere
Fem Mas
Altri squadra 0.079 0.061
Altri non squadra  0.287  0.170
Basket 0.000 0.083
Calcio 0.012 0.266
Corsa 0.183 0.079
Nuoto 0.073 0.074
Palestra 0.366 0.266

gl

Altri squadra
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili @ Relazioni tra variabili e

Disparita di genere nelle professioni

Il grafico a sinistra proviene dal Wall Street Journal,
il messaggio che vuole comunicare & che le

resened at every level
each

)
made up of men and women, and the share of the

AR .+ professioni pill qualificate vedono una predominanza
Percentage o .
whiwe  wen swn  maschile.

Entry 53% |

Senior
manager/ 12%
director

Vice
president %

Senior
vice 2%
president

Csuite 1% L"“‘
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili @ Relazioni tra variabili e

Disparita di genere nelle professioni

Il grafico a sinistra proviene dal Wall Street Journal,
S rooRRie T e il messaggio che vuole comunicare & che le

made up of men and women, and the share of the

‘total workforce represented by each level: ' . . .\ . pe .
professioni piti qualificate vedono una predominanza
Percentage '
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it maschile.
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Variabili statistiche multivariate (cenno)

L'idea di variabile statistica bivariata pud essere generalizzata senza
difficolta.
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Variabili statistiche multivariate (cenno)

L'idea di variabile statistica bivariata pud essere generalizzata senza
difficolta.

Si parla di variabile statistica
> trivariata, se si considerano congiuntamente tre caratteri;
P> quadrivariata, se si considerano congiuntamente quattro caratteri;

P in generale, multivariata, se si considerano congiuntamente almeno
due caratteri;
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Distribuzioni di frequenza multiple (cenno)

Anche le distribuzioni di frequenza si generalizzano di conseguenza.
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Distribuzioni di frequenza multiple (cenno)

Anche le distribuzioni di frequenza si generalizzano di conseguenza.

Si parla di distribuzione di frequenza
P tripla, se mostra la distribuzione di una variable statistica trivariata;

P> quadrupla, se mostra la distribuzione di una variable statistica
quadrivariata;

P in generale, multipla, se si considera una variable statistica
multivariata;
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Titanic, dati completi

Classe Genere Eta Sopravwssut?
No S

1st Male Child 0 5
Adult 118 57

Female  Child 0 1

Adult 4 140

2nd Male Child 0 11
Adult 154 14

Female  Child 0 13

Adult 13 80

3rd Male Child 35 13
Adult 387 75

Female  Child 17 14

Adult 89 76

Crew  Male Child 0 0
Adult 670 192

Female  Child 0 0

Adult 3 20
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Esempio: esiti ammissione a Berkeley, 1973

| dati che abbiamo mostrato, anche se organizzati in forma non tabellare,
rappresentano una distribuzione di frequenza tripla.

Admit Gender Dept Freq

1 Admitted Male A 512
2 Rejected Male A 313
3 Admitted Female A 89
4 Rejected Female A 19
5 Admitted Male B 353
6 Rejected Male B 207
7 Admitted Female B 17
8 Rejected Female B 8
9 Admitted Male C 120
10 Rejected Male C 205
11 Admitted Female C 202
12 Rejected Female C 391
13 Admitted Male D 138
14 Rejected Male D 279
15 Admitted Female D 131
16 Rejected Female D 244
17 Admitted Male E 53
18 Rejected Male E 138
19 Admitted Female E 94
20 Rejected Female E 299
21 Admitted Male F 22
22 Rejected Male F 351
23 Admitted Female F 24
24 Rejected Female F 317
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Esempio: esiti ammissione a Berkeley, 1973

In forma tabellare:

Dept | Gender Admit
Admitted Rejected
A Male 512 313
Female 89 19
B Male 353 207
Female 17 8
C Male 120 205
Female 202 391
D Male 138 279
Female 131 244
E Male 53 138
Female 94 299
F Male 22 351
Female 24 317
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Ammissioni a Berkely e genere

A partire dalla tabella a tre vie possiamo costruire delle tabelle a due vie
(marginali), peresempio prendendo in considerazione solo I'esito
(Admitted/Rejected) e il genere (Male/Female).

Male Female
Admitted 1198 557
Rejected 1493 1278

Guardando alle due variabili, e in particolare alle condizionate di riga
(Admission|Gender)

Male Female
Admitted  0.45 0.30
Rejected 0.55 0.70
notiamo che le femmine sono ammesse in percentuale inferiore.
Possibili deduzioni
» i maschi sono pil intelligenti
> Berkeley & sessista (a favore dei maschi)
Francesco Pauli 39 / 104




e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Ammissioni a Berkely e genere, un’occhiata piu accurata

Il 45% dei maschi viene ammesso contro il 30% delle femmine, ma come
va per dipartimento?

Per ciascuno dei 6 dipartimenti (A,B,C,D,E,F) possiamo considerare la
tabella congiunta ammissione-genere, ad esempio per il dipartimento A

Male Female Male Female

Admitted 512 89 Admitted 0.62 0.82
Rejected 313 19 Rejected 0.38 0.18
Totale 825 108 Totale 1.00 1.00

Quindi nel dipartimento A la percentuale di ammessi & maggiore tra le
femmine, contrariamente a quanto avviene sul totale.

Ripetiamo |'analisi sui vari dipartimenti.
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e
Berkeley: analisi condizionata ai dipartimenti
Dept Male Female
Adm Rej | Adm/Tot | Adm Rej | Adm/Tot || Differenza

A 512 313 0.621 89 19 0.824 0.203
B 353 207 0.630 17 8 0.680 0.050
C 120 205 0.369 202 391 0.341 -0.029
D 138 279 0.331 131 244 0.349 0.018
E 53 138 0.277 94 299 0.239 -0.038
F 22 351 0.059 24 317 0.070 0.011

Le percentuali, dipartimento per dipartimento, sono abbastanza in linea, a
parte che nel dipartimento A dove le femmine sono ammese in percentuale

sensibilmente maggiore.

Notiamo pero altre due cose

P il tasso di ammissione & parecchio diverso tra i vari dipartimenti
> |a distribuzione di genere tra i dipartimenti & anche differente

Francesco Pauli
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Ammissioni condizionate e marginali

il tasso di ammissione & parecchio
diverso tra i vari dipartimenti

Admitted Rejected | Totale
A 601 332 933
B 370 215 585
C 322 596 918
D 269 523 792
E 147 437 584
F 46 668 714
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Ammissioni condizionate e marginali

il tasso di ammissione & parecchio
diverso tra i vari dipartimenti

Admitted Rejected | Totale
A 0.64 0.36 1
B 0.63 0.37 1
C 0.35 0.65 1
D 0.34 0.66 1
E 0.25 0.75 1
F 0.06 0.94 1
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Ammissioni condizionate e marginali

il tasso di ammissione & parecchio la distribuzione di genere tra i
diverso tra i vari dipartimenti dipartimenti & anche differente
Admitted Rejected | Totale Male Female

A 0.64 0.36 1 A 825 108
B 0.63 0.37 1 B 560 25
C 0.35 0.65 1 C 325 593
D 0.34 0.66 1 D 417 375
E 0.25 0.75 1 E 191 393

F 0.06 0.94 1 F 373 341

Totale 2691 1835
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Ammissioni condizionate e marginali

il tasso di ammissione & parecchio la distribuzione di genere tra i
diverso tra i vari dipartimenti dipartimenti & anche differente
Admitted Rejected | Totale Male Female

A 0.64 0.36 1 A 031 0.06
B 0.63 0.37 1 B 021 0.01
C 0.35 0.65 1 C 0.12 0.32
D 0.34 0.66 1 D 0.15 0.20
E 0.25 0.75 1 E 0.07 0.21
F 0.06 0.94 1 F 0.14 0.19

Totale 1.00 1.00
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Ammissioni condizionate e marginali

il tasso di ammissione & parecchio la distribuzione di genere tra i
diverso tra i vari dipartimenti dipartimenti & anche differente
Admitted Rejected | Totale m wvale
A 0.64 0.36 1 e
B 0.63 0.37 1
C 0.35 0.65 1
D 0.34 0.66 1
E 0.25 0.75 1
F 0.06 0.94 1
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Ammissioni condizionate e marginali

il tasso di ammissione & parecchio la distribuzione di genere tra i
diverso tra i vari dipartimenti dipartimenti & anche differente
Admitted Rejected | Totale m wvale
A 0.64 0.36 1 e
B 0.63 0.37 1
C 0.35 0.65 1
D 0.34 0.66 1
E 0.25 0.75 1
F 0.06 0.94 1

Le femmine fanno domanda prevalentemente nei dipartimenti dove
I'ammissione & piu difficile, da cui I'apparente incoerenza tra le percentuali
di ammisione condizionate e quella marginale (e le due spiegazioni
avanzate all'inizio sono entrambe non supportate dai dati).
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Paradosso di Simpson

Il fenomeno appena illustrato va sotto il
nome di paradosso di Simpson.

I riferimento &€ a Edward Simpson che lo
descrisse nel 1951.

Si ha un paradosso di Simpson quando i dati
mostrano un’associazione di un certo tipo
tra due variabili se li si guarda
condizionatamente a una terza, ma
I'associazione opposta se si ignora la terza
variabile.
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Relazioni tra variabili

A ben vedere, il commento piu naturale che abbiamo fatto leggendo i
grafici precedenti era del tipo: il comportamento di questa variabile cambia
al cambiare dell’'altra, oppure, questa variabile & influenzata da quest’altra.

Quindi, quando guardiamo a piu di una variabile, viene naturale esplorare
se esiste una qualche associazione tra le stesse.

» Quando due variabili mostrano qualche forma di connessione tra loro,
si parla di [ESSeIEFANI o Hellol=lile (VAN

» Quando due variabili non mostrano alcuna forma di connessione tra

loro, si parla di .
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Esercizio
g 190 *
E
% 180
2 170
Sulla base del diagramma a ¢
- . N —
dispersione sulla destra, quale 3 160
delle seguenti affermazionie < *°-°.
corretta? 40 50 60 70 80 90 100
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Esercizio
1e+05 |
T'-‘_-Ee+04 -
5 .
Se+03 I I "i: .. .
H 0o .
Sulla base del diagramma a Seror | WY i .
dispersione sulla destra, quale 8 ! .
delle seguenti affermazioni & et
corretta? 0O 5 10 15 20 25 30 35

# libri letti

(a) Non c'e relazione tra numero di libri e numero di amici di Facebook;

(b) numero di libri e numero di amici di Facebook sono associati
(positivamente);

(c) numero di libri e numero di amici di Facebook sono associati
(negativamente);

(d) un maggior numero di libri letti causa un maggior/minor numero di
amici su Facebook.
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Esercizio

Per 32 neonati & noto il peso alla nascita, la durata della gravidanza, e se
la madre fumasse durante la gravidanza. C'e associazione tra fumo e peso?

o 7 ;

c O '

5 S

[ I ¢0]

c _

o

s 3
wiw

2 ! ‘

4 1 :

o ' H
o ! H
o _] —_
J \ \
N

Fumo in grav.
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Esercizio

Per 32 neonati & noto il peso alla nascita, la durata della gravidanza, e se
la madre fumasse durante la gravidanza. C'e associazione tra fumo e peso?

o) - 1 A : - A
= o ' © 3400 — Madr! non fu_m_atrlm A %
S S - = + Madri fumatrici 4 1
a ™ S 3200 A a4
c | @ A A
T o £3000 T
o 81l S 2800 a
8 N 3 ' 8 + A + +
& - 3 2600 4 ¥
g | — — 2400 7? L + \ \ \
N \ T
o 34 36 38 40 42

Durata della gravidanza
Fumo in grav.
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Riprendiamo il Titanic

Riprendiamo la tabella che abbiamo analizzato in precedenza

1st 2nd 3rd Crew | Totale

Morto freq. ass. 122 167 528 673 1490
% di colonna | 37.5% 58.6% 74.8% 76.0% | 67.7%

freq. ass. 203 118 178 212 711

Soprawv. | o, . 0 0 0 0 0
% di colonna | 62.5% 41.4% 25.2% 24.0% | 32.3%

Totale 325 285 706 885 2201

| passeggeri di terza classe avevano minori chance di sopravvivere?
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Riprendiamo il Titanic (cont)

Per rispondere, abbiamo guardato alla variabile condizionata
Sopravvivenza| Tipologia. Sembrerebbe sensato affermare che I'esito

dipende dalla classe.

1st 2nd 3rd Crew | Totale
Morto | 37.5% 58.6% 74.8% 76.0% | 67.7%
Soprawv. | 62.5% 41.4% 252% 24.0% | 32.3%
Totale | 100% 100% 100% 100% | 100%

Y (L'esito) RellslSplsls| da X (la classe in cui viaggiava il passeggero)
poiché le distribuzioni di Y condizionate ad X sono diverse nel senso

SIERITeN frequenze relative diverse
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Indipendenza in distribuzione

Diciamo che Y & RiLelsfite =N Ne[SaglsiFAleh s da X se, per qualsivoglia

i=1,...,s,
nip N T

no1  no2 Noj Not
Altrimenti, diremo che Y RelllERlsENRCISHTIIFAGE da X.

Se le distribuzioni condizionate di Y dato X sono uguali tra di loro, allora
sono anche uguali alla distribuzione marginale di Y.

L'uguaglianza, al solito, deve essere intesa nel senso delle frequenze
relative.
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Y X1 X X; | totale

i ni1 iy nit nio
no1 no1 not N

Vo 1 mj ot N
no1 no1 not N

yi nj1 Nij i nig

! no1 no1 not N

Vs ns1 Dsj Dst nsq

no1 no1 not N
totale | 1 1 1
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili

Indipendenza in distribuzione (cont)

o Relazioni tra variabili e

Per dimostrare la proposizione ci basta far vedere che

nio nip .
— = , i=1,... s.
N no1

. ‘
Ora, da L = i

i . — Mo
ny = oy SEBUe che njj = .

- - nOl
Quindi,
Sin S man
nio j=1Mj  2.j=1Nithoj
N N Nngq
t
ni1 Zj:l noj Nn,-1 nj1
Nno1 Nno1  nox
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Esempio: indipendenza in distribuzione

x1 x2 x3 x4 Sum

yil. 5 7 3 17
y2 30 42 18 12 102
y3 15 21 9 51
yA 10 14 6 4 34
Sum 60 84 36 24 204

N

[e)}

x1 x2 x3 x4 marginale

yl 0.083 0.083 0.083 0.083 0.083

y2 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500

y3 0.250 0.250 0.250 0.250 0.250

y4 0.167 0.167 0.167 0.167 0.167
totale 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

Francesco Pauli Relazioni tra variabili 56 / 104



e  Variabili statistiche bivariate

o Associazione tra variabili o Relazioni tra variabili

Simmetria dell'indipendenza in distribuzione

Se Y ¢ indipendente da X allora X & indipendente da Y e viceversa.
Dimostrazione.

Se Y é indipendente da X allora

n,-j njo . .
= —, :1,._,’5; :1,...7t. ]‘
n()j N : / ()
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Simmetria dell'indipendenza in distribuzione

Se Y ¢ indipendente da X allora X & indipendente da Y e viceversa.
Dimostrazione.

Se Y é indipendente da X allora

njj nio .
— =—,i=1,...,5,j=1,...,t. 1
o N J (1)

che puo essere riscritta nella forma

N _ Moy
n;o N’

1,.....r;j=1...,c

ovvero, |'indipendenza in distribuzione di Y da X implica ['uguaglianza di

tutte le distribuzioni condizionate di X dato Y alla distribuzione marginale
di X.

Francesco Pauli
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Simmetria dell'indipendenza in distribuzione

Se Y é indipendente da X allora X & indipendente da Y e viceversa.
Dimostrazione.
Se Y é indipendente da X allora

N _ Nio

Noj N ’
che puo essere riscritta nella forma

ng  ngj . .
Tm: W, I:].,...,r, _j:].,...,c
ovvero, |'indipendenza in distribuzione di Y da X implica ['uguaglianza di
tutte le distribuzioni condizionate di X dato Y alla distribuzione marginale
di X.

Quindi, tutte le distribuzioni condizionate di X dato Y sono tra di loro
uguali.
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Esempio: indipendenza in distribuzione

x1 x2 x3 x4 Sum

yil. 5 7 3 2 17
y2 30 42 18 12 102
y3 15 21 51
yA 10 14 6 4 34
Sum 60 84 36 24 204

©
[e)}

x1 x2 x3 x4 totale

yl 0.294 0.412 0.176 0.118 1.000

y2 0.294 0412 0.176 0.118 1.000

y3 0.294 0.412 0.176 0.118 1.000

y4 0.294 0.412 0.176 0.118 1.000
marginale 0.294 0.412 0.176 0.118 1.000
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Frequenze attese

Poniamo
. Njpng;
n,-j = 7/\/ .
Se esiste indipendenza tra le due variabili, nj = Aj;; per qualsivoglia i e per

qualsivoglia j, ovvero, le fi;; sono le frequenze che ci aspettiamo di trovare
quando esiste indipendenza.
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Frequenze attese

Poniamo
A nijoNo;

iy = =
Se esiste indipendenza tra le due variabili, nj = Aj;; per qualsivoglia i e per

qualsivoglia j, ovvero, le fi;; sono le frequenze che ci aspettiamo di trovare
quando esiste indipendenza.

Per questo motivo, le ijj sono chiamate le FIEEe[IEFAREIREEER (sotto

I'ipotesi di indipendenza in distribuzione).
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Frequenze attese

Poniamo
A nijoNo;

iy = =
Se esiste indipendenza tra le due variabili, nj = Aj;; per qualsivoglia i e per

qualsivoglia j, ovvero, le fi;; sono le frequenze che ci aspettiamo di trovare
quando esiste indipendenza.

Per questo motivo, le ijj sono chiamate le FIEEe[IEFAREIREEER (sotto

I'ipotesi di indipendenza in distribuzione).

Come ¢ owvio, le frequenze attese fij; ci mostrano anche come le frequenze
marginali si comporterebbero nel caso di indipendenza in distribuzione.
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Esempio: indipendenza in distribuzione

x1 x2 x3 x4 Sum

yl 5=080r 7-817 3 2 17
y2 30= 99x12 42 18 12 102
y3 15 21 9 6 51
y4 10 14 6 4 34
Sum 60 84 36 24 204
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

X2

L'indice di uso pil comune per la dipendenza in distribuzione si
basa sul confronto tra frequenze attese e frequenze osservate.
Si tratta del cosidetto X? di Pearson

t ~
X2 — ZS:Z (njj — ’7ij)2
Aij

i=1 j=1

X2e
P> sempre maggiore o uguale a zero
> ed e uguale a 0 in caso di indipendenza (n;; = fij;, per ogni i e per
ogni j)
P> e cresce man mano che le frequenze osservate si allontano da quelle
attese.
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

X? (cont)

Si pud dimostrare che X2 < N -min(s — 1,t — 1).

Il massimo & raggiunto quando la distribuzione doppia assume una

struttura particolare, quella di una tabella di elisfsils[SiFERIEFIEEEY .

Si chiama tabella di JellSEREEFENSFEEEN |a tabella tale che ad ogni

modalita del carattere X corrisponde una sola modalita del carattere Y.

Quindi, si pud costruire un indice Jlelgg ] lF#41Te)

X2

X2 -
N -min(s—1,t—1)

che assumera valoritra0e 1: 0 < X2 <1.
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Tabella di dipendenza perfetta

x1 x2 x3 x4 Sum

yl 45 0 0 0 45
y2 0 20 0 0 20
yv3 0 0 0 92 92

Sum 45 20 37 92 194
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Indipendenza/Dipendenza in media

Se una delle due variabili & quantitativa, possiamo guardare alla cosa in
temrini di indici di posizione

Esempio: colesterolo

5.0 4

45 —

35

3.0

T T T T
C [e]] ON Marginale

20
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Esempio: colesterolo

| boxplot appena visti ci dicono che

> le tre distribuzioni dei fosfati condizionate al Tipo di paziente” (Y|X)
sono diverse

> le 3 medie sono diverse.

Infatti
» Media di Y|X =C =2.783
» Media di Y|X = Ol =3.97
» Media di Y|X = ON = 3.438
> Media marginale di Y = 3.353

Tra le due variabili Y e X esiste quindi Jellslslile[Syr=RT Nl [EN.
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Esempio: colesterolo

5.0 - i 3
45 3
40 0 : 3
35 - : .
3.0 ‘
° :
2.5 | ; 3
, o ,
20 T T T T
C o]} ON Marginale
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Indipendenza/Dipendenza in media

Una variabile, necessariamente numerica, Y & da
un’'altra variabile X, qualitativa o quantitativa, se le medie delle
distribuzioni di Y condizionate alle varie modalita della X sono tutte
uguali tra di loro.

Sempre in generale, I'applicazione x; — media(Y|X = x;) viene chiamata
PN NSRRI ASTE. Quindi, possiamo anche dire che
abbiamo indipendenza in media se e solo se la funzione di regressione &
costante.

In maniera analoga possiamo definire altri concetti di
dipendenza/indipendenza (ad es. indipendenza in mediana, indipendenza
in varianza,...).
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Un'osservazione importante

Questi concetti di indipendenza sono fIliRe(E1eliN di quello di indipendenza
in distribuzione. Discutiamo questo punto con riferimento alla sola
indipendenza in media.

Una tabella di contingenza generica & del tipo

X
Y X1 -+ Xj -+ Xt | totale
n L £ A O T2 no
Yi nig e N N njo
Ys Ng1 -+ Ngi -+ Ngt nso
totale | ng1 - -- ngj --+  Not N
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Indip distribuzione = Indip media

Supponiamo che Y sia una variabile numerica. Allora & immediato

verificare che se esiste indipendenza in distribuzione tra Y e X allora
esiste anche indipendenza in media.

Se esiste indipendenza in distribuzione, si ha, per esempio,

N Nt
noj no1
Ma essendo <
_ o Die1Ying
Vi = ) )
noj
€ immediato, sostituendo, vedere che
S
_ Z,-:lyinu -
= ———— = )1.
no1
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Indip distribuzione = Indip media

Supponiamo che Y sia una variabile numerica. Allora & immediato
verificare che se esiste indipendenza in distribuzione tra Y e X allora
esiste anche indipendenza in media.

Se esiste indipendenza in distribuzione, si ha, per esempio,

N Nt
noj no1
Ma essendo <
- Zi:l yinjj
Yij=—/—"
noj

€ immediato, sostituendo, vedere che
Zle yinin _ 7.
no1
Quindi la media di Y|X = x; & uguale alla media di Y|X = xq, Vj.

S
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Indip media % Indip distribuzione

Dall'altra parte & facile costruire tabelle in cui esiste indipendenza in media
ma non indipendenza in distribuzione:

X
Y | xt xp | totale

210 1 1
-1]71 0 1
o1 1 2
111 O 1
210 1 1
totale | 3 3 6

» |'indipendenza in distribuzione implica I'indipendenza in media;

» ma che l'indipendenza in media non & sufficiente per concludere che
esiste anche indipendenza in distribuzione.
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Notazione

e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

s N
: mediadi Y — w

Y (vi—ny)?nio

: varianza di Y — =ESSL
: devianza di Y — >°7_; (i — py)?nio = No%;
media di Y|X = xj —» 2=
0)
27:1(Yi—HY(Xj))2"ij .

varianza di Y|X = x; — _
no_,

devianza di
YIX =x — i1 (vi — py (%)) = nojoy ().
i1y () —py)?no;

: varianza Qigll — N ;

: devianza BBl — /- (ny (%) — py)?noji

: : Y10y () i1 i (Vimny (9)) 2y
: varianza e A = N ;

: devianza [l

— Z}:l o3 (xj)noj = Z}:1 Yioa(vi — ny () ny;
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e  Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Terminologia

Ds : devianza FdENRslel] — devianza ;
Ds/N : varianza BEESRdIelf — varianza ;
Dg : devianza el Rdlolsld — devianza ;

Dgr/N : varianza (gm0l — varianza .

Dy = Ds + Dg

a%zaé—i—a%

Francesco Pauli e ni tra variabili 73 / 104




e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Misura della dipendenza in media

> Se la varianza tra i gruppi € nulla, le medie condizionate sono tutte
uguali a y e quindi esiste indipendenza in media.

> Se la varianza tra i gruppi & molto grande rispetto alla varianza entro
i gruppi, allora buona parte della variabilita totale mostrata dai dati
diventa interpretabile in termini di differenze tra le medie
condizionate. (— le differenze tra le medie “spiegano” una larga
frazione delle differenze che osserviamo nei dati).
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e  Variabili statistiche bivariate

Rapporto di correlazione

o Associazione tra variabili o Relazioni tra variabili e

Per misurare la forza della dipendenza in media, sembra allora ragionevole
usare

In altre parole

o _ varianza tra i gruppi 1 varianza entro i gruppi
My = varianza totale

varianza totale
equivalente a

772 _ devianza tra i gruppi 4 devianza entro i gruppi
Y devianza totale

devianza totale

Francesco Pauli

Relazioni tra variabili 75 / 104



e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Per misurare la forza della dipendenza in media, sembra allora ragionevole
usare

2_ 2> _Ds . Dgr
n Ny Dy Dy
0<ny <1

» 72 = 0: indipendenza in media
» 72 = 1: dipendenza perfetta
7 non & ovviamente né definito né sensato quando o2 = 0.
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

773,, esempio colesterolo

" X o py(x)  oy(x)
° ) ° C 12 278 0.1531
. : g Ol 10 397 05981
I ’ : ON 8 344 0.1873

varianza entro i gruppi = 0.31055
varianza tra i gruppi ~ 0.25861
varianza totale ~ 0.56916

e, quindi, n2 ~ 0.45437. Il valore trovato indica che siamo in presenza di
un legame di dipendenza in media di discreta entita.
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Scomposizione della varianza: a cosa serve

E uno strumento per studiare in che misura dei gruppi di unita differiscano
rispetto a una variabile quantitativa.

Con riferimento ai dati raccolti sugli studenti, dove i gruppi sono i CdL
(Economia, Scienze Politiche, Statistica), ci si pud porre questo problema
relativamente a diverse variabili

> Altezza/Peso
» Ore di Sonno
» Ore di Studio
> Voto di maturita

Cosa ci aspettiamo?
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Scomposizione della varianza: Ore di sonno

12 - o NJ }71 gJ?
SP 236 755 1.15
e ° EC 244 7.45 0.80
- T T SIAFA 53 7.43 1.08
8 - : : '
’ * ‘ ’ * ‘ ’ * ‘ La scomposizione ¢ come segue
R 1 Z,izl Njo? — 09826
°c Ly N7 —¥)? = 0.002807
a1 ° ° o2 = 0.9854
4 o Un indice di quanto diversi sono i gruppi &
SP EC  SIAFA > 0.002807
= ——— =0.00284
0.9854 0.002849
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Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Scomposizione della varianza: Ore di studio

70

60 —

50 —

40

30

20

10

o Ny
o o SP 225 15.89 104.92
0 EC 238 20.15 132.93
° T SIAFA 51 1859 183.10
s | La scomposizione & come segue
3 & Zj}l Njo? = 1256
minall i Ny —y)? = 4103
o2 = 1298

Un indice di quanto diversi sono i gruppi &

SP EC SIAFA

Francesco Pauli

4.103
2 = —
T =193 0.03161
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e Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Scomposizione della varianza: Voto di matura

w1 T T T VI
o SP 230 7450 108.28
o0 EC 246 7856 95.96
SIAFA 47 82.98 127.04
o * La scomposizione & come segue
- | 5 Z,}l Njo? = 1042
70 ! % Zj:l N;(y; — y)? = 7.067
‘ | o2 = 111.2
o4 L= T Un indice di quanto diversi sono i gruppi €
T T T
SP EC  SIAFA 772 _ 7.067 — 0.06355

111.2
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Variabili statistiche bivariate e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili

Scomposizione della varianza: Altezza e Genere

190
180 } =
170 | ;
+* '
160 — o
150 —
o]
T T
Femmina Maschio

Francesco Pauli

- )
N; Yj g;

Femmina 244 166.28 3291
Maschio 283 181.06 40.77

La scomposizione & come segue

L3 Njo? = 37.13
LN —y)? = 5432
o? = 9145

Un indice di quanto diversi sono i gruppi &

54.32

2

= 292 _ 9504
= 91.45
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Dipendenza in media

Quando esiste dipendenza in media, cerchiamo di stabilire se e in che
misura le medie delle distribuzioni condizionate di una variabile, diciamo
Y, variano al variare delle modalita dell’'altra variabile, diciamo X.

Il rapporto di correlazione misura il grado di dipendenza in media per dati
in forma di una distribuzione doppia di frequenza ed & tanto maggiore
quanto piu le medie differiscono tra loro.

Se sia X che Y sono caratteri quantitativi, per studiare la dipendenza
disponiamo di un ulteriore strumento.
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Descrivere la dipendenza: diagramma di dispersione

[ RelE @l ERe NG [Tl & |a rappresentazione delle coppie

(x1,¥1), (x2, ¥2), - - - (X, ¥)

ossia della distribuzione doppia disaggregata della variabile doppia (X, Y).

190

> Sidicechetra XeYce

noe oL . associazione JleSiEVEN quando

3 10 o i : essi tendono a crescere insieme.
Sael tew . » Sidice chetra X e Y c'e
D A associazione [IF=EIAVEN quando
160 4 “es o o « * . . .
e S : : : essi tendono decrescere insieme.
50 60 70 80 90 10

Peso degli studenti
Il diagramma di dispersione & uno strumento per esplorare graficamente la
presenza di associazione positiva o negativa tra due caratteri.

Francesco Pauli
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Misurare |'associazione

> La x blu € il punto di coordinate .
(X’y) 190 | LI
3 180 .
0
£ .
% . LI . .
© . . .
H . .
L 170 4 e . .
< oo o .
160 —| eee o o

50 60 70 80 90 101

Peso degli studenti
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Misurare |'associazione

> La x blu & il punto di coordinate 5 .
(%,%)- 190 -
» Valori maggiori della media di X
corrispondono a valori maggiori £
. = —
della media per Y. g 1
=)
> Valori inferiori alla media di X °
. - . . N
corrispondono a valori inferiori & 170 1
. <
alla media per Y.
160

50 60 70 80 90 101

Peso degli studenti
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Misurare |'associazione

> La x blu € il punto di coordinate 5 .
(X, %) 190 -
» Valori maggiori della media di X Pl "l"

corrispondono a valori maggiori
della media per Y.

» Valori inferiori alla media di X
corrispondono a valori inferiori
alla media per Y.

Altezza degli studenti
.
.

> pil osservazioni cadono nelle
regioni contrassegnate da un
“+" rispetto a quante ne
cadono nelle regioni
contrassegnate da un “-" piu e
manifesta |'associazione.
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

La covarianza

Questo suggerisce di partire dalla seguente quantita

N
UXY—NZ xi =X)(yi =)

dove (xj,yi), i =1,..., N, sono i dati disponibili su due variabili
numeriche, mentre X e y indicano le due medie aritmetiche.

oxy € detta fLEI{ENGF4). || suo numeratore € detto feelelsViENiV4#N, indicata

con Cxy.

Francesco Pauli Relazioni tra variabili 86 / 104



e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

La covarianza (cont)

1. In presenza di una qualche forma di relazione [elelelie], piu & forte
la relazione tra le due variabili pil ci aspettiamo che la covarianza
diventi grande in valore assoluto. Infatti, piu & forte la relazione, piu
grande dovrebbe essere il numero di addendi concordi nella somma.
Inoltre, un certo numero di addendi sara il prodotto di scarti dalle
media grandi in valore assoluto.

2. In assenza di una qualche forma di relazione monotona tra le due
variabili, viceversa, gli addendi saranno in parte positivi ed in parte
negativi. Quindi in questi casi ci aspettiamo che la covarianza risulti
nulla o comunque vicina allo zero.
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Covarianza: esempio

S 190 — :
he]

=

2 180
(@)

(6]

o

o 170 —
N

N

3

< 160 -

Voto di matura
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Calcolo della covarianza
Per il calcolo della covarianza si ha la seguente formula

LN
oXY = 3 iny,' —XYy.
i=1

OVVvero

_ _ media dei prodotto delle
(covarianza) = . - ( : ) .
prodotti medie
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Calcolo della covarianza

Per il calcolo della covarianza si ha la seguente formula

1 _
oxy = NZX,-y,- —XY.
i=

Per dimostrarlo si scriva
N

I, 1
N;(XI_X)(YI_Y)—NZX/

(vi—y)

=[x
Mz

Il
—

i=1

Dove

N
> yi—y)=0
i=1

1< 1 1N
ZXi(yi_Y):N XiVi — yNZx,_NZ Xy —XY.
i=1 i i=1
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

La varianza della somma di due variabili

La covarianza risulta utile anche quando vogliamo ottenere la varianza di
una nuova variabile che sia la somma di altre due variabili. Infatti

var(X +Y)

Francesco Pauli

;Z((x,- + yi) — media(X 4+ Y))? =

1 II:Vl

N 2 ((xi+yi)— (x+7))° =

1 " 1Y 2 U

N Z(Xi - %)+ N Z(yl -y’ + N Z(X: —X)(yi —¥)
i=1 i=1 i=1
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Covarianza: esempio

— . — *
S 190 | S 190

3 3

2 180 2 180 |

4 3

he] he]

© 170 | g 170

N N

3 3

< 160 2 160 |

Voto di matura Peso degli studenti
% 32 xiyi = 1.36705 x 10* 5 >0 xiyi = 1.17631 x 10*
X = 78.6226 X = 66.9905
7 = 174.151 7 = 174.248
oxy = —21.6789 oxy = 90.1928
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Covarianza: esempio

g 190 : g .
é 180 — %
é 170 E’
% 160 — g
g
Voto di matura Peso degli studenti
% 32 xiyi = 1.36705 x 10* 5 >0 xiyi = 117.631
X = 78.6226 X = 66.9905
v =174.151 v = 1.74248
oxy = —21.6789 oxy = 0.901928

Francesco Pauli Relazioni tra variabili 91 / 104
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Grande quanto?

L'esempio su altezza e peso illustra uno dei problemi connessi con I'utilizzo
della covarianza.

L'interpretazione del segno non pone nessuno problema. La covarianza
indica una associazione tendenzialmente positiva tra le due grandezze

Ma quanto “forte” & questa dipendenza?

Per rispondere alla domanda avremmo bisogno di conoscere un estremo
superiore, possibilmente con una chiara interpretazione, per il valore
assoluto della covarianza.
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Grande quanto? (cont)

Si dimostra che
—oyox <oxy <oyox.

Per dimostrarlo, consideriamo la seguente trasformazione di scala per X e
Y: X y
oXx oy
: 2 _ 2 _
Sappiamo che 0%. = 0y. = 1.
Calcoliamo la varianza della variabile X* 4+ Y™*.
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Grande quanto? (cont)

Calcoliamo la varianza della variabile X* + Y*.

var (X* + Y*) = 0%« + 0% 4+ 2cov (X*, Y*) =

N
- 1+1+2% 3 (¢ = %) (v - 77)] =
-l G-
2 [1 _
= 2+UXUY {Ng[(xi—x)(y/—)/)]}:

Francesco Pauli Relazioni tra variabili 94 / 104
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Grande quanto? (cont)

Ora poiché quest'ultimo valore ottenuto & uguale a una varianza, non puo
essere negativo, cioe
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Grande quanto? (cont)

Ora poiché quest'ultimo valore ottenuto & uguale a una varianza, non puo
essere negativo, cioe
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Grande quanto? (cont)

Ora poiché quest'ultimo valore ottenuto & uguale a una varianza, non puo
essere negativo, cioe

OXy 2 —0x0y.
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e  Variabili statistiche bivariate

Grande quanto? (cont)

e Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Ora poiché quest'ultimo valore ottenuto & uguale a una varianza, non puo
essere negativo, cioe

OXy 2 —0x0y.
Inoltre

var(X*+ Y*) =0 <= X"+ Y* = cost.

Francesco Pauli
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Grande quanto? (cont)

Ora poiché quest'ultimo valore ottenuto & uguale a una varianza, non puo
essere negativo, cioe

OXy = —Ox0y.
Inoltre
var(X*+ Y*) =0 <= X"+ Y* = cost.
Quindi
oxy = —ox0y <= Y* = cost — X*

cioe Y e funzione lineare decrescente di X e viceversa.
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Grande quanto? (cont)

Calcolando poi la varianza tra X* e —Y™* si ottiene

oxy <oxoy

oxy = oxoy <= Y* =cost+ X*

cioé se e solo se Y & funzione lineare crescente di X e viceversa.
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

|l coefficiente di correlazione (lineare)

| limiti per la covarianza suggeriscono che per affermare se la covarianza &

“piccola” o & “grande” dobbiamo confrontarla con il prodotto degli scarti
quadratici medi.

In altre parole, dobbiamo costruire I'indice normalizzato, chiamato
coefficiente di correlazione (lineare)

oXy
O'XO'Y'

Il coefficiente di correlazione & spesso indicato con la lettera greca p.

Francesco Pauli

Relazioni tra variabili 97 / 104



e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Interpretazione di r

—-1<r<+1

r = —1 perfetta dipendenza lineare negativa tra X e Y
r < 0 associazione negativa tra X e Y

r = 0 assenza di relazione monotona tra X e Y

r > 0 associazione positiva tra X e Y

vVvyVvyyvyy

r = +1 perfetta dipendenza lineare positiva tra X e Y
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Covarianza: esempio

2 190 2 190
3 ]
2 180 2 180
[=2 [=2}
3 3
I 170 I 170
8 8
< 160 < 160
Voto di matura Peso degli studenti
& 32 xiyi = 1.36705 x 10* & 32 xiyi = 1.17631 x 10*
X = 78.6226 X = 66.9905
M(x?) = 6291.06 M(x?) = 4657.16
0% =109.537 0% =169.438
y = 174.151 y =174.248
M(y?) = 3.04148 x 10* M(y?) = 3.04483 x 10*
02 =86.2414 02 =86.072
oxy = —21.6789 oxy = 90.1928
— 216789 _ (5993 pxy = —221928 _ _ 0 7469

PXY = “/T0x86.2 V/169%86.1
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Covarianza: esempio

= . 3 .
S 190 : E 19
:
2 180 T 18
g s
s 170 2 17
N ©
Q [
< 160 N 16
E4
Voto di matura Peso degli studenti
& 32 xiyi = 1.36705 x 10* 32 xiyi = 117.631
X = 78.6226 X = 66.9905
M(x?) = 6291.06 M(x?) = 4657.16
0% =109.537 0% =169.438
y = 174.151 y = 1.74248
M(y?) = 3.04148 x 10* M(y?) = 3.04483
02 =86.2414 0% = 0.0086072
oxy = —21.6789 oxy = 0.901928
_ _—21.6789 _ _ _ _ 0901928  _
PXY = ioxses — 0-223 PXY = igox0.00861 — O-1409
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Relazione # causa ed effetto
Attenzione all’interpretazione!

» Quando mettiamo in relazione due variabili e troviamo una forte
associazione ¢ forte la tentazione di interpretarlo come se x
“causasse” y o viceversa.

» Una relazione statistica, anche stretta, tra y e x non implica una
relazione causa effetto.

P Per esempio, entrambe potrebbero essere legate a una terza variabile,
che le “causa” entrambe.

» Ci sono metodi statistici per I'inferenza su relazioni causa effetto ma
richiedono una maggiore sofisticazione oppure un campione costruito
in un certo modo.

» | prossimi esempi vengono dal sito www.tylervigen.com
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e
La scienza rende il mondo arido e triste

US spending on science, space, and technology

correlates with

Suicides by hanging, strangulation and suffocation

1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
$30billion 10000 suicides

1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

-+ Hanging suicides + US spending on science

9.0 7 . La correlazione € 0.992, ma diminuire la
8.5

8.0 - . spesa per scienza e tecnologia non & una

7.5 1 o strategia per diminuire i suicidi.
7.0 4
6.5 H

.. (x1000)

Suicides by .

55 e . .
T T T Quale potrebbe essere una spiegazione per

18 20 22 24 26 28 . 2
questa correlazione?

US spending on science ... (x1000)
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e
Nicolas Cage un pericolo per i nuotatori (in piscina)

Number of people who drowned by falling into a pool
correlates with

Films Nicolas Cage appeared in

19%9 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
140 drownings 6fims

4tims

363 selouIN

2fims

0fims,
1999 2000 2001 2002 2003 2000 2005 2006 2007 2008 2009

- Nicholas Cage -+ Swimming pool drownings

g 1207 La correlazione & 0.666 ma ...
2
2 110 - . . .
£ Notare come il grafico sopra suggerisca una
& 100 * . ) relazione molto stretta, ridimensionata dal
S s M . .- .
g g9 diagramma di dispersione: quello sopra non
U ‘ ‘ ‘ € un buon modo di rappresentare due
1 2 3 4 serie storiche.

# film di N.Cage
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e Variabili statistiche bivariate @ Associazione tra variabili e Relazioni tra variabili e

Attenzione a cosa misura r

10000 > | dati si dispingono sulla curva
8000 Y = X4
6000 — . N
> 000 > |a relazione & perfetta ma non
2000 lineare e non monotona.
0 > r=0.8852
X
4 > | dati si dispingono sulla curva
3 Y = X2.
> 24 > |a relazione & perfetta ma non
14 lineare e non monotona.
. > r=0
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Morale

r misura la correlazione JIHEEIEN tra le variabili.

» Un valore di r inferiore in valore assoluto a 1 non implica
necessariamente assenza di un legame perfetto tra le variabili, ma
assenza di un legame lineare perfetto.

» Un valore di r uguale a zero non implica necessariamente assenza di
relazione tra le variabili, ma assenza di relazione lineare (piu in
generale, monotona).
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