1. INTRODUZIONE

I1 concetto di modello ha, in realta un significato ben pit complesso di quello che comunemente gli
viene assegnato. Normalmente per modello s’intende la rappresentazione in scala di un oggetto.

In realta per modello si dovrebbe intendere una rappresentazione semplificata della realta che ci
circonda.

Noi siamo abituati inconsciamente a modellizzare tutto, al fine di ridurre il numero di variabili che
intervengono in un certo fenomeno. Rimanendo nel campo dell’ingegneria ¢ pratica comune
supporre in prima approssimazione che un fenomeno sia monodimensionale (per esempio la
conduzione in pareti piane infinite) per poi, se serve, passare a modelli bi o tridimensionale.

Invero, anche quando si ricavano le equazioni in forma differenziale, creiamo un modello, in questo
caso matematico, poiché andiamo a supporre che I’universo sia continuo, cosa che in realta non ¢.
Ad esempio, per ricavare le equazioni differenziali che reggono un fenomeno fluidodinamico si
considera un volume infinitesimo di materia e su questo si eseguono i bilanci di massa, di quantita
di moto, di energia e si applica I’equazione di stato. Per far questo dobbiamo definire determinate
proprieta del fluido, quali la densita, la viscosita, la temperatura, la pressione, il vettore velocita.
Analizzando il problema da un punto di vista microscopico, queste grandezze sono definite in modo
statistico in funzione del cammino libero medio tra due urti che avvengono tra le molecole presenti
nel volume di controllo.

Se il gas ¢ particolarmente rarefatto, fenomeno che avviene naturalmente aumentando di quota,
potrebbe accadere che il cammino libero medio divenga piu grande delle dimensioni del nostro
volume di controllo. In queste condizioni perdono di significato le definizioni delle grandezze
fisiche che intervengono nel fenomeno e, quindi, le equazioni differenziali che avevamo ricavato.
Allora bisogna definire altri tipi di modelli da applicare al problema del moto in fluidi rarefatti.

Da queste osservazioni si ricava che si pud parlare sia di modellizzazione fisica, sia di
modellizzazione numerica.

In ogni caso la teoria generale dei modelli si basa su tre gruppi di leggi:

¢ Le leggi della similitudine
¢ Le leggi dell’analogia
¢ Le leggi dell’analisi dimensionale

La teoria della similitudine, che sara quella affrontata in questo corso, consente di studiare un certo
fenomeno riproducendolo con modelli simili. Vedremo meglio in seguito il significato di modelli
simili. Quello che ¢ importante rilevare, perd, ¢ che la teoria si applica sia su i modelli fisici sia su
quelli matematici

La teoria dell’analogia si basa sul principio che il modello non ¢ piu la copia in scala del fatto fisico
considerato, bensi un fenomeno fisico diverso che viene, pero, rappresentato da equazioni
formalmente uguali.

Questo concetto dovrebbe essere familiare, in quanto 1’abbiamo gia incontrato nello studio della
trasmissione del calore. Avevamo visto che per affrontare molti problemi di trasmissione termica
era conveniente applicare I’analogia elettrotermica, in cui simulavamo il fenomeno termico con una
rete di resistenze elettriche. Questo ¢ possibile perché le equazioni che reggono i due fenomeni
fisici sono formalmente uguali, basta sostituire a differenze di temperatura differenze di potenziale
elettrico, ai flussi termici delle correnti elettriche e cosi via.

Nel passato la teoria dell’analogia ebbe molta fortuna poiché permetteva di simulare fenomeni
complessi, come 1 moti filtranti in mezzi porosi, tramite reti elettriche che erano costruite
fisicamente; si andava poi a misurare nei nodi della rete 1 potenziali elettrici e tra due nodi le
intensita di corrente.



L’avvento dei moderni calcolatori elettronici ha reso ha reso obsoleto questo modo di affrontare i
problemi, anche se esistono ancora alcuni pacchetti di trasmissione del calore che utilizzano il
metodo delle reti elettriche.

La teoria dimensionale, invece, viene in ausilio alle due teorie precedenti, integrandole. Questa
teoria consente di raggruppare le variabili di un certo problema fisico, sistemandole in forma piu
utile per ’interpretazione del fenomeno. In definitiva la teoria dimensionale riduce il numero delle
variabili raggruppandole in una serie di numeri adimensionali.

2. ANALISI DIMENSIONALE

2.1. Introduzione

Per comprendere a pieno il problema dell’analisi dimensionale bisogna ricordare il significato di
grandezza fisica.

In realta sarebbe piu corretto parlare di entita fisica, di cui la grandezza ¢ una sua proprieta, assieme
ad altre come la natura scalare o vettoriale.

La grandezza di un’entita si puo esprimere come prodotto tra la sua misura, che ¢ un numero puro, e
la sua unita di misura. Al variare dell’unita di misura varia la misura della grandezza.

Ora, essendo 1’entita fisica, e quindi la sua grandezza, un invariante, all’aumentare dell’unita di
misura diminuisce la sua misura.

In linea di principio potremmo definire un’unita di misura (e quindi un campione) per ogni entita
fisica esistente. Oltre al fatto che non tutte le entita sono facilmente misurabili (vedi I’entropia),
questo modo di procedere non sarebbe certamente comodo. Per cui si genera un insieme di entita
fisiche fondamentali e si ricavano le altre in funzione di queste.

In termini matematici si pud scrivere che una qualunque entita A si ricava in funzione di altre
tramite una relazione generica del tipo:

A= (A} Aoy Ay) (1)

La scelta delle unita fondamentali ¢ arbitraria e in base alla loro scelta cambiano le entita derivate.
Considerando 1’equazione (1) si vede che ¢ importante che I’equazione sia omogenea, in modo che
una variazione di unita di misura comporti solo la moltiplicazione di tutti i termini per una costante
numerica.

Si puo, quindi, affermare che un’equazione ¢ dimensionalmente omogenea se la sua struttura non
dipende dal sistema di misura adottato.

Definite, quindi, le unita fondamentali, quelle derivate si ricavano con 1’ausilio di relazioni di
definizione. Queste relazioni devono rispettare alcune regole.

¢ E bene che non intervengano dei coefficienti arbitrari, detti coefficienti parassiti, per far
ritornare I’omogeneita delle relazioni.
¢ Di solito le relazioni sono di tipo monomio al fine di rispettare il principio di omogeneita.

Si vede, quindi, che una relazione di definizione del tipo m Log v non andrebbe bene in quanto non
¢ omogenea ed interviene un coefficiente parassita (la base del logaritmo).

Si potrebbe obiettare che in acustica si usano delle relazioni logaritmiche; ¢ bene ricordare, pero,
che il decibel non ¢ un’unita di misura, ma un numero puro definito tramite rapporti di grandezze



fisiche. Si parla, infatti, di livelli di pressione, di densita di energia, di potenza e di intensita
acustica.

2.2. Teorema di Buckingham

Dalle considerazioni fatte nel paragrafo precedente si potrebbe dimostrare il teorema di
Buckingham (o teorema 7).

Il teorema di Buckingham afferma che:

Se un’equazione ¢ dimensionalmente omogenea, puo venir ridotta nella forma di una
relazione fra una serie completa di parametri adimensionali. Il numero di questi parametri ¢
pari alla differenza tra il numero delle entita fisiche che caratterizzano il fenomeno e il
numero delle grandezze fondamentali.

Questa regola non ¢, pero, infallibile, in quanto, come vedremo meglio in seguito, qualche gruppo
potrebbe essere combinazione lineare dei precedenti.

Van Driest defini la seguente regola:

Il numero di gruppi adimensionali di una serie completa ¢ uguale al numero totale delle grandezze
in gioco meno il massimo numero nel quale si possono ancora combinare senza avere un gruppo
adimensionale.

Per chiarire il teorema supponiamo di affrontare il problema della determinazione dei gruppi
adimensionali che reggono il fenomeno delle perdite di carico all’interno di una tubazione.
Dall’esperienza sappiamo che le grandezze in gioco sono:

Grandezza Simbolo | Eq. dimensionale
Diametro del tubo D [L]
Velocita media del fluido v [LT]
Densita del fluido Yo, [ML™]
Viscosita del fluido U [ML'T"]
Rugosita media della parete P [L]
Caduta di pressione dp [MLT?]

dx

Le grandezze fondamentali sono la massa M, la lunghezza L, il tempo 7.
Quindi, i numeri adimensionali dovrebbero essere 3 (6-3).
Un numero adimensionale generico m, sara funzione delle 6 variabili.

!
72_ — [MOLOT0]= Davbpcﬂdge(d_pj
dx
Sostituendo alle variabili le loro equazioni dimensionali, si ottiene:

x =L er P Y o Y (L) [

Pertanto, affinché il generico numero sia adimensionale, la somma degli esponenti cui si devono
elevare le grandezze fondamentali, deve essere nulla.

Per M 0+0+c+d+0+f=0
Per L atb-3c-d+e-2f=0
Per T 0-b+0-d+0-2f=0



Come si puo vedere il problema consiste nel risolvere un sistema di 3 equazioni in 6 incognite che
fornisce un insieme di o’ soluzioni linearmente indipendenti. Tutte le altre soluzioni sono
combinazioni lineari.

Fisso a piacere 3 esponenti. Per esempio:

d=1 e=0 f=0
ricavo:
a=-1 b=-1 c=-1
Per cui
T, = D/: p oppure T = D;’D =Re

per m fisso:

e=1 f=0 b=0
e ricavo
a=-1 c=0 d=0
per cui:
&
7Z'2=B

per ;3 fisso:

d=0 e=0 f=1
€ ricavo:
a=1 b=-2 c=-1
per cui:
b p
7, = dx .
v
Pertanto
ap )
= f(Re,—J
Yo



dove f'¢ una funzione ricavabile sperimentalmente.

Analizzando questo esempio si pud vedere che, avendo un sistema di equazioni, possiamo definire
una matrice dimensionale.
In base a questa osservazione Langhaar stabili che:

Il numero dei gruppi adimensionali di una serie completa ¢ pari al numero totale delle
variabili meno la caratteristica della loro matrice dimensionale.

Per caratteristica o rango di una matrice s’intende 1’ordine massimo dei minori non tutti nulli.
Vediamo, ora un caso a noi gia noto: lo scambio termico in una tubazione circolare con temperatura
di parete costante al cui interno scorre un fluido.

La relazione che lega Nusselt a Prantl e Reynolds era stata ricavata adimensionalizzando le
equazioni differenziali della quantita di moto e dell’energia.

Applichiamo, invece, il teorema di Buckingham.

Dall’analisi fisica del problema ricaviamo che le grandezze che intervengono sono le seguenti:

Variabile Simbolo | Eq. dimensionale
Diametro del tubo D [L]
Conducibilita termica del fluido k [MLT9™"]
Velocita del fluido v [LT ]
Massa volumica del fluido o, [ML]
Viscosita del fluido P [ML'T]
Calore specifico a p=cost Cp [L°T07"]
Coefficiente medio di convezione h [MT 0]

Le grandezze fondamentali sono la massa M, la lunghezza L, il tempo 7 e la temperatura 6.
Abbiamo, quindi, 7 variabili di cui 4 linearmente indipendenti. In definitiva dovremmo ricavare 3
gruppi adimensionali.

Per determinarli esprimiamo il generico gruppo in funzione delle 7 grandezze.

= D”kbvcpduecpfhg
Sostituendo le espressioni dimensionali
r=[LYmrr=o Ve MY [meo fler 20| [mr =0 |

Affinché n sia adimensionale la somma degli esponenti cui ¢ elevata ciascuna delle grandezze
fondamentali deve essere uguale a 0.

0a+1b+0c+1d +1le+0f +1g = 0 per M
la+1b+1c-3d -1le+2f+0g = 0 per L
Oa—-3b—-1c+0d-le-2f-3g = 0 per T
0a—-1b+0c+0d +0e—-1f—-1g = 0 per 6

TR A N
Ottengo, quindi, 9°  gruppi adimensionali.
A mio piacere fisso i valori di 3 esponenti e risolvo il sistema.



Poiché¢ il mio problema ¢ la determinazione di 4, mi conviene fissare g=1, e per comodita ¢ = d = 0.
Risolvendo il sistema ottengo:

a=1,b=-1,e=f=0 percio:

k

ottengo, cioe, il numero di Nusselt

Per il secondo numero adimensionale fisso g = 0 per non avere / e poi a = 1 /= 0, ottenendo:
b=0,c=d=1,e=-1.

_vDp
Y7,

7T,

ottengo, cio¢, il numero di Reynolds.
Per il terzo numero adimensionale fisso e = 1, ¢ = g =0, ottenendo:

k

T,

ottengo, cio¢, il numero di Prandtl

In definitiva si ricava che:

N, =/(R,.P,)

Come terzo caso consideriamo il fenomeno della resistenza su un corpo parzialmente immerso in
una corrente fluida in movimento.
Dall’esperienza riteniamo che le entita fisiche che intervengono siano le seguenti:

Grandezza Simbolo | Eq. dimensionale
Velocita indisturbata a monte % [LT]
Lunghezza del corpo immerso / [L]
Forza esercitata dalla corrente F [MLT?]
Densita del fluido o) [ML]
Viscosita del fluido P [ML'T]
Accelerazione di gravita g [LT]

Un numero adimensionale generico 7, sara funzione delle 6 variabili.
= [MOLOTO]: Valecpdluegf

Si giunge quindi con il procedimento visto prima al seguente sistema di equazioni:



Per M Oa+0b+1c+1d+1e+0f=0
Per L lat+1b+1c-3d-1le+1f=0
Per T -la+0b—-2c+0d—1e-2f=0

Cui corrisponde una matrice dimensionale:

0 0 1 I 1 0
I 1 1 -3 -1 1
-1 0 -2 0 -1 -2

La quale ha una caratteristica pari a 3, essendo il minore formato dalle ultime 3 colonne diverso da
0.
Pertanto, essendo n=6, la serie completa di numeri adimensionali ¢ pari a 3.

Supponiamo di fissare:

a=1 b=0 c=0 per m;
a=0 b=1 c=0 per T,
a=0 b=0 c=1 per m3
risolvendo ricavo:
71'1 =V3 ﬁ
HE
,02
72'2 :l3 ;g
y7,
F
72'3 27

Naturalmente le soluzioni sono o°. Fissando, invece, 1 seguenti valori:

d=1 e=-1 =0 per m
d=-1 e=0 =0 per m;,
d=0 e=0 f=-1 per 73

avremmo ricavato la seguente serie di numeri adimensionali:

T, = vip Numero di Reynolds Re
7
F .
T, =—— Numero di Eulero  Eu
plv
V2
T, = Ta Numero di Froude  Fr
g

Pertanto la funzione da ricercare sarebbe del tipo:



f(Re,Eu,Fr)=0

Vediamo 1’ultimo esempio in cui analizziamo il problema dello scambio termico naturale in termini

del tutto generici.
Dall’esperienza supponiamo che le variabili che giocano una certa importanza nel fenomeno sono:

Variabile Simbolo | Eq. dimensionale
Lunghezza caratteristica del fenomeno L [L]
Conducibilita termica del fluido k [MLT6™]
Salto termico tra parete e fluido indisturbato| AT [0]
Diffusivita termica del fluido a [L°T ]
Viscosita cinematica del fluido % [L*T"
Accelerazione di gravita g [LT?]
Coefficiente medio di convezione h [MT07']
Coefficiente di dilatazione volumetrica p [0

Abbiamo 8 variabili di cui 4 linearmente indipendenti; pertanto mi aspetto di ricavare 4 gruppi

adimensionali.
Per ricavarli applicheremo un metodo nuovo che permette di ricavare 1 gruppi in un modo piu

automatico.

E il metodo delle variabili ripetute. Si scelgono delle variabili in numero pari alle variabili
linearmente indipendenti del problema, assicurandosi che in esse compaiano tutte le n variabili
linearmente indipendenti.

Inoltre bisogna verificare che le variabili scelte siano tra loro indipendenti.

Nel nostro caso scegliamo le 4 variabili k, AT, L, ve le eleviamo a 4 esponenti incogniti a,b,c,d.
Affinché le variabili siano indipendenti I’equazione dimensionale:

K AT L v =[M" L T° 0]

deve avere come unica soluzione quella banale.
Nel nostro caso:

MaLaT-3ae-aechL2dT-dZ MO LO TO 60

Cioé
Per M lat+0b+0c+0d =0
Per L la+0b+1c+2d =0
Per T -3a+0b+0c -1d =0
Per 0 -la+1b+0c + 0d =0

Che porta effettivamente alla soluzione banale:
a=b=c=d=0
I 4 numeri adimensionali saranno:

m=kKAT° L V' h
m=k AT L° V' «
7[3:kaATbLC l)ig
m=KAT°L° V' B



Troviamo ora 7,
Per M
Per L
Per T
Per 6
La soluzione di questo sistema ¢

a=-1

Che porta al numero adimensionale:

L
7, =Nu= Lh
k
Troviamo ora m
Per M
Per L
Per T
Per 0

La soluzione di questo sistema ¢
a=0

Che porta al numero adimensionale:

T, =—
v
Che ¢ il reciproco del Numero di Prantl
Troviamo 73
Per M
Per L
Per T
Per 6
La soluzione di questo sistema ¢

a=0

Che porta al numero adimensionale

la+0b+0c+0d =-1
la+0b +1c+2d =0
3a+0b +0c -1d = 3
-la+1b+0c+0d = 1

la+0b+0c+0d =0
la+0b+1c+2d =-2
Ba+0b+0c-1d =1
-la+1b+0c+0d = 0

la +0b+0c+0d =0
la +0b+1c+2d =-1
3a+0b+0c-1d = 2
-la+1b+0c+0d = 0

d=0
d=-1
d=-2



Troviamo 74

Per M la +0b+0c+0d=0
Per L la +0b+1c+2d=0
Per T -3a+0b+0c -1d =0
Per 6 -la+1b+0c+0d =1

La soluzione di questo sistema ¢

a=0 b=1 c=0 d=0
Che porta al numero adimensionale

7w, =ATp

T3 caratterizza I’importanza delle forze di galleggiamento relative generate dalle forze viscose
In effetti analizzandolo si puo vedere che g L ha le dimensioni di una velocita al quadrato. Pertanto

\/7; puo essere interpretato come un numero di Reynolds.

T4 caratterizza, invece, I’importanza dell’espansione del fluido dovuta ad effetti termici.
Di solito al posto di questi due numeri adimensionali si utilizza il loro prodotto a cui si da il nome
di numero di Grashof

ATL
72'372'4 :Gl"L :gﬁT

Invece si devono considerare 73 € 74 indipendenti quando trattiamo sistemi rotanti o situazioni in
cui BAT vale circa 1.

E bene precisare che I’analisi dimensionale non porta alla comprensione piena del fenomeno poiché
non ci fornisce la funzione che lega la serie completa di numeri adimensionali, ma ¢ un ottimo
mezzo per aiutarci a ricavare per via sperimentale questa funzione.

La domanda che sorge legittima ¢ la seguente:

Perché debbo affidarmi ad un metodo cosi aleatorio come Buckingham per ricavare i gruppi
adimensionali, quando potrei adimensionalizzare le equazioni che reggono il fenomeno, giungendo
ad una soluzione che ha un significato fisico e piu rapidamente?

La risposta sta nel fatto che purtroppo non sempre possiedo un modello matematico del mio
fenomeno.

A conclusione dell’argomento diamo ancora una definizione.

I numeri adimensionali caratterizzati dal fatto di essere il rapporto tra due sole entita, prendono il
nome di fattori di forma.

3. TEORIA DELLA SIMILITUDINE

I risultati di una serie di prove sperimentali su un modello fisico (ma il discorso vale anche per 1
modelli matematici) sono riportabili sul prototipo solo se sono rispettate un certo numero di
relazioni che costituiscono la legge della similitudine.

Esistono diversi tipi di similitudine:

10



Similitudine geometrica.
Affermeremo che due corpi sono geometricamente simili se esiste una corrispondenza fra punti
omologhi del prototipo e del modello (in termini piu semplici, se esiste un rapporto di scala costante
tra 1 due). Tuttavia, talvolta, esiste una diversa scala di riduzione tra le componenti cartesiane. Si
crea cosi quello che comunemente viene definito un modello distorto. Un classico esempio di
modello distorto sono 1 modelli di porti o fiumi, in cui la scala verticale ¢ diversa da quella della
pianta al fine di eliminare ’effetto della tensione superficiale sul modello.

Similitudine cinematica.

Nella similitudine cinematica si introduce una scala dei tempi. La similitudine cinematica ¢
importante quando si manifestano dei moti o delle correnti di tipo periodico o transitorio, oppure
compaiono delle lente deformazioni. Due sistemi si definiscono cinematicamente simili quando
particelle omologhe occupano posizioni omologhe in tempi omologhi.

Ora definita k; la scala delle lunghezze e &, quella dei tempi, la scala delle velocita &, ¢ uguale a:

k. :% @)

t

mentre la scala delle accelerazioni &, ¢ uguale a:

b, =—L=lv 3)

Similitudine materiale

Avremo similitudine materiale quando le masse di elementi omologhi stanno in rapporto costante
k.

Similitudine dinamica

Si dice che due sistemi sono dinamicamente simili se parti omologhe sono soggette a sistemi di
forze omologhe.

Rispettata la similitudine cinematica e materiale si puo affermare che in un sistema cartesiano le
scale delle forze krx, kry , k-, valgono:

k k

ki == @
kmkv

kFy = kZV (5)
k k

ke = =55 ©)

Se poi il modello ¢ anche geometricamente simile avremo che:

k k

kF = ZZ ! (7)
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Definite le varie forme di similitudine cerchiamo, ora, di ricavare le leggi principali della
similitudine.

Abbiamo gia visto che adimensionalizzando le equazioni che reggono un certo fenomeno (ammesso
di conoscerle) o applicando il teorema di Buckingham, si giunge alla generica relazione:

A7y, 7, e ) =0 (8)

Esprimendo questa relazione in forma esplicita ed applicandola al prototipo e al modello si giunge
alle seguenti due relazioni:

7T, Zf(ﬂ'zp,ﬂ3p, ......... ﬁnp) (8)
ﬂ-lm = f(ﬂ-Zm ’7[3m gereseenee ﬂ.nm ) (9)

Essendo la funzione f la stessa nei due casi (per esempio I’equazione dell’energia) si vede che,
affinché un particolare numero adimensionale sia uguale fra modello e prototipo, per esempio
TT1p=7t1m, allora dovranno valere anche le seguenti relazioni:

7[2;7 = ﬂ.Zm
7T3p = ”3/71

(10)
ﬂ.np = ﬂ.nm

Se accade cio si dice che modello e prototipo sono in similitudine completa.

Purtroppo nella maggior parte dei casi non ¢ possibile ottenere una condizione di similitudine
completa, in quanto non sempre ¢ possibile trovare materiali o fluidi che abbiano proprieta tali da
permettere di rispettare il sistema di equazioni appena visto.

In questi casi si deve utilizzare un modello distorto; un modello, cio¢, in cui non sono rispettate
tutte le condizioni di similitudine.

Utilizzando modelli distorti bisogna introdurre un fattore di previsione che corregge 1’uguaglianza
tra numero adimensionale del modello e del prototipo.

Il fattore di previsione ¢ determinato tramite prove sperimentali aggiuntive.

Un fenomeno molto importante, legato ai modelli distorti, ¢ quello dell’effetto scala.

Per chiarire questo concetto consideriamo alcuni esempi pratici.

I1 primo esempio ¢ quello del modello di un porto in cui si studiano gli effetti ondosi sulle strutture
portuali. Considerando un moto ondoso in alto fondale, I’effetto della tensione superficiale, o, ¢

2
trascurabile. Cio0 significa che potremmo trascurare il numero di Weber (W = pvl ). Sul modello,
o

invece la tensione superficiale gioca un ruolo per nulla trascurabile, soprattutto se la lunghezza
d’onda ¢ inferiore ad un certo valore (circa 25 mm).

Un altro esempio sono le prove in galleria del vento su veicoli od aerei. In questi casi le superfici
del prototipo si possono considerare lisce e quindi € pit che ammissibile trascurare il fattore di
forma rappresentato dalla rugosita relativa.

Sul modello, invece, non si riescono ad ottenere delle rugosita in scala perfetta. Si ottiene, pertanto
un modello distorto.
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In questi casi o valutiamo un fattore di previsione, oppure costruiamo il modello il piu grande
possibile, compatibilmente con le nostre esigenze sperimentali, al fine di minimizzare 1’effetto
scala.

4. MODELLI IN FLUIDODINAMICA

4.1. Introduzione

La modellistica ha avuto un grossissimo sviluppo, soprattutto in fluidodinamica, a causa della
difficolta di risoluzione delle equazioni di Navier — Stokes. Tale fatto ha comportato, percio, uno
sviluppo notevole della fluidodinamica sperimentale.
Come vedremo, pero, anche I’approccio modellistico non ¢ esente da problemi, obbligando il
ricercatore ad una certa prudenza nell’analisi dei dati.

4.2. Problema generale

Le grandezze che intervengono in un problema fluidodinamico generico, supposte trascurabili le
grandezze termiche, chimiche, ecc., sono:

la generica forza F (potrei considerare anche la pressione o il gradiente di pressione), la lunghezza
caratteristica /, la velocita v, la massa volumica p, I’accelerazione di gravita g, la viscosita dinamica
4, la velocita del suono a, la tensione superficiale o e da ogni altra caratteristica geometrica
importante A; (per esempio la rugosita, la forma ecc.).

Nella trattazione che seguira trascureremo la tensione superficiale in quanto la sua importanza ¢
limitata ad alcuni problemi specifici quali 1’ebollizione o la cavitazione, ferme restando le
osservazioni che abbiamo fatto nel paragrafo precedente, riferendoci al problema dell’effetto scala.
Sotto queste ipotesi si puo, quindi scrivere che:

fF Lgv,a up A)=0 (11)

Utilizzando 1’analisi dimensionale si arriva alla seguente relazione:

¢o(Eu, Re, Fr, M, %) =0 (12)

Abbiamo gia visto il significato dei simboli a parte M che rappresenta il Numero di Mach.
I1 Numero di Mach ¢ un numero adimensionale che tiene conto dei fenomeni di comprimibilita del
fluido. E definito come:

M= (13)
a

dove:
a ¢ la velocita del suono nel fluido.

Al posto del Numero di Mach si puo utilizzare quello di Cauchy che per il nostro ragionamento
risulta piu significativo.

Se ricordiamo che la velocita del suono ¢ funzione del modulo di comprimibilita volumetrica E,,
tramite la relazione:

13



a= |~ (14)

sostituendo la (14) nella (13) otteniamo:

M=v /ﬁ
EV
ed elevando al quadrato si ottiene il numero di Cauchy:

2

vp
E

v

Cauchy =
Quindi la relazione (12) diviene:

F  vip v vp A
4 242 ° pa_a pa_l =0 (15)
vt gl E

o in forma esplicita:

F vip v Vvip A,
¥ ,0,_’ pe_l (16)
pvl uogl E,

Dalla teoria della similitudine si ricava che per ottenere una similitudine completa si devono
rispettare le seguenti condizioni:

ppvplp PVl
H, Mo
ppvzzi _ pmvi
E, E. (17)
S
l, gl,
Lo L A
lp [,

L’ultima delle quattro relazioni non afferma altro che la necessita di rispettare la similitudine
geometrica per ottenere una similitudine completa.

pm

Analizzando le prime tre relazioni si vede che le variabili adimensionali sono 5 (k, =-—",
Pp
/um Evm lm vm 1 ]
k,==", k; = z k, =l—, k, =—"). Per avere una soluzione devo fissare 2 di queste
! %
p P p p

variabili, per esempio k, € k, . Ma fissare queste variabili significa fissare il fluido del modello
(quello del prototipo ¢ uno dei dati di partenza). Diventa, cosi, quasi impossibile ottenere una
similitudine completa, poiché¢ molto difficilmente il coefficiente di comprimibilita volumetrica per
il modello, che ricaverd dalla soluzione del sistema, sara uguale a quello del fluido che
effettivamente utilizzo.
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4.3. Fluidi incomprimibili

L’ipotesi di incomprimibilita del fluido si applica a moltissimi casi idraulici quando la velocita del
fluido ¢ molto piu piccola di quella del suono (circa 340 m/s in aria a 20 °C e circa 1450 m/s in
acqua).

Questo ¢, quindi un caso abbastanza comune in fluidodinamica.

Sotto queste ipotesi la relazione di similitudine si riduce a:

F vip v A
=y e (18)
pvil uogl 1

e le condizioni di similitudine si riducono a:

ppvplp _ PVl
oW,
v, (19)
g, g,
A
1, I

Da questa relazione si vede che fissato il fluido si ottiene, rispettando la similitudine geometrica, un
sistema di due equazioni in due incognite e quindi risolvibile.

In molti casi, perd, motivazioni tecnico- economiche impongono di utilizzare lo stesso fluido nel
modello e nel prototipo.

Il sistema di equazioni (19) si riduce al seguente:

2 20
I [V_m] (20)
! p Vp

Questo sistema ammette soluzione solo quando il modello ¢ dimensionalmente uguale al prototipo.
Si deve quindi ricorrere ad un modello distorto.
In questo caso si presentano allo sperimentatore 3 possibilita.

1) Predominano gli effetti dissipativi legati alla viscosita e alla turbolenza.

2) Predominano gli effetti legati a trasformazioni tra energia cinetica e potenziale, o scambi di
energia meccanica con 1’esterno del sistema.

3) Idue effetti sono comparabili.

Similitudine di Reynolds
Se ci troviamo nel primo caso, possiamo trascurare nella similitudine il numero di Froude.

In questo caso € sempre possibile rispettare 1’uguaglianza tra il numero di Reynolds del prototipo e
quello del modello, sia si usi lo stesso fluido, sia si usino fluidi diversi.
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Il problema che sorge ¢ di tipo operativo. Infatti supponendo di utilizzare lo stesso fluido, se
costruiamo un modello per esempio in scala 1/10, dovremo avere nel modello una velocita 10 volte
maggiore di quella del prototipo.

Si potrebbe pensare di utilizzare un fluido nel modello con una viscosita cinematica molto piu
piccola di quella del prototipo. Questa via, pero, non ¢ praticabile se nel prototipo si utilizza acqua
in quanto tutti 1 fluidi che in pratica si potrebbero utilizzare hanno una viscosita cinematica
maggiore di quella dell’acqua.

I1 discorso ¢ diverso se il fluido utilizzato nel prototipo ¢ aria in quanto in questo caso si possono
eseguire le prove in acqua, cosa che comunemente viene fatta nelle prove di veicoli terrestri.

Similitudine di Froude

Quando i fenomeni d’onda sono preponderanti basta rispettare la similitudine di Froude. E il caso
tipico dei deflussi da luci a battente e stramazzi. In realta la similitudine di Froude ¢ rispettata anche
in tutti quei casi in cui I’influsso di Reynolds non ¢ trascurabile ma rimane costante al variare della
velocita. E il caso della diffusione degli inquinanti in atmosfera, anche se in questo caso si usano
dei numeri simili a Froude.

Nella similitudine di Froude fissata la scala, k;, si ottiene che:

N | =

k, =k;

Da questa relazione si vede che per le prove in aria si devono utilizzare le cosiddette gallerie a bassa
velocita.

Presenza contemporanea di fenomeni viscosi e potenziali.

In questi casi, quando in pratica non si potrebbe trascurare gli effetti del numero di Reynolds e di
Froude, lo sperimentatore deve arrangiarsi.

E quello che avviene nelle prove in vasca navale. Su un natante sono presenti due forme di
resistenza all’avanzamento di valori comparabili. Sull’opera viva dello scafo agiscono effetti
dissipativi dovuti alla viscosita del fluido e alla forma dello scafo. Nella zona di separazione tra
I’opera viva e quella morta sono presenti fenomeni d’onda.

In questo caso si eseguono le prove su modello. La resistenza misurata sara la somma della
resistenza viscosa e di quella d’onda. Si valuta la resistenza viscosa tramite formule empiriche. Si
ottiene quella d’onda per differenza. Tramite la similitudine di Froude si valuta la resistenza d’onda
del prototipo. A questa si somma la resistenza viscosa ottenuta con formule empiriche e si ottiene,
infine, la resistenza totale del prototipo.

16



5. ESERCIZI

Esercizio 1

2

Un olio di viscosita cinematica v= 4,70 10-5 — ¢ utilizzato in un prototipo in cui sono
s

predominanti le forze dovute alla viscosita e alla gravita.
Si vuole sperimentare il sistema con un modello in scala 1/5. Quanto deve valere la viscosita del
liquido nel modello per avere una similitudine completa?

Soluzione

Dalla teoria dell’adimensionalizzazione sappiamo che i numeri che entrano in gioco sono quelli di

Froud | Fr=——| edi Reynolds (Re = i J
Vi.g v

Dalla teoria della similitudine sappiamo, invece, che affinché i valori misurati sul modello siano

riportabili sul prototipo deve essere rispettata 1’uguaglianza dei numeri dimensionali tra modello e

prototipo.
Pertanto:
Fr,=Fr,
Re, = Re,
Esplicitando
1
v vﬂl vm 1 2
R v_:(gj ey
2 o2 2 2 p
lye* 15,8
vil, vl v
P cp m-cm = m. _ m “cm
v, Vv, v, v, 1,

Da cui:

5 5 2
v o=y (1)2 = 4,70 10—5(1)2 ~42010° "
P\ 5 5 s
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Esercizio 2
In un tubo di diametro D = 200 mm scorre a bocca piena dell’acqua alla temperatura di 15 °C con

una velocita v = 4,0 m/s. A quale velocita dovrebbe scorrere un olio combustibile alla temperatura
di 32 °C affinché i due flussi siano dinamicamente simili ? ( si consideri la viscosita cinematica

2
dell’olio paria v,,=2,9710"° m_)
s

Soluzione

Essendo il flusso a bocca piena, I’influsso dell’accelerazione di gravita e della tensione superficiale
¢ trascurabile.

Pertanto il flusso ¢ soggetto solo alle forze viscose e a quelle d’inerzia. Cio significa che I'unico
numero adimensionale che interviene ¢ quello di Reynolds.

Si puo, quindi scrivere che:

Re; , = Re

olio

Da cui:

E quindi:

Esercizio 3.

Un modello di sottomarino in scala 1/15 viene provato in una vasca idrodinamica, completamente
immerso in acqua salata. Se la velocita del prototipo ¢ di 12 nodi, a quale velocita dovra essere
provato il modello affinché i risultati ottenuti sperimentalmente abbiano senso?

Soluzione

Essendo il sottomarino completamente immerso, le forze preponderanti sono quelle d’inerzia e
viscose; pertanto va rispettata I’'uguaglianza dei numeri di Reynolds.

18



cm

Vin =vp 15 =180 nodi = 93 m/s = 334 km/h

Esercizio 4

La resistenza all’avanzamento di un modello di nave lungo 2,50 m e provato alla velocita di 2,0 m/s
in una vasca con acqua dolce, ¢ stata di 4,40 kg.
Quale dovrebbe essere la velocita del prototipo, lungo 40 m?

Soluzione

In questo caso bisognerebbe rispettare sia 1’eguaglianza dei numeri di Reynolds sia quella dei
numeri di Froude.

Come si ¢ visto nel corso cid ¢ impossibile se viene utilizzato lo stesso fluido. Questo ¢ il classico
caso di un modello distorto.

Come si ¢ visto si preferisce rispettare 1’uguaglianza dei numeri di Froude e calcolare le resistenze
viscose ¢ di forma.

Vp — vm
Vw8 g

v =202 _go™
r 2,5 S

Esercizio 5

Un ala di aeroplano a pianta rettangolare di corda ¢, = 900 mm deve muoversi in aria ad una
velocita vy, = 90 nodi.

Le prove in galleria vengono effettuate con un modello avente una corda ¢y, = 75 mm ed una
velocita dell’aria vy, = 108 nodi.

Se la temperatura dell’aria sia nel prototipo che nel modello ¢ di 20 °C, quale deve essere la
pressione in galleria per rispettare la similitudine?

Soluzione

In questo caso bisogna rispettare la similitudine di Reynolds.
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Da cui si ricava:

1% Vv ¢ 108 75 1

1% vV ¢ %%_10

D’altro canto si sa che la viscosita dinamica non viene sensibilmente influenzata dalla pressione
mentre lo ¢ la massa volumica del gas.
Per cui:

Vo M Py _Pp_ L

Ve Pu B p, 10

Dato che la trasformazione ¢ isoterma vale la relazione:

P _ cost
P
Da cui.
P _Pu_yg
P, P,

Per tanto la pressione in galleria deve essere dell’ordine dei 10 bar.

Esercizio 5

Consideriamo 1’ala e la galleria di prova dell’esercizio precedente.

La scala del modello ¢ di 1/12. Il profilo aerodinamico ¢ un NACA 2412. L’apertura alare del
prototipo ¢ di 10 m.

Tramite una bilancia sono state rilevate sul modello le seguenti forze aerodinamiche in direzione
perpendicolare (portanza L) e parallela al flusso (resistenza D) al variare dell’angolo di incidenza.

a L D
[N] [D]
0 286,50 7,45
4 74491 8,37
8 1237,70 | 13,52
12 1661,73 | 22,35

Quale sara la portanza e la resistenza (trascurando quella indotta)che agira sull’aereo reale al variare
dell’angolo di incidenza?

Soluzione

Per prima cosa trasformiamo 1 nostri dati in unita del sistema internazionale.
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m

v, =46307
y =55561
S

2
v, =14910° "
N

2
v, =14910° 2
S

Calcoliamo, ora, la massa volumica del fluido del prototipo e del modello considerando che il
prototipo vola a livello del mare con una pressione atmosferica di 1 bar.

5
py=br o 11978
RT 287,09 293 m

5
p =l 100 _yypke
RT 287,09 293 m

Valutiamo il numero di Reynolds.
Scegliamo 1 dati del prototipo (sul modello Re sara lo stesso).

e, = 0.900 46_,;’)0 ~2810°
1,4910

Ci troviamo, quindi, in condizioni di moto turbolento. Inoltre per i profili NACA della seriea 4 o0 5
cifre variazioni del Numero di Reynolds comprese tra 3 e 6 milioni non generano variazioni
sostanziali sul valore delle forze aerodinamiche in gioco.

Valutiamo anche i numeri di Mach del prototipo e del modello per essere sicuri di poter trascurare i
fenomeni di comprimibilita.

La velocita del suono, a, vale:

a=+kRT = /1.4 287,09 293 =343
A

46,30

=0,135 M, =0,162
7343

Quindi ci troviamo in una zona lontana da quella in cui si cominciano a far sentire i fenomeni di
comprimibilita (M ~0,3+ 0,4). Inoltre si puo osservare che, come dovevamo aspettarci, i numeri di
Mach del prototipo e del modello sono diversi.

Dai dati ricavati sperimentalmente si possono calcolare 1 numeri di Eulero riferiti alla portanza e
alla resistenza in funzione dell’angolo di incidenza.

L D
EuLm = 1— Eanl =7

~— 0 S v —p S V?
2 p m m m 2 p m

Dove § ¢ I’area proiettata sul piano orizzontale dell’ala a incidenza nulla.
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Al primo termine diamo il nome di coefficiente di portanza cp (Lifting coefficient) mentre
definiamo il secondo coefficiente di resistenza, cp (Drag coefficient).
Da cid ricaviamo:

(24 CLm CDm

0 0,25 0,0065
4 0,65 0,0073
8 1,08 0,0118
12 1,45 0,0195

La teoria della similitudine afferma che, essendo trascurabili gli effetti di comprimibilita, essendo
rispettata I'uguaglianza dei numeri di Reynolds ed essendo il modello in scala rispetto al prototipo
(in realta avremmo dovuto rispettare anche la scala delle rugosita) allora dovranno essere uguali
anche 1 numeri di Eulero.

Da cui si ricava

1 >

LP :ECLppSpr
1 2
Dp _ECD'DPSPV”

Da queste relazioni ricavo i seguenti valori:

a L D
[N] [N]
0 2747 71
4 7143 80
8 11868 130
12 15934 214

Di seguito sono riportati i diagrammi riferiti al profilo NACA 2412.

22



client. ¢,
r e o)
N <

Moment coeffi
N
Q

K
A

Section /ift coefficient, ¢

3.6

a2

28

2.4

20

1.6

N

-

&

A

ki

Q

-1.6

20

-2

24

-/6 .8 0 8
Sectiory anole of gttack, o, deg
NACA 2412 Wing Section

/6

24

23



17, € |

e

N
S

S
N

S

Section drog coeftidi

¥

-~

f, c%.l

[

&

Moarment coefficien

!
A

036
'\\
032
2 4 6 ] 0%
&/e
\ 1
| i
\
\
fa) N X ]
\ !
\ i
A | i
\ ‘t d 4 1
)
J N O e
it
a.c ition
R afcpos yle
o 3/x/0* 1239 006
a 57 243 -004
o &9 247 | 018
6 57 Standard roughness
NN
-2 =8 4 o "4 ' 8

Section lift coefficient, ¢,
NACA 2412 Wing Section (Continued)




	INTRODUZIONE
	ANALISI DIMENSIONALE
	Introduzione
	Teorema di Buckingham
	D
	D
	F
	L


	TEORIA DELLA SIMILITUDINE
	MODELLI IN FLUIDODINAMICA
	Introduzione
	Problema generale
	Fluidi incomprimibili
	Similitudine di Reynolds
	Similitudine di Froude
	Presenza contemporanea di fenomeni viscosi e potenziali.



	ESERCIZI


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /KOR <FEFFd5a5c0c1b41c0020c778c1c40020d488c9c8c7440020c5bbae300020c704d5740020ace0d574c0c1b3c4c7580020c774bbf8c9c0b97c0020c0acc6a9d558c5ec00200050004400460020bb38c11cb97c0020b9ccb4e4b824ba740020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c2edc2dcc624002e0020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b9ccb4e000200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe7f6e521b5efa76840020005000440046002065876863ff0c5c065305542b66f49ad8768456fe50cf52068fa87387ff0c4ee563d09ad8625353708d2891cf30028be5002000500044004600206587686353ef4ee54f7f752800200020004100630072006f00620061007400204e0e002000520065006100640065007200200035002e00300020548c66f49ad87248672c62535f003002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d5b9a5efa7acb76840020005000440046002065874ef65305542b8f039ad876845f7150cf89e367905ea6ff0c4fbf65bc63d066075217537054c18cea3002005000440046002065874ef653ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000520065006100640065007200200035002e0030002053ca66f465b07248672c4f86958b555f3002>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


