Frequenze di decesso per tavole selezionate

FREQUENZE DI DECESSO PER TAVOLE SELEZIONATE

Un modello di sopravvivenza selezionato e definito mediante una famiglia di funzioni di
sopravvivenza

S(t; x) t=0 x=a,a+1l,...
dove
x e l'eta (intera) di ingresso in assicurazione

t e l'antidurata dell'assicurazione
Una tavola di mortalita selezionata e definita da un insieme di sequenze del tipo
la] oo a2
[a+v)] Na+gsr  lavgs2 - dove
I+t =1[x] [S(t; x)
I[x] I[x]+1 I[x]+2 X=a,a+l,... t=01...
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Frequenze di decesso per tavole selezionate

Per stimare un modello di sopravvivenza selezionato si determinano le frequenze di
decesso per le diverse eta di ingresso in assicurazione e antidurate.

Poiché I'eta (intera) di ingresso in assicurazione e I'eta arrotondata all’emissione della
polizza e I'antidurata e il numero di anni in cui I'individuo e presente in assicurazione, Si
prende come riferimento I'anno di polizza.

Con riferimento all’eta arrotondata x di ingresso in assicurazione ed all'intervallo di
antidurate |t,t +1],il vettore delle durate (r;, 5, t;, k;,) dell'individuo i che contribuisce alla

osservazione per l'intervallo di antidurate |t,t +1| & cosi definito
r con 0<r,<l1 tale che t+r, e lantidurata esatta all’ingresso in osservazione
nellintervallo di antidurate |t,t +1]

§ con 0O<s<1 tale che t+s e lantidurata esatta di uscita dall'osservazione
dell'intervallo di antidurate [t,t +1]

t. con O<t; <1tale che t+t; e l'antidurata esatta di uscita per morte

ki con O<k; <1tale che t+k; él'antidurata esatta di uscita per altra causa
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Frequenze di decesso per tavole selezionate

Si definisce

Hx++ Il numero di decessi osservati per gli assicurati entrati in assicurazione all'eta
arrotondata x e con antidurata esatta in |t,t +1]

B+t il numero iniziale di esposti al rischio nell'anno di polizza [t,t +1], per gli assicurati
entrati in assicurazione all’'eta arrotondata x

Egee = 2(-n)-2(-5)- XQ-k)

iosSOobOw I0S iowW

Si definisce la frequenza di decesso

che fornisce una stima di Oy ]+ CON —%s f <1

2

Nel caso di distribuzione uniforme dei compleanni nell’anno di polizza si puo assumere
(0]

f =0 e quindi [y fornisce una stima di gy
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Frequenze di decesso per tavole selezionate

Indicato con

E[():(]+t il numero centrale di esposti al rischio nell'anno di polizza |t,t +1|, per gli assicurati

entrati in assicurazione all’eta arrotondata x

B = 2(-1)- £0-5)- (1-k)- 2(1-t)

ioSubow i0S IOW i0D

si definisce la frequenza centrale di decesso

O L _ Gx
Mix|+t =
b E[(>:<]+t

che fornisce una stima di My, £ ]+
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Frequenze di decesso per tavole selezionate

Poiché I'effetto della selezione si esaurisce entro un certo numero t' di anni
x| < Ax-1]+1 < Ax-2]+2 <+ < Ox-t]+t" = Ax-t'-]+t'+1 = Yx-t'-2]+t'+2 = --- = Qa]+x-a

si definiscono le tavole selezionate ridotte

o el a2 ajet-1 @+t
[av)] o+ Nasg]s2 - [a+1]+t'—1 l(a+t'+2)
Iy Ixer ez - I[x]+t-1 |(x+t')

dove  I; elaradice dellatavola e If,] e tale che
I [S(Es %) = ket x=a+la+2,...
Indichiamo con
O(x) = Ax—t]+t' = Ox—t'<]+t'+1 = --- = Oa]+x-a con x=a+t e t=t,t'+1..
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Frequenze di decesso per tavole selezionate

Per stimare

Ux) = Ax—-t']+t" = Ax-t'-1]+t'+1 = --- = Ya]+x-a con x=a+t e t=t,t'+1,...

si continua a prendere come riferimento I'anno di polizza e si considerano le frequenze di

decesso

essendo
Ax) = Hx-t]+t + Gx—t—gJ+t+1 .- + Gal+x-a
E(x) = Ex-t]+t * Ejx-t—gJ+t+1 +--- + HaJ+x-a

oppure le frequenze centrali di decesso

0 6
m() = 2

A

—_=C C C
Efx) = Bt} + Efxct—tlorsa + -+ EfzJx-a

essendo
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite soltanto per morte

STIMA DI MODELLI DI SOPRAVVIVENZA NON PARAMETRICI
USCITE SOLTANTO PER MORTE

Con riferimento alla classe di eta |x,x+1] supponiamo di avere osservato n, individui e di

disporre di dati individuali esatti riassunti, per ogni individuo i che contribuisce alla
osservazione per tale classe di eta, dal vettore delle durate

(r,s.t) i=1...,n,

essendo

X+, I'eta di ingresso in osservazione nella classe di eta [x,x+1] con 0<r; <1

x+s leta di uscita pianificata dalla osservazione per la classe di eta |x,x+1] con
O<s<1

X+t I'eta di uscita per morte se 8 = x+t;, altrimenti t; =0

Nota: se il riferimento é I'anno di vita, x+r;, Xx+S e X+t sono eta esatte, se il riferimento

e I'anno di polizza (o I'anno di calendario), x e I'eta arrotondata all’anniversario di polizza
ed r,, 5 e t; sono durate riferire all’anno di polizza (o all’anno di calendario).
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite soltanto per morte
Stima con il metodo dei momenti

Si definiscono i n.a.

{1 sel'individuoi decedaellaclassali etax
i

0 altrimenti

Si definisce il n.a. D, dei decessi nella classe di eta |x,x +1]
nX
Dy = 2D
i=1
Nell'ipotesi che il modello di descrizione della sopravvivenza sia lo stesso per ogni i si ha

nX nX
E(Dx) = _zlE(Di) = _zls —r, Ox+r.
i= i=

Sia d, il numero dei decessi osservati nella classe di eta |x,x +1];
Si puo scrivere quindi I'equazione dei momenti

nX
E(Dy)=dy e _2151 —r. Ox+r, = dy
=
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite soltanto per morte

A) Nell'ipotesi;, =0 e 5 =1 perogni i si ha

nX
_2151 - qx+ri - dx = Oy Ny = dX
i=

La stima ottenuta coincide con la stima di massima verosimiglianza di g, in ipotesi di
distribuzione Binomiale(ny,q,) per il n.a. D,

B) Nell’ipotesi di interpolazione lineare con r; =0 per ogni i si ha

nX nX nX
_Zs,—riqx+ri:dx < _Zs,qx:dx = _Zsiqx:dx
=1 1=1 1=1
A d
— qX:nXX
2§
i=1

essendo in tale ipotesi (g, = SQy
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite soltanto per morte

C) Nell'ipotesi di interpolazione esponenziale

—_ S—r
s—r Oyx+r =1 (1_ CIx)
che richiede di risolvere I'equazione dei momenti numericamente

D) Nell'ipotesi di interpolazione iperbolica con 5 =1 per ogni i si ha

nX nX nX
Z ST qx+ri = dx < Z -, qx+ri = dx < Z (1_ ri) Ox = dX
1=1 =1 =1
n d
= G, = Ir]X—x
2 @d-1)
i=1
essendo in tale ipotesi 1_, gy, = (@—T1) qy

Per risolvere I'equazione dei momenti in forma chiusa
nX
.lei -1 Oxtr, = Ay
| =

si formula, in generale, la seguente ipotesi: o Oysr =(S—T) 0Oy
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite soltanto per morte

Si ha allora
nX nX
Z ST c|x+ri = dx < Z (3 - ri) Ox = dX
1=1 i=1
A d
= Ox = n, :
2(s—r)
1=1
nX
dove Y (s -r) & detta esposizione totale pianificata  nella classe di eta |x,x +1]
i=1
Sia
. D
O =1,
2 (1)
=1

lo stimatore del quale la stima §, € il valore osservato
Sotto 'ipotesi
s—r Oxar =(S—T1) Oy

g, € non distorto, infatti  E(q, ) =g,
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite soltanto per morte

Inoltre, in ipotesi di indipendenza stocastica dei n.a. D;, i =1,..., n,, si ha

nX nX nX 2 nX 2
2 s -t Ox+r, (1_3 —r, Ux+r. ) Z Ch ri)Qx(l_ (s -1 )QX) QX_Z (s -n)- le_gl(ﬁ =)

Var (g, ) =" = i=l _ =l

ny 2 ny 2 Ny 2
{Z (S _ri)} {Z (S _ri)} {Z (S _ri)}
=1 =1 =1

Sostituendo al posto di g, il valore stimato @, si ottiene una stima di Var (g, ).

Se si considera invece l'ipotesi cosiddetta “binomiale”, cioe

E(qx ): Ox Var (qx ): g:((l_ qX)
_;1(51 — 1)

Si ottiene la seguente stima della Var (qx )

VAr (q‘x ) — nQX(l_ CIX)

ZX‘, (s —1)
=1
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