Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite soltanto per morte

Stima con il metodo della massima verosimiglianza

Con riferimento alla classe di eta |x,x+1] per scrivere la verosimiglianza delle
osservazioni

(ri,s,ti) i:l,...,nx

definiamo, per ogni i =1, 2,...,ny, i n.a.

T® durata aleatoria di vita dell'individuo i nellintervallo di eta |x,x +1]
Nota: T") ha determinazioni |r;, 5]
Indicato con TV la durata aleatoria di vita dell’i -esimo individuo in vita all'eta x + I Si ha

X+,

T = min(T(i) +1;, 54)

X+,
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite soltanto per morte

Nell'ipotesi che per ogni individuo i la durata aleatoria di vita sia descritta dallo stesso
modello di sopravvivenza, dotato di funzione di densita, si ha

0 tSri
INEDHE Fear (t=1) 1 <t<s
1 t=s

ed e inoltre P(T(i) =§) =1-Fur (s 1) =15 -1 Ox+r, =s -1, Px+r.

Quindi se I'individuo i decede con eta esatta x+t; la verosimiglianza di tale osservazione
e
1Ex+ri (t —r)= t -1, Px+r, p(x+1)

Se invece lindividuo i raggiunge in vita I'eta di uscita pianificata x + 5, la verosimiglianza
di tale osservazione e

51 Pxtr
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite soltanto per morte

Si definiscono
S={i| l'individuoi &in vitaall'etax + s} survival
D ={i | I'individuoi escepermorteall'etax +1;} death
In ipotesi di indipendenza stocastica dei n.a. T |a verosimiglianza delle osservazioni €

L:_|_| s -1 Px+r [_|_| 1:x+ri (ti —ri):_|‘| s -1, Px+r [_|_| t. -1, Px+r ,u(x+ti)
1S 1D 1S i0D

A)  Nell'ipotesi di interpolazione esponenziale u(x+t)=pu, , 0<t<1

s -t px+ri —_ e_)ux(si _ri)

la verosimiglianza e

L=T] e Hx(S 1) Ny (e'”x(ti ~h) ,ux):exr{—,ux( (s )+ X —r )H [G,Ux)dx
i0S

i0S iCD iOD
dove d, =#D
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite soltanto per morte

La log-verosimiglianza e allora

| =logL {-ux(Z(s —h)+ 2 -n)ﬂ+dxlog(#x)

1I0S i0D

Risolvendo I'equazione di verosimiglianza si trova

N dy
Hx =
2(g-n)+ 2@t -r)
1S 1D
dove Y(§-r)+ Xt —-r) e dettaesposizione esatta
i0S i0D
Se poniamo

Ex = X(s—1)+ Xt —n)
1S 11D
si ha

B C
L =e S )
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite soltanto per morte

Osservazione

Sia D, il n.a. dei decessi nella classe di eta |x,x +1], in ipotesi di distribuzione di Poisson

di parametro ,UXE)S: si ha

S P e _(Ex o EC  d
P(DX :dx) — de| e HyEx — g ' e HyEy qu x 1L
X" X"

Pertanto ai fini della stima di massima verosimiglianza dell'intensita istantanea di
mortalita sono equivalenti le ipotesi esponenziale e di distribuzione di Poisson per il n.a.

dei decessi D, con E(Dy) :,ufof

B) Nell'ipotesi di interpolazione lineare

1_
ot P =23 %

U(x+t )=
1-1; gy bert) 1-t; gy

indicato con d, =#D, la verosimiglianza e

_ 1504 [1_ti Ox Ox j_ -1 d
L= D E - 1-r g 1- q Oy *
i||j_|sl_ri qX iDl_lD 1—ri qx 1_ti qx iDgDD( I X) illj_ls( 3 X) X

36



Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite soltanto per morte

Dalla log-verosimiglianza
| =logL =~ Ylog{l-r gy)+ Tlog(l-s qy)+ dylog(ay)
i0SOD i0S
si ottiene I'equazione di log-verosimiglianza che puo essere risolta per via numerica

¥ f -y S + dX -0
iosopl—-ri Oy iosl—§ 0y O

Osservazione

Soluzioni in forma chiusa possono essere ottenute per dati particolari (p. es.ser;, =0 e
5 =1 per ogni i) e nel caso di particolari dati raggruppati (per es. se nel caso 5 =1 per

ogni i, si considera una comune eta media di ingresso r con 0<r <1 per ogni i, oppure
nel caso r; =0 per ogni i, se si considera una comune eta media di uscita pianificata s

con 0<s<1perognii)

Vedi London, cap. 7
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