Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

STIMA DI MODELLI DI SOPRAVVIVENZA NON PARAMETRICI
USCITE PER MORTE E PER ALTRA CAUSA

Con riferimento alla classe di eta |x,x+1] supponiamo di avere osservato n, individui e di

disporre di dati individuali esatti riassunti, per ogni individuo i che contribuisce alla
osservazione per tale classe di eta, dal vettore delle durate

(r,s,t, k) i=1..,n,

essendo

X+, I'eta di ingresso in osservazione nella classe di eta [x,x+1] con 0<r; <1

x+s leta di uscita pianificata dalla osservazione per la classe di eta |x,x+1] con
O<s<1

X+t I'eta di uscita per morte se 8 = x+t;, altrimenti t; =0

x+k  l'eta esatta di uscita per altra causa se ¢ = x+k;, altrimenti k =0

Nota: il riferimento puo essere sia I'anno di vita, sia I'anno di polizza (o I'anno di

calendario).
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa
Modello di sopravvivenza a due cause di eliminazione: morte ed altra causa

Sia una collettivita di individui soggetta a due cause di eliminazione:
d morte

w altra causa

T, durata di permanenza nella collettivita per un individuo presente nella collettivita
all’'eta x

T, = min(T)Sd),T)SW))
essendo

Tx(d) durata di permanenza nella collettivita finché non si ha l'uscita per morte, per un
individuo presente nella collettivita all’'eta x

TX(W) durata di permanenza nella collettivita finché non si ha l'uscita per altra causa,
per un individuo presente nella collettivita all’eta x
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa
Ipotesi: uscite non informative

pOt)=a4)  tz0

) =aut)  t=zo0

essendo

PIT{® <t +AtT{ >t
1D (x+t)= lim (X ‘ ’ )
At -0 At

PT" <t +AtTW >t
1M (x+t)= lim (X ‘ X )
At -0 At

le intensita marginali di eliminazione e
P(T, <t +At,C=1T, >t)

au'D(x+t)= lim

At -0 At
au™ (x+t)= lim PTy<t+At,C = 2T, >t)
At -0 At

le intensita di uscita per le varie cause, dove C =1 denota I'evento “uscita per morte” e
C =2 denota I'evento uscita per altra causa
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

In ipotesi di uscite non informative sussiste inoltre la relazione di Karup

(7) =, p'(d) p'(W)

X

essendo
(@) _exp( @ (x4 ) j o) _exp( £ (+ u)d j
@ =1-,q{" probabilita che 'individuo presente nella collettivita all'eta x
sia presente all'eta x+t
(o =P(T, <t) probabilita che l'individuo presente nella collettivita all'eta x

esca dalla collettivita entro I'eta x+t per una qualsiasi causa
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Si ottengono allora le seguenti espressioni per le probabilita di uscita per morte e,
rispettivamente, per altra causa

S s
S—r q)((gl_)r = (Tx+r <s-r,C :1) = I 1ET,C(U —r ’l)du = j u-r p>(<Qr W(d)(x"' u)du
r

r

S
= [ uer PXR 0 p D (x + u)du
r

s
s— rcb((VJ\r/)r = (Tx+r SS_r’CZZ):jfT,C( u-=r Z)du ju rpx+)r @,u(w)(x+u)du

r
S
= [ uer PO B ™) (x+ u)du
r

Ed e inoltre

s—r Q>(<Qr = s-r q)(gl_)r t oo rQ>(<V-I\-,)r
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Stima con il metodo dei momenti

n, individui osservati in relazione alla classe di eta |x,x +1]
(ri,si,ti,ki,) i:l,...,nx

Si definiscono i n.a.
D, n.a. dei decessi nella classe di eta |x,x+1]

W, n.a. delle uscite per altra causa nella classe di eta |x,x +1]

Siano
d, il numero dei decessi osservati nella classe di eta |x,x +1];

w, il numero di uscite per altra causa osservate nella classe di eta |x,x +1|;
Si ha

E(D)= 3 s -, q@ EW)= Y . qW
X/ i Qs X/~ et O+,

dove s, q)(gr%_ € 5t q)(("l? sono le probabilita di uscita per morte e per altra causa
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Le equazioni dei momenti sono allora

{E( x) =

E(W, ) =w,

Nelle ipotesi
sr O =(s=1) o)

Si ottengono le seguenti stime:

o d

Q>(<d) = n, ”
2(s—r)
=1

d) _
iz‘si‘ri q)(<+)ri dy
Ji=
nX
Ligﬁ i qivl?i —

r O = (s—r) g{™

nX
2(s—r)
=1

delle probabilita di uscita, rispettivamente, per morte e per altra causa

Se pero 'obiettivo € stimare una tavola di mortalita, tenendo conto che sulla collettivita
agiscono due cause di uscita, si devono stimare le probabilita assolute

pi{d) —exp( [ D( x+u)duj

t
P = exx{- [t (x+ U)dUJ
0
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Nell'ipotesi di uscite non informative le equazioni dei momenti sono

F

z Si =T q)((+)r

=1

A)

_dX

Zsi—r q)(("ﬁ = Wy

=1

n, S
2 [u-r
I=1r

1(d
X(+I’) @—r p

morte e, rispettivamente, per altra causa si ha

p,(d) _1- Uq(d)
u ri x+ri 1_ri q,x(d)
. pW 1-u gy
U= Fx+r, 1-r q;((W)

pD(x+u)= s

u" (x+u)=

(n, s
X r(d '
z .[U = p)((+r)I @‘I’i pX(-:'AI?
I

r(w)

X+,

D (x +u)du = d,

™) (x +u)du = w,

Nell'ipotesi di distribuzione uniforme per le probabilita assolute di uscita per
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Le equazioni dei momenti diventano

( ( 2 _ _2)
qr(d)|:(S _r_)_ S rI qI(W):|

Ny 2
El (1 7 q’(d)X1 r ’(W))

3 2_.
w{(s,—r-)—uﬁ i qﬂ
= W.

2
El (1 ’(d))(1 rq’(W)) X

Il sistema puo essere risolto per via numerica ottenendo le stime

~(d) ~r(W)
X X
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Nel caso particolare r, =0 e 5 =1 per ogni i , le equazioni dei momenti diventano

( I i 1 1 |
Ny x(d) l_ECIx(W) :dx
X = =

I 1 I |
Ny CIX(W) 1_5 x(d) = Wy

§ L -

Il sistema puo essere risolto in forma chiusa ottenendo le stime

2
~b?-2
gl = b Jb My con b=n, 4 O Wk
Ny 2 2
2
A,X(W):b—Jb - 2n,w, con  ben, -t
Ny 2 2
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

B) Nell'ipotesi di intensita di uscita per morte e per altra causa costanti si ha

HO )= 4 P = e 4O
)= = exd )

Le equazioni dei momenti diventano

& ) 4 )2
e ZXLW')Lé ) a(l eXP[ ) (F * W)) dx
. A V2 | =

Il sistema puo essere risolto per via numerica ottenendo le stime

r(d) 7y (W)
X X
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Nel caso particolare r, =0 e 5 =1 per ogni i , le equazioni dei momenti diventano

e (d)< )(1 exp[ (/f(d)+ﬂ(w)). )nx = dy

Ly )(iwil( w) (1 ex;{ ('U(d) +IU(W)). )nx = Wy
X

Il sistema puo essere risolto in forma chiusa ottenendo le stime

d, W,
A)((d) = —|Og( nX — dX B ijdX-HNX ")((W) — _|Og( nx - dx - ijdx+Wx
Ny Ny
Da queste si ottengono le stime
d, Wy
(@) =1 () :1_(”x —dy -ijdﬁwx AW 21— W =1 (nx ~dy - jd +w
Ny Ny
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