Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Stima con il metodo della massima verosimiglianza

Con riferimento alla classe di eta |[x,x+1] per scrivere la verosimiglianza delle
osservazioni

(ri,si,ti,ki,) i:l,...,nx

definiamo, per ognii =1 2,...,n,, i n.a.

T® durata aleatoria di permanenza dellindividuo i nella collettivita tra le eta |, x+1]
Nota: T") ha determinazioni |r., s]

Indicato con T)g)r la durata di permanenza nella collettivita per I'i -esimo individuo

presente all’'eta x+r; si ha

T = min(T(i) +1i, 54)

X+,
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Se l'individuo i e presente nella collettivita all’eta di uscita pianificata:

7O =g PTY =8) = g P, = 5 Pier B, Prar
Se lindividuo i esce per morte all’'eta esatta x+t;:

TO =t frelti—nd)= - p)((?ri O (x+t)= p'x(fr)i e, p)fﬁ? 2D (x+1;)
Se lindividuo i esce per altra causa all’'eta esatta x +k;:

TO=k frelho=n2)= Py M (xr k) = 1o P 0o Pty T (x4 k)

Si definiscono

S={i| l'individuoi &in vitaall'etax + s} survival
D ={i | I'individuoi escepermorteall'etax +1;} death
W ={i | I'individuoi esceperaltracausaall'etax + k;} withdrawal
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

In ipotesi di indipendenza stocastica dei n.a. TO 1a verosimiglianza delle osservazioni e
L=nPTV=5)00 frcl -n.000 frelk-1.2)
1S 1D 1w
_ d
= M s P O o P2 D)0 i, B, M (x4 k)
1S 1D Iw
— r(d) r(w)
B iEls Sl px+ri Q ~i px+ri -
(d ' d
D_Dl_lD -t |Ox(+r)i le—r DX(X? @ (x+1)0
|

r(d !
Dgl/\/ ki =i p)((+r)| @i i px(‘i\f\g D’,[(W) (X K )
I

_ (d (d d (d
_.l_l S i px(+r)| Dl_l t—r p)((+r)| D',I( )(X+ti)|].|_| ki —r; px(+r)| :
i0S i0D ILW

] 5 P00 g B O 1o P (x4 K)
1LJS 1D 1w
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Quindi
L= 1@ gw
con
d) _ r(d r(d d /(d
L( ) __l_l S T px(+r)| Dn L= px(+r)| ul( )(X+ti)|].|_| St px("'r)|
i0S i0D 1w
e

L) :.rl S p;((rg DH G =T p;g\g Dl_l ki —1; p;((J\rAQ HI(W)(X-'_ki)
IS 1D 1w

Quindi per stimare le probabilita assolute p;(d) Si porra

maxL(d)

mentre per stimare le probabilita assolute p;fw) Si porra

maxL(W
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Stima di massima verosimiglianza delle probabilita assolute p'(d)

_ (d (d r(d
LD = ¢ D O g P D ()0 - PO
1as 1D IW

Si nota che le informazioni sulle uscite per altra causa sono trattate come le informazioni
sulla sopravvivenza all’eta di uscita pianificata

A)  Nellipotesi di interpolazione esponenziale 9 (x+t)= 4 , 0<t<1

(d) — o~ (5-1)
S i pX+r —-€

la verosimiglianza e

(D) = M e‘ﬂ>(<d)(3i —1) my ( 1 (1) ,U(d)) 0 e_,U)((d)(ki —1)
IS 0D iow

=eXF{- >(<d)(2(51 —h)+ 24 -h)+ Z(ku ‘r)ﬂi“(d))

i0D
dove d, =#D
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

La log-verosimiglianza e allora

IogL(d):{— )((d)(Z(Sq —n)+ X (4 —f|)+ Z(K ‘ﬁ)ﬂﬂj |09(/J(d))

s iD

Risolvendo I'equazione di verosimiglianza si trova

~(d) _ dy
§ z@—m+za—w+zm—w

s D

dove Y(s-r)+ Xt —-n)+ Z(k| —r;) e detta esposizione totale esatta
1as i0D

Osservazione: |'esposizione totale esatta coincide con il numero centrale degli esposti al
rischio secondo I'impostazione attuariale

Ex= X@-r)->2(-5)- T@-k)- 2(- )2(s—r)+2(t—r)+2(lq—r)

iOSODOW i0S iow i0D i0S i0D
- . 0 6
Quindi la frequenza (grezza) centrale di decesso My = —é
EX

coincide con la stima di massima verosimiglianza A)(<d)
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Osservazione

Sia D, il n.a. dei decessi nella classe di eta |x,x +1], in ipotesi di distribuzione di Poisson

di parametro ,u)(<d)E§: si ha

P(D, =d,) = ('U(d)EC) ‘#(d)EC Eﬁ (d)EC(/J(d)) 0 ()

d/ d/

Pertanto ai fini della stima di massima verosimiglianza dell'intensita istantanea di

mortalita sono equivalenti le ipotesi esponenziale e di distribuzione di Poisson per il n.a.

dei decessi D, con E(Dy) :,uxExC
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

B) Nell'ipotesi di interpolazione lineare

(d
(d) —1~§ Oy (d) _ O
r = U7X+ )=
T g g bers) 1-t g
indicato con d, =#D, la verosimiglianza e

(d) (d) '(d) (d)
Um_ﬂlsqd[] 1tqd[] _|o 1qu
i0S1—r, () ioD\ 1-r, () q'() iowW 1—r; '()

- 0@ nfi-s ) ghiok ) o
iosoDOw iOwW
Dalla log-verosimiglianza
logL(® = - Zlog(l 7 q'(d))+ Zlog(l— '(d))+ Zlog( - k; q'(d))+d Iog( (d))
iISODOW i0S
si ottiene I'equazione di log-verosimiglianza che puo essere risolta per via numerica
I S;

k: d
Z Z I Z 1 + X _O
osopowl-r g @ ifsi-s q@ idwi-k q@ @




Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Stime di massima verosimiglianza per dati raggruppati

Con riferimento alla classe di eta [x,x +1] nel caso di dati raggruppati, i dati sono:

Ny numero di individui osservati
dy numero di decessi osservati
W, numero di individui usciti per altra causa

Con riferimento all’i-esimo, i =1,..., n,, si definisce il seguente n.a.

1 sel'individuoi escepermorte pc) =1)=q@
c) =12 sel'individuoi esceperaltracausa p(c) =2)=qW
0 altrimenti Pc®) =0)=1-g{@ -

In ipotesi di indipendenza stocastica dei n.a. c®a verosimiglianza delle osservazioni €

| | | d 0~
L = |_| P(C(I) :1) Dl_l P(C(I) — 2)|:I—| P(C(|) = O) :( )((d)) X ( )((W) )Wx (1— )((d) — )((W) )nx x Wy
100D iowW IS



Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Dalla log-verosimiglianza

logL =d Iog( (d))+w Iog( (W)) +(n, —d, —w. )Iog(

si ottiene il sistema di equazioni di verosimiglianza che fornisce le stime delle probabilita

(d) (W) )

di eliminazione per causa di morte e, rispettivamente, per altra causa.

(dx _ ny—demw (o) = 9x
(@ 1@ _g(w Xy
. = 3
Wy Ny —d, _Wx -0 ~(w) _ Wx
g 1-g{® -gM™ *n,

Le stime coincidono con quelle ottenute con il metodo dei momenti nel caso particolare
n=0esg=1perognii=12...,n

Se si vogliono stimare le probabilita assolute, si devono formulare le opportune ipotesi
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

In ipotesi di uscite non informative si ha

© = OB 3O uh

(= BOGR 3 r

A) Nell'ipotesi di distribuzione uniforme per le probabilita assolute di uscita per

morte e, rispettivamente, per altra causa si ha

r(d)
X

BV =1-ug{® p D (xru)=

(P =1-ug®™ W (o u) =

e quindi
I 1 I [ 1 I
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

La log-verosimiglianza diventa allora
ogL =, gl g )+~ i ogh-eP -

=d Iog( (d))+dxlog(1—% ;((w)j+wx|og( (W))+wxlog(1—% ;((cl))+

: 1, : 1,
+(nx_dx_ )Iog(l q(d)( ZqX(W)j_ x(W)(l_E x(d)jj

Risolvendo il sistema di equazioni di verosimiglianza si ottengono le stesse stime

ottenute con il metodo dei momenti nel caso particolare r; =0 e 5 =1 per ogni
1=12...,ny

2
- /b%? -2
Q'X(d):b Jb My con b:nX+$—&
Ny 2 2
2
A;((W):b_Jb ~ 2 con b:nx—%+M
Ny 2 2
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

A) Nell'ipotesi di intensita di uscita per morte e per altra causa costanti si ha

1D (x+u)= 14D S ) = exp{ ,u)((d)u:
1Y (x+u) = W) o P = exp{— ,u)((W)u:
e quindi
< :Md)i;z& )(1 exP[ Wd)’fﬂ(w))]) = §d)i L( )(1 eXP[ (/J(d“#(w))])

Sostituendo nella log-verosimiglianza
gL = logla® - 0g(a? )+ (-~ oot~

e derivando, si ottiene il sistema di equazioni di verosimiglianza le cui soluzioni
coincidono con le stime ottenute con il metodo dei momenti nel caso particolare r; =0 e

§ =lperognii=12...,n,

- n, —d, —w, |d,+w,
)((d):_|og( x ~ dx xj

- n, —d, —w, |d,+w,
)((w) :—Iog( X X XJ
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