Perequazione con leggi di sopravvivenza

PEREQUAZIONE CON LEGGI DI SOPRAVVIVENZA

Siano
Oy » X=a,a+l...,a-1

le stime delle probabilita di morte q,, x=4a,a+1,...,a -1, di un modello di sopravvivenza
non parametrico ottenute secondo un approccio di stima di tipo non parametrico.

Tali stime presentano usualmente delle irregolarita spesso imputabili alla limitata
numerosita della popolazione, in particolare in alcune classi di eta.

Tali irregolarita possono essere rimosse mediante opportune procedure di perequazione.

Due obiettivi sono alla base della scelta di una procedura di perequazione:

» la reqgolarita (o0 smoothness) delle stime perequate al variare dell’eta;

» |'accostamento (0o goodness of fit) delle stime perequate alle stime originali.
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Perequazione con leggi di sopravvivenza

La perequazione con leggi di sopravvivenza 0 perequazione analitica consiste nel
sostituire alle stime iniziali le stime ottenute mediante un modello analitico di mortalita
(per es. il modello di Gompertz).

Il procedimento di perequazione analitica si articola in due fasi:

1. verifica (mediante analisi grafica) della possibilita di accostamento fornita dalla
legge di sopravvivenza considerata

2. stima dei parametri della legge di sopravvivenza scelta

Analisi grafica di modelli di sopravvivenza

Si devono individuare dei legami di tipo lineare, per esplorare mediante grafici le
possibilita di accostamento del modello ai dati.
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Perequazione con leggi di sopravvivenza

Modello di Gompertz

u(x)= g e** a>0 fB>0 x>0
Si ha
log u(x) =log B +a x
Si considera allora il grafico dei punti
(x, logrh,) x=a,a+l...,a-1

essendo m, le stime delle intensita istantanee di mortalita ottenute in un approccio non
parametrico;

se il grafico dei punti presenta un andamento approssimativamente lineare, il modello di
Gompertz si presta a descrivere la mortalita nella collettivita in esame.

Il coefficiente angolare e lintercetta della retta interpolante forniscono delle stima
preliminari per i parametri a >0e >0
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Perequazione con leggi di sopravvivenza

Un altro legame lineare puo essere ottenuto considerando le probabilita di sopravvivenza
Px

Dalla
S(x) = exl{g (1— eax)j x>0, si ha Py = Sg((:)l) = exy{g (1— e")e"xj
e quindi

log(-log py ) = Iog(g (e" —1) j +a X

Si considera allora il grafico dei punti
(x, log(-log py)) x=a,a+l,...,a-1

Il coefficiente angolare e lintercetta della retta interpolante forniscono delle stima
preliminari per i parametri a >0e >0
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Perequazione con leggi di sopravvivenza

Un altro grafico che puo indicare se il modello di Gompertz si presta a descrivere la
mortalita nella collettivita in esame e il seguente

[x,%j Xx=a,a+l..,a-2

log Py
infatti
log Px+1 =7
log py

quindi se i punti del grafico hanno un andamento approssimativamente costante, il
modello di Gompertz potrebbe essere adatto.
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Perequazione con leggi di sopravvivenza

Modello di Makeham

U(x)=0+pe?* a>0 (>0 0>0 x>0
Si ha
log((x +1) - u(x)) = Iog(,B(ea —1)) +a x
Se il grafico dei punti
(x, log(y; — M) x=a,a+l...,a-1

presenta un andamento approssimativamente lineare, il modello di Makeham si presta a
descrivere la mortalita nella collettivita in esame.

Il coefficiente angolare e lintercetta della retta interpolante forniscono delle stima
preliminari @ e ,[3’ per i parametri a e [, rispettivamente.

Per una stima preliminare di d si puo considerare una media delle quantita
Xx=aa+l...,a-1
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Perequazione con leggi di sopravvivenza

Un altro legame lineare puo essere ottenuto considerando le probabilita di sopravvivenza
Px

Dalla
S(x):ex;{g(l—eax)—a'xj x>0,
sl ha
S(X"'l) F('B al.ax j
= —exp —\l-e" e -0
Px =7 5(x) a( |
Indicato con Alog py =log py4q1 —log py si ha
Alog Px+1 — ea
Alog p,
Se il grafico dei punti X, Alog pj"'l x=a,a+l..,a-2
Alog Py

presenta un andamento approssimativamente costante, il modello di Makehanm si presta
a descrivere la mortalita nella collettivita in esame.
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Perequazione con leggi di sopravvivenza

Come stima preliminare di a si puo considerare il logaritmo della media di valori

Alog P, '
IB a 2 (2,4
Dalla Alog py =log p,,; —log pX:—;(l—e ) e

si individua come stima preliminare di £ la media dei seguenti valori

_ Alogpy [a

~\2 -
h-e? P o

log p, :g(l—ea)eax )

Xx=a,a+l...,a-1

Infine, dalla

Si ottiene come stima preliminare di 0 la media dei seguenti valori

(1—e5’)e‘?x—logf>x x=aa+l..,a-1

SR
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Altre formule di perequazione utilizzate in ambito attuariale
ALTRE FORMULE DI PEREQUAZIONE UTILIZZATE IN AMBITO ATTUARIALE

Formula di Barnett

I -~ A+H x+BCc A H.B c>0
1_CIx

Le quantita

sono dette odds.

Formula di Wilkie

Ox _
I—q, = exp( pol (x))

dove pol(x) e un polinomio in x, spesso lineare o di grado 2

91



Altre formule di perequazione utilizzate in ambito attuariale

Tali espressioni, che esprimono legami funzionali tra gli odds e le eta, possono essere
viste come formule perequative che costituiscono casi particolari della seguente
espressione piu generale:

Formula Gompertz-Makeham di tipo (r, s)

r . r+s .
GM!S(X)=Ya X t+exg Y a X" 1)
i=1 i=r+1

dove I € S sono interi positivi
a=(ay,a,,....0,,041,...,0r+s) € un vettore di coefficienti
Se r =0 si ha solamente il termine esponenziale

S .
GM 25(x)=exgd T a; X '1j
i=1
Se s =0 si ha solamente il termine polinomiale

GM5O(x)= X X7
=1
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Altre formule di perequazione utilizzate in ambito attuariale

Se (r,s)=(0,2) si ha GM 2?(x) = explay + a5 X)
e si trova quindi una formula di tipo Gompertz
GM 22(x) = explay + a, x) = eM1e72% = B>
Se (r,s)=(12) si ha GM 22(x) = oy + expla, + a3 X)

e si trova quindi una formula di tipo Makeham

GM 12(x) = g+ expla, + a3 X) = ag + €7267* = 5 + e

Se (r,s)=(2,2) siha GM 22(x) = aq + ap x + explas + a4 X)

e si trova quindi una formula di tipo Barnett

GMaZ’Z(X) = al+ 0’2X+eXF(a3+a4 X) = al+ azx+eagea4x

Se (r,s)=(0,n) siha GM2"(x)=e ;{Za, j

=1
e si trova quindi la formula di Wilkie.

= A+H x+BC”*
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Stima dei parametri di una formula di perequazione

STIMA DEI PARAMETRI DI UNA FORMULA DI PEREQUAZIONE

Dopo avere individuato una legge di sopravvivenza adatta a descrivere la mortalita nella
collettivita, oppure una formula adatta per perequare le stime iniziali

4y oppure m, Xx=a,a+l .., a-1

si devono stimare i parametri.

Metodo dei minimi quadrati

min F(a,p,...) con F(a,,B,...)=aZ_1WX[0X— f(xaB.. )

0',,8,... X=a

essendo

w, =-* nel caso di minimi quadrati pesati, con ny esposizione nella classe di eta x
Ox

d, una opportuna trasformazione dei g, oppure degli m, tale che la funzione f sia
lineare nei parametri del modello; infatti se f e lineare, le stime dei minimi
guadrati dei parametri si ottengono agevolmente risolvendo un sistema lineare.
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Stima dei parametri di una formula di perequazione

Per esempio, nel caso del modello di Gompertz si ha
log u(x)=log B +a x

Quindi si puo considerare il seguente problema

@l ) 1\1°
min Y’ WX[Iong —Iogﬂ—a(x+§ﬂ

a,B x=a

Si noti che, poiché m, ha il significato di stima dell’intensita istantanea di mortalita
costante nella classe di eta |x,x +1], dovendo “attribuirla” ad una precisa eta nella classe

|x,x +1] si considera I'eta x+%

Metodo della massima verosimiglianza

Tratteremo la stima dei parametri mediante il metodo della massima verosimiglianza
nell’ambito dei GLM.
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