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Capitolo 1

Algebre e Misure

a teoria elementare dell’integrazione ha varie, serie limitazioni, come ad esem-
Lat 1 t dell’int h , limit , d

pio condizioni di passaggio al limite sotto al segno di integrale troppo restrittive.
Si cerca pertanto di generalizzare 1'idea di integrale, partendo da una nozione

)

astratta di misura di un insieme. In questo modo si cerca quindi di dare un
quadro generale all’interno del quale quale far rientrare la nozione intuitiva di
misura.

1.1 Algebre e o-algebre

Definizione 1.1. Sia X un insieme, una collezione &7 di sottoinsiemi di X si
dice un’algebra se verifica

1. e
2.VA,Be o/, AUBec <
3. VAeco, C(A)eco

Possiamo notare alcune caratteristiche delle algebre che sono diretta conseguen-
za dalle tre proprieta enunciate.

Proposizione 1.1. In ogni algebra, X € o7

Dimostrazione. Si ha infatti che X = C())) e ) € &7, pertanto, essendo che
VA€ .o/, [(A)€ o sihacheXe .. O

Proposizione 1.2. Se o/ ¢ un’algebra e A, B € &7, anche AN B € <.

Dimostrazione. Anche questa proprieta si dimostra a partire dalle proprieta
della definizione di algebra ricordando che, per le leggi di De Morgan:

ANB=C(C(A)ul(B))
O]

Teorema 1.3. Una collezione o di sottoinsiemi di X é un algebra se e solo se
valgono le sequenti proprieta:
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1. Ve o
2.VA,Bew/, ANBec«
3. VAeo, C(A)ea

Dimostrazione. La dimostrazione segue dalle leggi di de Morgan. O

Proposizione 1.4. Sia o/ un’algebra e Ay, ..., A, € o allora

OAZEJ% e ﬁA,GJZf

i=1 i=1

Dunque un’algebra & una famiglia di insiemi chiusa rispetto ad unioni ed inter-
sezioni finite.

Dimostrazione. La dimostrazione si ottiene per induzione unendo (o intersecan-
do) ripetutamente gli insiemi. O

Teorema 1.5. Sia ¥ un insieme non vuoto di indici e siano <, con o € X
delle algebre su X, allora of = n Ay ¢ anch’essa un’algebra su X.
oey

Dimostrazione. Si verifica che & soddisfa le tre proprieta di un’algebra:

1.
VoeX, Ded, = @Eﬂszfa
ogEX

2.

VA,Be (| o, sihache Vo €%, A, Be o, =

oEY
= VoeXx, AUBed, = AUBeﬂdo
cEX

3.

VA e mngg sihache Voe X, Ae @, =
AP

= VoeX LA ed, = CAe()%
ogeX

O

Teorema 1.6. Sia C una famiglia di sottoinsiemi di X. Allora esiste un’algebra
o tale che

1)ecu

2) VA algebra su X tale che C C A, allora o/ C B
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Dimostrazione. Sia F & {# : # ¢ un’algebrasuX e CC A}, Allora F £ )

poiché 2% (I'insieme delle parti di X) & un’algebra su X che contiene €. Sia

quindi & = ﬂ AB. Si ha che & ¢ un’algebra che soddisfa alle due proprieta
BeF
del teorema. O

Definizione 1.2. L’algebra o/ individuata nel teorema precedente si dice algebra
generata da C. FEssa ¢, nel senso dell’inclusione tra insiems, la pit piccola algebra
contenente C.

. . - o0 . .. . . .
Proposizione 1.7. Sia {A;},”, una successione di insiemi di un’algebra </ su
X. Allora esiste una successione di insiemi {B;};o, con B; € @ a due a due

[ee] [ee]
disgiunti, B; C A; Vi e tale che U A; = U B;.

i=1 i=1
Dunque un’unione numerabile di elementi di un’algebra ¢ riscrivibile come unio-
ne numerabile disgiunta di elementi dell’algebra.

Dimostrazione. Definiamo la successione nel seguente modo:

By ¥ 4

By & 45\ A,

n—1
B, < A, (U Ai>
i=1

In questo modo B; € &/ Vi, infatti A\ B = ANC(B) (e quindi I'operazione \
¢ interna all’algebra) e B; C A; Vi.
Dimostriamo ora che Vm,n € N con m # n si ha che B,NB,, = (). Supponiamo,
senza ledere di generalita, che m < n. Da questo segue che B,, C A,, mentre
B,, €[ (A,,) perché B, = A,,\ (Alu. LUALULL .UAn,l) e pertanto B,,NB,, =
0.
oo (oo}
Rimane ancora da dimostrare che U B; = U A;. Poiché B; C A; Vi si ha che
i=1 i=1
U B; C U A;. Sia allora = € U A;, ne consegue che esiste n € N tale che

i=1 i=1 i=1
x € Ap, ma x & Aj, Vj < n (infatti basta considerare il minimo indice n, che

n—1
esiste sempre, tale che x € A,). Dunque z € A, \ U A; | = B, e quindi
j=1

i=1

Definizione 1.3. Una famiglia o/ di sottoinsiemi di X si dice o-algebra se é
un’algebra e vale che

{Aiy2, c o, |JAiew

i=1
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Proposizione 1.8. Sia &/ una o-algebra, se {A;}52, C & allora ﬂ A € 4.
i=1

Dunque le o-algebre sono collezioni di insiemi chiuse rispetto alle iterazioni
numerabili di unione ed intersezione.

Teorema 1.9. Se o7,, 0 € ¥ ¢ una famiglia di o-algebre su X, allora
o= () A
oeX

e una o-algebra su X.

Teorema 1.10. Sia C una famiglia di sottoinsiemi di X. Allora esiste una
o-algebra <7 tale che

1)eCo
2) YA o-algebra su X tale che € C B, allora of C B

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga a quella del teorema 1.6 riguardo
all’algebra generata. O

Definizione 1.4. La o-algebra &7 individuata nel teorema precedente si dice
“o-algebra generata” da C.

Osservazione. Sia C una famiglia di sottoinsiemi di X, sia </ [’algebra gene-
rata da C e sia $B la o-algebra generata da C. Allora si ha che

CCHdCH

Definizione 1.5. Presa una famiglia C di sottoinsiemi di X si indica:

Cy = {A P A={JA, (AR C e}

i=1

Cs = {A P A=A, {42, C e}

i=1

Osservazione. C,, = C, ¢ Css = Cs, ovvero C, é chiuso per unioni numerabili,
mentre Cs lo € per intersezioni numerabili. Nulla si puo dire in generale su Cyg
(0] (‘350,

Definizione 1.6. Sia 4 la famiglia degli aperti di R™ (in generale questa non
¢ un’algebra). Si chiama A, o-algebra di Borel, la o-algebra generata da 9 ; gli
insiemi di B si dicono ‘boreliani’.

Definizione 1.7. Introduciamo anche la famiglia dei chiusi
ﬁz{CQR” : C=%(A), AE%}

Osservazione. ¥ C % C %, C...C B FC Py CFesC...CB
St puo dimostrare, pero, che con questa procedura non si riesce a ricoprire tutta
la o-algebra dei boreliani.
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1.2 Spazi con misura

Definizione 1.8. (Spazio di misura)
Si definisce “spazio di misura” una coppia (X, o), dove X & un’insieme e of ¢
una o-algebra su X.

Definizione 1.9. (Misura)
Dato uno spazio di misura (X, ), si dice “misura” una funzione p : of —
[0, +00] che verifica le sequenti proprieta:

1. u(® =0

2. (Additivita numerabile)
V{E;};=, C o con E; insiemi in </ a due a due disgiunti, vale che

2 <DE2> = iM(Ez‘)

Lemma 1.11. (Additivita finita)

Siano FEi,Fs, ..., E, € & insiemi a due a due disgiunti, allora se p € una
n n

misura su &/ si ha che p (U El> = ZM(Ei)-
i=1 i=1

Dimostrazione. L’additivita finita discende direttamente dall’additivita nume-
rabile. Basta infatti considerare la successione

{Ez}fil :{E17E23"'7En7®7"'7®7"'}
O

Proposizione 1.12. (Monotonia)
Sia p una misura su (X, /), siano A, B € &/ con A C B, allora u(A) < u(B).

Dimostrazione. Sia C = B\ A. Allora C € o e B= AUC. Poiché ANC =1
possiamo usare la proprieta dell’additivita finita ottenendo

p(A) < p(A) 4+ p(C) = p(B)

Proposizione 1.13. (Subadditivitd numerabile)
Sia pn una misura su (X, o) e {A;};2, una successione in <, allora

1 (U Ai) < ZN(Ai)

Dimostrazione. Definiamo, a partire da {Ai}fil, la seguente successione

B, 4,

By % Ay \ A,
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n—1
def
B, = A\ | | 4
i=1
come avevamo gia fatto per la proposizione 1.7, in cui avevamo anche dimostrato

che i B; sono a due a due disgiunti e che U A, = U B;. Allora
i=1 i=1

(U= (Gr) - See

Inoltre B; C A; e pertanto, utilizzando la monotonia della misura, si ha che
1 (By) < p(An). Quindi

I (U AZ-) = p(Bi) < ZM(Ai)
i=1 i=1 i=1

O

Proposizione 1.14. Siano A,B € &/ con A C B e u(B) < 4oo. Allora si
verifica che p(B\ A) = u(B) — pu(A)

Dimostrazione. L’ipotesi secondo la quale p(B) < 400 implica per monoto-
nia p(A) < +oo. Si ha dunque che u(B) = p(B\ A) + 1 (A) da cui la tesi
w(B\A)=p(B)—pu(A) (si puo effettuare la sottrazione perché le quantita in
questione sono finite). O

Teorema 1.15. Sia p una misura su (X, o) e sia {E;};—, C &/ una successione
tale che Vi € N, E;v1 C E; con u(Ey) < 00, allora

A(DIERENTES

Dimostrazione. Essendo F; < oo dall’ipotesi secondo cui Vi € N, E; 11 C E; per
o0

def () E:. Siha

monotonia si ha che Vi € N, (E;) < co. Definiamo inoltre £ =

dunque che E C Ej, inoltre, sempre dal fatto che Vi € N, F; ;1 Qz Zi discende
che Vi € N, (E;\ E;4+1) C E1, e quindi ciascuno di questi insiemi ha misura
finita. L’unione di tutti questi insiemi continuera ad essere contenuta in Ej e
pertanto possiamo scrivere che

EU <G (B \Ei+1)> CE

i=1

Al fine di dimostrare I'uguaglianza tra i due membri dimostriamo che vale
anche 'altro verso dell’inclusione. Sia dunque x € Fy. Se Vi € N, x € F; allora
x € F, altrimenti, se esiste i tale che z ¢ E;, allora, per il buon ordinamento di
N, esiste 4 minimo naturale tale che x € E;. Dunque Vi < i, x € F; ed inoltre,
essendo {E;};~, una successione di insiemi decrescente rispetto all'inclusione,



1.2. SPAZI CON MISURA

Vi > i, v € E;. Possiamo pertanto affermare che, nella precedente ipotesi in cui
o0

x ¢ E, x € (FE;_; \ Ej) e, a maggior ragione, z € (U (E; \Ei+1)>-
i=1
Si ¢ dunque dimostrata la seguente uguaglianza:

E,=FU (G (E; \ Ei+1)>

Dall’essere E ed {E; \ E;41}52, una famiglia di insiemi a due a due disgiunti di
cui ciascuno di misura finita segue che:

w(bBy) = M(E)+ZM(Ei\Ei+1)
- M(E)JrZ(u(Ei)—M(EiH))

= u(E)+ lim <Z(u(E¢)u(Ei+1))>

n—oo \ 4
=1
n

= p(B)+ lim <Zu(Ei)—ZM(Ei+1>>

i=1 =
n n+1

= p(B)+ lim <ZN<E0 - ZMEH)
i=1 =2

= p(B)+ lim (u(Er) = p(Enia))

= p(B)+p(Er) = lm p(Epy)

Osservando che lim p(En+1) = lim p(E,), possiamo dunque affermare che
n—oo n—oo

p(Ey) = p(B) +p(Er) — lim p(Ey)

da cui p(E) = lim p(E,) (si puo effettuare la sottrazione di p (E;) ad ambo i
n—oo

membri perché la quantita in questione & finita).

Dalla definizione di E segue quindi la tesi: (m El> = lim p(E,). O

! n—o00
i=1

Osserviamo che nel Teorema 1.15 'ipotesi p (E7) potrebbe essere sostituita
dall’ipotesi che esiste N tale che p (En) < +00. E peré necessario che almeno da
un certo punto in poi questa condizione di finitezza sia soddisfatta. Lo proviamo
con un controesempio.

Si consideri X = N e &7 = 2V, E evidente che I'insieme delle parti di ogni insieme
X verifica gli assiomi di o-algebra. Dunque la coppia (N , 2N) € uno spazio di
misura. Definiamo la funzione d’insieme p : & — NU {400} come

def [ # (A) se A & finito
p(4) = { +00 se A ¢ infinito

dove con il simbolo # (A) si intende la cardinality dell’insieme A. E facile veri-
ficare che p soddisfa agli assiomi di misura.
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Sy . def .
Consideriamo ora la successione {E,}>°. con E, = {n,n+1,n+2,...}. E

facile verificare come la successione apI;ellla definita soddisfi tutte le ipotesi del
precedente teorema ad eccezione della finitezza della misura degli elementi della
successione stessa.

Infatti si ha che Vn € N, u (E,) = 400 e pertanto nli_)ngou (E,) = +o00. L’inter-

sezione, tuttavia, ¢ I'insieme vuoto e pertanto otteniamo che

u(ﬂ En> =p(0)=0

n=1
In conclusione:
o)
o= 1) # ) =0

Definizione 1.10. Sia {E;}2, una successione di insiemi; si definisce:

limsup F,, = ﬁ G Ey

n—+oo n=1k=n

liminf F,, = Ej ﬁ FEy

n—-+o0o

n=1k=n
o0
Per quanto riguarda il lim sup, al crescere din, U E. ¢ una successione descre-
k=n

scente di insiemi, e per questo tipo di successioni la nozione naturale di limite
e lintersezione, ed analogamente per il lim inf.

Proposizione 1.16. Vale che:

limsup E,, = {x € X : esistono infiniti n € N tali che x € En}

n——+0o

liminf F,, = {x € X : esiste n € N tale che x € By, Vk > ﬁ}

n—-+o0o

Osservazione. liminf E,, C limsup £,
n—+oo n——+oo

Definizione 1.11. Se liminf E,, =limsup E,, = F C X si dice che

n—+4o0o n——4oo

3 lim E,=F

n—-+oo

Esercizio 1.1. Si dimostri la sequente affermazione:
Sia p una misura su (X, o) e sia {E;};2; C & una successione tale che si abbia

Vi €N, E; C Eyy Vi€ N. Allora | | Ei) = lim p(E,).
n—oo
=1

Esercizio 1.2. Sia p una misura su (X, &) e sia {E;};~, C & una successione.

St provi che p <lirr_1>inf En> < lirr_1>infu (Ey).
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Esercizio 1.3. Sia p una misura su (X, &) e sia {E;};~, C & una successione.

Si provi che se u (U En> < oo allora p (lim sup En> > limsup u (E,).

. n—roo n—oo
i=1
Esercizio 1.4. Sia pu una misura su (X, ) e sia {E;};-, C &/ una successione.

i=1
vale p ( lim En) = lim p(E,).

n—oo n—oo

o
Si provi che se (U En> < 00 e se esiste nth;O E,, allora esiste nlLII;O,u (Ey)

Definizione 1.12. Una misura p su uno spazio di misura (X, &) si dice “finita”
se p(X) < oo.

Definizione 1.13. Una misura pu su uno spazio di misura (X, o) si dice “o-finita”
se esiste una successione {X;}io, C & tale che Vi € N, u(X;) < oo e che

o0
ricopra X, ovvero U X, =X.

i=1

Definizione 1.14. (Spazio con misura)
Uno spazio con misura é una terna (X, o7, u) dove X € un insieme, &/ & una
o-algebra su X e u e una misura su < .

Definizione 1.15. Sia (X, <7, 1) uno spazio con misura, un sottoinsieme E C X
si dice “misurabile” se e solo se E € o7 .

Definizione 1.16. Uno spazio con misura (X, o/, u) si dice “completo” se
VD C X tale che esiste E € o7 tale che D C E e (E) =0 si ha che D € o7 . Ov-
vero se ogni sottoisieme di ogni insteme misurabile di misura nulla é anch’esso
masurabile.

Teorema 1.17. Sia (X, <7, 1) uno spazio con misura, allora esiste uno ed uno
solo spazio di misura completo (X, B, v) tale che soddisfi le sequenti proprieta:

1) of C B (ovvero B estende o)
2)VE € o, v(E)=pu(E) (ovvero v estende y)

3) E€eB<=FE=AUC, con Ae o eC tale che esiste B € & in modo che
w(B)=0eCCB
(ovvero la terna trovata é l'estensione minimale di quella iniziale per
garantire la completezza)

Dimostrazione. Si dimostra che la famiglia % definita dalla terza proprieta del
teorema ¢ una o-algebra:

%’z{AuC . Aco/,IBe: CCB e M(B)zo}
1. Possiamo interpretare ) come @ U @), dato che ) € &7 e sempre () ¢ un

sottoinsieme di J, insieme di misura nulla. Pertanto, scegliendo A = B =
C = () nella nostra definizione troviamo che @) € 2.
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2. Siano Fy,Ey € B, con E; = A; UC; e C; C B; dove B; € &/ sono tali che
w(B;) = 0 per ogni i € {1,2}. Allora E; U Ey = (A1 UAs) U (C1LUCy).

Sia A & A; U As, ed essendo A unione di due insiemi di 7, si ha che

A € o/. Analogamente definiamo C def C1 U C5 che pertanto ¢ contenuto

in B B1 U Bs il quale a sua volta appartiene a &7 e, essendo B unione

di insiemi di misura nulla p (B) = 0. Quindi F4 U E; € .

3. Dimostriamo ora che il complementare di un insieme F € & appartiene a
2. Siadunque E = AUC con A € &/ e C C B con B € & tale che u(B) =

0. Per le leggi di De Morgan abbiamo che C (E) = C (A)NC (C). Definiamo

D % B\ C e osserviamo che C(C) = C(B) U D, da cui concludiamo che

C(E)=C(A) N (BUD). Applicando la distributivita
C(E) = (E(A)mE(B)) U (E(A)mp)

In particolare, (C (A)nC (B)) € o/ e, essendo D C B, allora si ha che
<E (A)nN D) C B. Pertanto C(E) € #.

4. Osserviamo come prima cosa che I'unione numerabile di insiemi di misura
nulla & ancora un insieme di misura nulla.
Consideriamo ora una successione {E;};~; C %. Allora, per definizione,
Vi e NJE, = A;UC; con A; € &/ e C; C B; essendo B; € &/ tale

che p(B;) = 0. Definiamo allora A def U A;, e quindi A € & poiché
i=1

oo
def U B;, utilizzando le

=1

questa € una o-algebra. Analogamente sia B

argomentazioni precedenti si ha che B € &7 ed inoltre i (B) < Z w(Bi) =

0. Ancora definiamo ¢ % U C;, dunque avremo che C C B € &/ con

i=1

oo
w1 (B) = 0. In conclusione U E; = AUC e quindi appartiene a 4.
i=1
Abbiamo dunque dimostrato che Z ha la struttura di una o-algebra.

Dobbiamo ora definire la funzione v : 4 — [0, +o0]. Sia allora E € %,
per definizione F = AUC, con A € o/ e C tale che 3B € & in modo che
u(B) =0e C C B. Poniamo dunque v (E) o 1 (A). Questa definizione ¢
indipendente dalla rappresentazione di E. Siano dati A1, Ao, C7 e C5 tali che
E:Al U :A2U02,Ci C B; EJZ{COIIM(Bi):O,Z'ZLZ
Essendo A1 C E = Ay U (Cy C Ay U By si ha che:

(A1) < p(A2UBs) < p(A2) + p(Bz) = p(A2)

da cui (A1) < p(A2) e, invertendo il ruolo degli indici 1 e 2, anche p (Ag) <
1 (Ay) da cui si ha p(A;) = pu(Az). E necessario, inoltre, dimostrare che la
funzione v precedentemente definita sia una misura. Verifichiamo dunque che
rispetta i due assiomi di una funzione di misura:

10
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Lv@)=pn@=0

2. Per provare l'additivitd numerabile si consideri {E;};, C % una succes-
sione di insiemi a due a due disgiunti. Per definizione di £ si ha che
Vi € N, E; = A; UC;, che sono a loro volta a due a due disgiunti. Inoltre
Vi e N, C; C B; con u(B;) =0. Allora

(29) - (0t

()

e dunque si ha la additivitd numerabile.

E ora necessario dimostrare la completezza di (X, %,v). Sia D C E € % con
v(E) =0essendo E = AUC con C C Be A, B € &. Allora u(A) =0e
inoltre D C (AU C) C (AU B) € &. Si ha dunque che D & un sottoinsieme di
(AU B), insieme di misura nulla appartenente a /. Potendo dunque scrivere
D = QU D otteniamo che D rientra nella definizione degli insiemi appartenenti
a A, e da questo consegue la completezza di AB.

Concludiamo la dimostrazione provando infine 'unicita dello spazio di mi-
sura (X, %, v). Supponiamo per assurdo esistere (X, %', v') un altro spazio con
misura che soddisfi ai tre assiomi del teorema. In particolare, il terzo assioma
definisce la o-algebra su cui e costruita la misura e pertanto & = %’. Si ha
inoltre che, VE € &, E = AUC e C C B soddisfacenti alla terza proprieta del
teorema, valgono le seguenti disuguaglianze:

v/ (E) < v (AUB) </ (A) +/ (B) = p(4) +0 = u(4) = v (E)
v (E) > v/ (4) = u(4) = v (E)

e dunque VE € &, V' (E) = v (E). Pertanto, provata I'unicita, la dimostrazione
¢ terminata. O

1.3 Misura esterna

Definizione 1.17. Si dice “misura esterna” sull’insieme X una funzione d’in-
sieme p* : 2% — [0, 00] che soddisfi le sequenti proprieta:

1. p*(0) =0
2. p* é monotona, ovvero YA, B C X con A C B vale che p* (A) < u* (B)
3. u* e numerabilmente subadditiva, ovvero

V{E}Z, c2f, (D E) < iu (E
i=1

11
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Proposizione 1.18. Una misura esterna p* & finitamente subadditiva.

Ora, data una misura esterna, si cerca di selezionare quei sottoinsiemi sui
quali essa si comporta da misura.

Definizione 1.18. (Condizione di Carathéodory)
Sia p* una misura esterna su X, allora un sottoinsieme E C X si dice u*-
misurabile se e solo se

VACX, p*(4) = u* (ANE) + " (A\ E)
Questa condizione ¢ detta condizione di Carathéodory.

Osservazione. Sia p* una misura esterna su X.
Dato E C X, per la subadditivita di p* st ha sempre che

VACX, w(A) <t (ANE)+ " (A\E)
dunque la condizione di Caratheodory é equivalente a
VACX, w(A)=ut (ANE)+ " (A\E)

Essendo inoltre questa sempre verificata se p* (A) = 400 si ha che E C X ¢
p*-misurabile se e solo se

VAC X conp* (A) < +oo, p* (A)>p" (ANE)+p* (A\E)

Teorema 1.19. Sia p* una misura esterna su X, sia A la classe degli insiemi
w*-misurabili, allora B é una o-algebra e p*|z € una misura completa.

Dimostrazione. Dimostriamo che 4 rispetta tutti gli assiomi di una o-algebra:
1. VACX, Anh=0e A\ 0 = A. Si ha dunque che
i (AND) + 1 (A\0) = 1" (0) + u* (A) = u* (A)

Allora l'identita di Caratheodory e verificata per I'insieme vuoto, e per-
tanto () € 2.

2. Siano F1, Es € %B. Premettiamo che VA C X valgono le seguenti ugua-
glianze insiemistiche:

(A\Eg)ﬂEleﬂB(EQ)mEl
(A\ Ex)\ E; = A\ (E1 UEy)

AN (B UEy) = (AN Ey) U (AmE1 mB(EQ))
AN (B UEy) = (AN Ey) U ((A\Eg)ﬂEl)
Consideriamo ora la condizione di Caratheodory per Fs
po(A) = p (AN Ey) +p” (AN Ep)

Usiamo ora la condizione di Caratheodory per F1, prendendo come insieme
di riferimento A \ F»

WA\ E) = i (AN B) N By ) +u((A\ E2) \ Ey)

12
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Per la subadditivita di p* si ha
/L*(Aﬁ (El UEQ)) S /,L* (AﬂE2)+u*((A\E2)ﬁE1)

Dunque ora possiamo scrivere che

p(4) =

(AN By) + p* (A\ E)
= p
n
I

(
AN Ey) + (AN E) N Ey) + (AN Ez) \ B )
(ANEs) + 1 ( (A\ E2) N Ey) + p* A\(E1UE2)>
(Am EluEQ)) *(A\(EluEg))

v

Segue che E1 U Ey € A.
. Sia E € 4. Allora VA CX

i (A) = p* (AN E) + " (A\E) = u* (A\C(E) )+ (AUC(B) )

e dunque anche € (F) soddisfa la condizione di Caratheodory.

o0
. Sia {E;};2, unasuccessione in 4, allora si vuole dimostrare che E = U E;
i=1
appartiene a 4.
Applicando la proposizione 1.7 possiamo affermare che esiste {Fl}fil C A,
successione di insiemi a due a due disgiunti tali che Vi € N, F;, C F;
o0 o0 n

essendo inoltre U F;, = U FE;. Definiamo inoltre G,, def U F;, notando
che Vn e N, G, ig 193. Apigllicando Caratheodory si ottienez:ﬁe VACX
p(A) =p" (ANGn) +p" (A\Gn)
e per la monotonia di u*, essendo G,, C E per ogni n,
W' (A) > p* (ANG,) + ' (A\ B)
Per ogni n, essendo F,, € A, vale che

p*(ANG,) = p*(ANG,NF)+up*(ANG,\ F,)
= /.L*(AﬁFn)—‘ru*(AﬂGn_l)

Per I'arbitrarieta di n
pANGr ) = p" (AN Fya) + 4" (AN Grs)
e la precedente diventa
p(ANGy) = p" (ANE,) +p" (AN EF,_q) +p" (AN Gpo2)

Procedendo per induzione, essendo G = F1, si arriva a

*(ANGy) Z“ (ANF)

13
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Utilizziamo questo risultato per semplificare la disequazione trovata pre-
cedentemente

p* (A)

%

p (AN Ga) + " (A\ E)
S w ANF) 44 (AVE), Vn

e quindi per n — oo
o0
}: (ANF) 4+ p* (A\ E)

Ricorriamo inoltre alla subadditivita numerabile di pu* per la seguente
disequazione

p (ANE) = u* (AQUFZ) =pu <U(AmF ) > (ANF)
3 =1
Da cui in conclusione troviamo che
p(A) > p" (ANE)+p* (A\ E)
e di conseguenza E € A.

Quindi possiamo affermare che & & una o-algebra. Dobbiamo ora dimostrare

def N . . . N
che 4 = p*| € una misura. A tal fine proviamo preventivamente che p &
finitamente additiva. Siano Ei, Fy € % disgiunti e sia A = E; U Es. Si ha

dunque che
p(A) = p (A

p* (A

u*(AOE1)+u (A\ Ey)
e (

I

. El) +p" (Es)

(E1) + 1 (E2)
e dunque si ha che p (Ey U Ey) = p(E1) + p(E2), e pertanto la finita subaddi-
tivita e dimostrata.
Consideriamo ora invece {E;}~; C %’ con E; a due a due disgiunti. Definia-

mo E % U FE;. Essendo Vn € N, U E; C E, per la monotonia e I'additivita

i=1 i=1
precedentemente dimostrata si ha che Vn € N

M(E)>#<U ) Zu

i=1

e passando al limite

D n(E) < p(B) <y p(B

Avendo dunque dimostrato 1’additivita numerabile si ha che p € una misura,
in quanto p (@) = 0 & banalmente vero. Concludiamo la dimostrazione con
la completezza di (X, 7, ). Sia allora E € £ tale che p* (E) = 0, dunque

14



1.3. MISURA ESTERNA

VA C E si ha che dall’essere (AN E) C E per la monotonia p* (AN E) =0 ed
inoltre da A\ E C A si ottiene p* (A\ E) < p* (A4). Si & dunque dimostrata
la condizione di Caratheodory per tutti gli insiemi aventi misura esterna nulla,
infatti p* (A) > p* (A\ E) = p* (A\ E)+0 = p* (A\ E)+u* (AN E) e pertanto
ogni insieme avente misura esterna nulla appartiene a .

Consideriamo ora F' C E con E € Z tale che 1 (E) = 0. Dimostreremo
che F' € # al fine di provare la completezza. Allora si ha p* (F) < p* (E) =
w(E) =0, ovvero p* (B) = 0. Abbiamo appena dimostrato, tuttavia, che ogni
insieme avente misura esterna nulla & misurabile, e quindi F' € Z e u(F) = 0.
Ogni affermazione del teorema e stata dunque dimostrata. O
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Capitolo 2

Misura di Lebesgue su R"

In questo capitolo si affronta il problema di definire una misura su R"™.

2.1 Misura di Lebesgue

Definizione 2.1. Siano a,b € RU {—o00,+00} con a < b, allora indichiamo
con 1(a,b) un intervallo nella retta estesa di estremi a e b senza distinguere se
contiene o no gli estremi, ovvero intendiamo che (I) (a,b) é uno qualunque degli
intervalli
(a,
[a,
(a,
[a,

S=se

Definizione 2.2. Sia I C R"™, si dira che I é un intervallo se e solo se

n

I= HI(aiabi)

i=1
dove ogni I(a;,b;) € un intervallo sulla retta estesa.

Definizione 2.3. Definiamo ¢ (I) la funzione lunghezza di un intervallo ¢ (I) &

n

H(bi —a;), se by > a; Yi, mentre £(I) = 0 se esiste i € {1,...,n} tale che
i=1

a; = bi.

Definizione 2.4. Sia A CR™ diremo che una successione {Ij}ro, di intervalli

o0
ricopre A se A C U 1.
k=1

Definizione 2.5. Definiamo la funzione u* : 28" — [0, 400] nel sequente
modo. Per ogni A C R™ poniamo

1 (A) 2 inf {ZE(Ik) : {Ix}g, ricopre A}
k=1
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Teorema 2.1. La funzione pu* appena definita é una misura esterna su R™.

Dimostrazione. Notiamo che p* & definita su ogni sottoinsieme di R™ ed ¢ a
valori in [0, 400]. Mostriamo che rispetta i tre assiomi di una misura esterna:

1. Fissati comunque a; € R, abbiamo @ = I, dove I =[], (a;,a;). Quindi
oo oo

la successione {I,1,I,...} ricopre () e si ha che Z((I) = ZO =0,
i=1 i=1
pertanto p* (9) = 0.

2. Per provare la monotonia, consideriamo A C B C R™. Poiché ogni
successione che ricopre B ricopre anche A, ovvero:

{{Ik}zozl : {Ix}p2, ricopre B} C
C {10372 + {172, ricopre A}
si ha quindi che p* (A) < p* (B) per le proprieta dell’estremo inferiore.
3. Sia {Ay};-; una successione di sottoinsiemi di R™. Si vuole dimostrare
che p* G A | < iu* (Ag). Se esiste k € N : p* (Ar) = +oo allora
k=1 k=1

la diseguaglianza ¢ ovvia. Supponiamo allora Vk € N, p* (Ag) < 400. Per
la definizione di p* e di estremo inferiore si ha che:

Vn >0, 3 {If}jil che ricopre Ay, : ZE (Ijk) <p (Ar)+n

Jj=1

Fissato € > 0, poniamo 1 = 27 %¢ e consideriamo la famiglia numerabile
.. . koo
di intervalli {Ij }j,kzl.

Abbiamo che A = U A, C U U IJ’-€ da cui A C U I]’?, ovVvero
k=1 k=1 \j=1 G.k=1
{1 Jk}j:i , ricopre A. Quindi abbiamo

oo

wA) < 3 ()

Jik=1

Notiamo che questa somma a due indici j, k € ben definita perche tutti gli
addendi sono nonnegativi e quindi la somma ¢ indipendente dall’ordine
dei termini. Di conseguenza

pIA) < Y o) <
k=1 \j=1

IN

=,
=
=
+
™
[\

=
\

I
()¢
7;*
N
T
~

_|_

™
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o0
Per P’arbitrarieta di € si ha che p* (4) < Z w* (Ag) e pertanto 'additivita
k=1
numerabile e dimostrata.
O

Definizione 2.6. I sottoinsiemi di R™ che sono p*-misurabili si definiscono
“insiemi di Lebesque”; la o-algebra formata dagli insiemi di Lebesgue si indica
con L"; u= /ern e detta misura di Lebesque Quando non ¢’ & ambiguita sulla
dimensione n, la o-algebra di Lebesgue si indichera anche £ .

Osservazione. Per quanto affermato dal teorema 1.19 sulla o-algebra formata
dagli insiemi p* -misurabili, la misura di Lebesque su R™ é una misura completa.

Lemma 2.2. Sia j € {1,...,n}, siaa € R e sia S = {x € R™ : x; > a} un
semispazio di R"™. Allora SJ ¢ misurabile secondo Lebesgue.

Dimostrazione. F necessario verificare che tali semispazi verificano la condizione

di Caratheodory. Sia A C R", definiamo A* % AN Si e A= < 4\ §J. In

particolare, per ogni intervallo I C R”™, si ha che anche IT e I~ sono due
intervalli internamente disgiunti che uniti restituiscono I, e dunque una verifica
elementare ci mostra che

(I)y=0(I*)+e(I7)
Sia A C R™ tale che pu(A) < +oo. Si deve provare che:
pH(A) =" (AT) + 7 (A7)
Si ha che Ve > 0, 3{I;},—, successione di intervalli che ricopre A tale che
ié (Ix) < p* (A) + €. Inoltre, la successione {I;'}Zozl ricopre AT e la succes-
k=1

sione {I o }20:1 ricopre A~. Allora vale che

oo

L)+ ) =

1 k=1

() +0(07)) = e

M8

pAT) +pt (A7) <

b
Il

I
NE

>
Il
—

oo
e ricordando che Z £(I) < u* (A) + €, per Parbitrarieta di ¢,
k=1

wAT) ot (A7) < p7(4)
e pertanto la tesi ¢ dimostrata. O]
Lemma 2.3. Per ogni A CR" aperto esiste una famiglia numerabile {Q}72
o0
di cubi chiusi internamente disgiunti tali che A = U Q.

k=1

18
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Dimostrazione. Sia A un insieme aperto di R™. Siano {Q;} i cubi chiusi con
vertici a coordinate intere e di lato 1 tali che le- C A (questa famiglia & al piu
numerabile). Siano {Q3} i cubi chiusi con vertici multipli interi di 27! e lato

271 contenuti in A\ U Q; . Analogamente Vk € N si considerano {Q;”l}, i
J
cubi chiusi con vertici a coordinate multipli interi di 2% e di lato 2% contenuti

k
in A\ U U Q;L . Allora si ha che:

h=1 j
_ k
4=UUe
k=1 j
k+1 B
Infatti, se x € Aex & U U Q? allora esiste un cubo @ di lato 27* tale che
k=1 j

z€QeQZ A, ovvero esiste y € Q\ A e si ha che ||z — y|| < /n-27% (diametro
del cubo).

(o]
Se esistesse x € A tale che x ¢ U U Qf , allora si avrebbe
k=1 j

Vk €N, Jy, €C0(A) taleche |z —y| <vn-27°
Dunque d(x, C(A)) = 0. Poiché C(A) & chiuso, z € C(A), il che & assurdo. [

Teorema 2.4. Sia F = {Sg :jed{l,2,...,n},a€ R} la famiglia dei sotto-
spazi di R™. La o-algebra generata da F ¢ A, o-algebra di Borel.

Dimostrazione. Sia of la o-algebra generata da F. Si ha che &/ C % poiché F
¢ una sottoclasse di ¢, essendo formata da insiemi aperti. Dimostriamo ora che
B C .

Osserviamo intanto che anche i seguenti semispazi appartengono ad <7 per ogni
a € Reperognije{l,2....,n}

Egz{xeR”:ija}:USi+leﬂ
k=1
U(Z:{xER":xjga}:E(Sj)eﬂ

a

Ug:{xeR":xj<a}:E(§g)€ﬂ

Poiché ogni intervallo ¢ scrivibile come intersezione finita di semispazi del tipo

S 54, Ui, e UZ, si ha che la famiglia degli intervalli ¢ contenuta <7
Dal momento che, per il lemma precedente, ogni aperto ¢ scrivibile come unione
numerabile di cubi (che sono intervalli) segue che ¢ C F, da cui B C «. O

Richiamiamo alcune nozioni gia introdotte nel capitolo precedente.
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Definizione 2.7. Sia 4 la famiglia degli aperti di R™. Sia % la famiglia di
chiusi di R™. Definiamo 95 la famiglia degli insiemi ottenuti per intersezioni
numerabili di aperti. Allo stesso modo definiamo %, la famiglia di insiemi
ottenuti per unioni numerabili di chiusi. Analogamente ¥s, individua la famiglia
di unioni numerabili di intersezioni numerabili di aperti, e via prosequendo.

Proposizione 2.5. Valgono le sequenti catene di inclusioni strette

b CY CYs CYos C...C A

F C Py C Fos C Fose C...C A

Teorema 2.6. Tutti gli insiemi boreliani sono misurabili secondo Lebesque. Piu
brevemente, B C L™

Dimostrazione. Questa € una conseguenza immediata del Teorema 2.4. Ne dia-
mo qui una dimostrazione alternativa. E sufficiente dimostrare che ¢ c .
Sia A un aperto di R™. Allora, essendo la famiglia degli intervalli aperti una
base per la topologia standard di R"™, si ha che esiste un insieme J non neces-
sariamente numerabile tale che A = U 1, dove gli I, sono intervalli aperti.

acJ
D’altra parte ogni intervallo aperto ¢ rappresentabile come unione di intervalli

aperti con vertici a coordinate razionali, quindi ogni aperto ¢ rappresentabile
come unione di intervalli aperti con vertici a coordinate razionali(in altri ter-
mini: tali intervalli aperti con vertici a coordinate razionali costituiscono una
base di intorni per R™). E dato che tali intervalli costituiscono una famiglia
numerabile, ne segue che ogni aperto ¢ una unione numerabile di intervalli, e
quindi & un insieme di Lebesgue. O

Lemma 2.7. Sia I un intervallo limitato (e dunque tutti i lati hanno estremi
reali), allora Ye > 0 esiste J intervallo aperto tale che I C J e £(J) < {(I)+e.

Dimostrazione. Sia I = HI(a“bi) con a;, b; € R. Preso h > 0, si definisce
i=1

g H]ai —h,b; + h[. Allora J & un intervallo aperto, I C J e si ha che

i=1
n

e(J) = H (b; — a; +2h). Dunque la lunghezza di J, come funzione di h, &
i=1

un polinomio e quindi continuo, pertanto hlir(r)lJrE (J) = £(I), e dunque, fissato
—
e>0,3h: LJ)<lI)+e. O

Lemma 2.8. Per ogni A C R", si ha

" . - ~ {Ix} ¢ una successione di intervalli che ricopre
p (A) = inf {Z;ﬁ (I) - A tale che Iy, & aperto e limitato per ogni k

Dimostrazione. Sia v (A) lestremo inferiore al secondo membro qui sopra. Si
ha che sempre p* (A) < v (A) perché passando da p* a v l'inf viene fatto su
un insieme piu piccolo, e quindi aumenta. Inoltre, se p* (A) = 400 allora vale
l'uguaglianza e la tesi & dimostrata. Sia p* (A) < +oo. Per la definizione
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di p*, si ha che Ve > 0, esiste {I;} una successione di intervalli che ricopre
o0

A tale che Zﬂ([k) < p*(A) + e < +oo. Pertanto £(Ix) < +oo Vk € N.
k=1
Se ¢(I) > 0, allora Ij e limitato. Se £(I;) = 0, allora I}, si pud scomporre

o0
come I, = U I} con I} limitati e £ (I,i) = 0 (questa scomposizione si puod
j=1
ottenere intersecando l'intervallo di partenza con la famiglia numerabile di cubi
di lato 1 e vertici a coordinate intere). Non ¢ dunque restrittivo supporre che
Vk € N, Ij sia limitato. In dipendenza di ¢, esiste Jj intervallo aperto tale che
oo

I © Jp, (i) < U(I;) + - 275, Essendo quindi A C | Ji,

k=1
<Y U(I) Y (0Ik) + e 27F) < pt(A) + 2
k=1 k=1
e dunque, per l'arbitrarieta di €, si hav (4) < p* (A) e quindi la tesi. O

Proposizione 2.9. Sia I CR"™ un intervallo, allora p(I) = p*(I) = ¢(I).
Dimostrazione. Supponiamo per il momento che I sia chiuso e limitato. Ve > 0,

esiste una successione di intervalli aperti e limitati {Ik},:';l tali che I C U I
k=1

o0
e ZE(Ik) < p* (I) +¢e. Essendo I compatto, si pud estrarre un sottoricopri-

k=1
n

mento finito da {I;},—, e dunque esiste n tale che I C U Ij;. Consideriamo gli

k=1
iperpiani di R™ contenenti le facce di I, I, Is,...,I,. Questi iperpiani scom-
pongono R™ in un numero finito di intervalli E,,, con m € M. Si ha che gli E,,
sono a due a due disgiunti. Poniamo

Mk:{m€M|EmCIk}, k:].,...,n
My={meM|E, CI}

Ve=1,...nIk= ] En e I= ] En

me My me My

Otteniamo

Essendo I C U I si ha anche che My C U M;.. Inoltre si vede che dato

k=1 k=
che la scomposizione I = Upenm, Em € ottenuta tagliando I lungo un numero

finito di iperpiani si ricava per induzione ¢(I) = Z U(E.,), e analogamente
me Mo

Z ¢(E,,). Concludendo

me My
YNoUE)S Y LEN)SY D M(En) <Y () < pt(DHe
meMy meUy My, k=1meM; k
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e, per Parbitrarieta die, £ (I) < p* (I). Essendo, per definizione, p* (I) < ¢ (I) si
ha p* (I) = £(I). Inoltre, siccome I € # C L, automaticamente p (I) = p* (I).

Sia ora I un iperpiano; allora I = R xR x ... X [a;,a;] x R x ... x R. Allora,
per come ¢ stata definita la funzione ¢, si ha che £(I) = 0 e dunque p* (I) = 0.
Questo implica che, per ogni intervallo, le sue facce hanno misura esterna nulla.
Sia allora I un intervallo aperto e limitato, si avra che p* (1:\ I) = 0, e pertanto
p (1) = (1) = £(I) = (D).

Il medesimo ragionamento si applica nel caso in cui I non sia né aperto né
(o)

chiuso. Essendo, I C 1 C I siha ¢(I)=p*(I) < p* (1) <p* (1) =£0(1).

Sia infine I illimitato; se ¢(I) = 0 allora p* (I) < ¢(I) = 0, altrimenti si
ha che ¢(I) = co. Definiamo @, o {xeR™ : |z;] <m Vje{l,2,...,n}}.
Dunque l'intervallo I,, def (N Q@ & un intervallo limitato; inoltre I, C T4
e U I, = I. Pertanto lim p* (I,,) = lim ¢(I,,) = +0o0 e si pud concludere

me1 n—roo n—roo

considerando che p* (I) = lim p* (I,,,) = +o00 = £(I). O

n— oo

Definizione 2.8. Siano A e B due insiemi, allora diremo “differenza simme-

trica” degli insiemi A e B linsieme AAB def (A\B)U(B\ A).

Esercizio 2.1. Presi tre insiemi A, B e C si dimostri che vale la sequente
inclusione: AAB C (AAC)U (CAB).

Esercizio 2.2. Sia (X, 47, 1) uno spazio con misura finita. Siano A, B € <,
poniamo la sequente relazione:

A~B &  u(AAB)=0

St dimostri che ~ & una relazione di equivalenza.
Definita la funzione d’insieme d (A, B) def w(AAB), si dimostri che (‘Q{/N, d) é

uno spazio metrico. Si dica se & completo. (NB: questo ultimo quesito avrd una
spiegazione piu trasparente quando avremo a disposizione il teorema di Riesz-
Fisher, Teorema 7.8.)

2.2 Approssimazione di insiemi misurabili

Lemma 2.10. Sia E C R" qualunque. Ve > 0, A0 aperto tale che E C O e
p*(0) < p (E) +e.

Dimostrazione. Ye > 0, 3{I}},-, successione di intervalli aperti che ricopre E

tale che ZE(Ik) <u*(E)+e. SiaO def U Iy, allora O & aperto e £ C O.

k=1 k=1
i (0) = ' (U Ik) <SS < (B) +
k=1 k=1 k=1
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Teorema 2.11. Sia E C R". Allora E € £" se e solo se vale una delle
sequenti affermazioni

1. ¥e > 0, 30 aperto tale che EC O e p* (O\ E) <e.
2. Ve > 0, 3F chiuso tale che F CE e p* (E\ F) <e.
3. 3G € Y5 tale che EC G e u* (G\ E) =0.
4. IF € %, tale che FC E e p* (E\ F) =0.

Inoltre, se si ha che p* (E) < oo, allora E é misurabile secondo Lebesque se e
solo se vale

5. Ve > 0, 3U unione finita di intervalli tali che p* (UAE) <e.

Dimostrazione. Occupiamoci inizialmente del caso in cui p* (E) < co. Dimo-
streremo che la misurabilita implica la prima affermazione. Dopo di che di-
mostreremo 1’equivalenza tra la prima e la quinta affermazione. Applicando il
lemma 2.10 abbiamo immediatamente che Ve > 0, 3O aperto tale che £ C O
e u*(0) < p*(E) + . Essendo E misurabile secondo Lebesgue, vale su E
I'identita di Caratheodory, ovvero per ogni insieme A vale

W (ANE) + " (A\ E) = " (4)
Scegliendo A = O come insieme misurabile si ha
p (ONE)+p" (O\E) =pu*(0)
Essendo F C O si ha che ENO = E, e dunque si ha
p(E)+p" (O\E) = p* (0) < p” (E) +¢
da cui sottranendo p* (E) < co ad ambo i membri
p(O\E)<e

Dimostriamo ora che (1) = (5), nell’ipotesi in cui p* (E) < oco. Essendo O
aperto, O ¢ unione numerabile di cubi chiusi I; a due a due internamente di-

sgiunti, quindi O = U Ij,. Sappiamo inoltre che p* (0) < p*(E)+e < o e
k=1

w*(0) = Zu (Ix). Pertanto la serie Z,u (I) € convergente, e pertanto vale

k=1 k=1
he li 1) = 0. Scegli tanto H tale ch 1) < de-
cehirglo];bu(k) cegliamo, pertanto aecek_ZH,u(k)_ae e

H-1
finiamo U % U I, € O. Per come & stato definito U si ha che p(O\U) =

k=1
oo

> pl) <e.
k=H
Ricordando esercizio 2.1 vale che EAU C (EAO) U (OAU), da cui

1 (EAU) < p* (EAO) + p* (OAU) = p* (O\ E) + p* (E\U) <e+e=2¢

23



Appunti di Analisi Reale

Dimostriamo ora (5) = (1). Dunque, per ipotesi

k
Ve >0, 3U = | J I tali che p* (EAU) < &

i=1

Non e restrittivo supporre che gli I; e quindi U siano aperti. Allora, per il lemma

2.10, 3G aperto tale che E C G e p* (G) < p* (E) + €. Sia O UG, allora
O ¢ apertoe E C O.
Notiamo che valgono le seguenti inclusioni insiemistiche:

O\ E = OAE C (OAU)U(UAE) = (0\ U) U (EAU)
da cui
pt (O\E) <p” (O\U) +p" (EAU) < p* (O\U) +e=p" (0) —p* (U) + ¢
Inoltre

p(0) < (G)+p" (UNG) <" (E) +e+p" (U\NE) < p* (E) + 22

e, dalle due precedenti, si ha p* (O\ E) < p*(E) — p* (U) + 3e. Dall’essere
E=(EnU)U(E\U) si ha per subadditivita

p(O\NE) <p* (ENU)+p" (E\U) —p* (U) + 3¢

Ricordando che p* (E\U) < p* (EAU) <eep* (ENU)—p*(U) <0sihala
tesi:
p(ONE)<p™(ENU)+p" (E\U) = p" (U) 43 < 4e

Abbiamo provato, sotto 'ipotesi u* (E) < oo le seguenti implicazioni
Fe¥’ = (1) <= (5

D’ora in avanti consideriamo p* (E) qualunque. Proviamo intanto £ € .Z = (1).
oo

Sia F misurabile, allora, per la o-finitezza di R", E = U Ej con {EL}72, una
k=1

successione di insiemi tutti di misura finita. Inoltre, per quanto dimostrato

precedentemente

Ve > 0,Vk € N, 3Oy, aperto tale che Ex, C O e u* (O \ Ex) <¢e- 27k

o0
Definiamo dunque O et U Og; si ha che O ¢ aperto poiché unione di aperti ed

k=1
inoltre E C O. Inoltre, dall’essere O \ E = U (Og \ Ey) si ottiene
k=1
pONE) <Y p (Ox\Ey) <) e-27F=¢
k=1 k=1
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e dunque si ha la tesi. Proviamo ora (1) = (3). Infatti sia ¢ = . Allora,

vm € N, 30,, insieme aperto tale che E C O,, e p* (O, \ E) < . Definiamo

=l

G def ﬂ O,,,; ovviamente si ha che G € ¥ e che £ C G. Inoltre
m=1

1
VmeN, p" (G\E) <p" (On\E) < — = " (G\E)=0
A questo punto, dimostriamo che (3) = E € ¢ , chiudendo cosi un primo

cerchio di implicazioni. Sia dunque F un insieme e G un insieme ottenuto da

intersezioni numerabili di aperti tale che pu* (G \ E) = 0. Definiamo F def G\E,

allora p* (F') = 0. Per la completezza di £™ si ha che F' & misurabile. Inoltre,
anche G & misurabile poiché & un boreliano. Pertanto, E = G \ F' & misurabile.

Seguendo un percorso simile, dimostriamo che E € ¥ = (2). Infatti, per
quanto dimostrato precedentemente, Ve > 0, 3O aperto tale che [(E) C O e
p* (O\C(E)) < e. Sia dunque F e C(O). F & chiuso, F C E ed inoltre
(O\C(E)) = E\ F. Dunque si ha che p* (E\F) = p* (O\C(E)) < ce
pertanto la tesi ¢ dimostrata.

Utilizzando quest’ultima affermazione, possiamo dimostrare la quarta. Provia-
mo (2) = (4).

1
VYm € N, 3F,, chiuso, F,, CE, u* (E\ F,) < —
m

o0
Definiamo allora F % U F,,, pertanto possiamo dire che F' € %5 e F C E.

m=1
Inoltre,

1

VmeN, p (BE\F) <p"(E\Fp) < — = p" (E\F)=0

Per concludere la dimostrazione, & necessario solo dimostrare che (4) = E € .Z.

Sia dunque F un insieme e F' € %; tale che FF C E e p* (E'\ F) = 0. Definiamo

allora H % g \ F, dunque E = F'U H. Per la completezza di .£" si ha che H
¢ misurabile, inoltre F' ¢ misurabile perché boreliano. Dunque F ¢ misurabile
poiché unione di di due insiemi misurabili. Pertanto tutte le implicazioni sono
state verificate e il teorema & dimostrato. O

Corollario 2.12. (R™, %, u) ¢é il completamento di (R™, A, u).

Dimostrazione. Per esercizio. O

2.3 Insiemi non misurabili secondo Lebesgue

E lecito ora chiedersi se esistano insiemi non misurabili secondo Lebesgue.
Mediante I'uso dell’assioma della scelta dimostreremo ’esistenza di tali insiemi.

Definizione 2.9. Sia F C R, y € R; allora con la scrittura E + y indichiamo

l’msiemeE—&-ydéf{zeR cz=x+vy,Vz e E}

25



Appunti di Analisi Reale

Lemma 2.13. Si E C R un insieme misurabile, allora Yy € R si ha che anche
E +y ¢ misurabile e vale pn(E) = p(E+vy). Piu brevemente, la misura di
Lebesgue ¢ invariante per traslazions.

Dimostrazione. Si verifica prima sugli intervalli, dopo di che si verifica che per
ogni E CR p* (E) = p* (E+vy). O

Definizione 2.10. Si consideri l'intervallo [0,1]; su questo definiamo l'opera-
zione “somma modulo 1”7 nel modo seguente:

T+y sex+y<l1

o def
Vm,ye[o,l[,x+y§x+y—[x+y]={ rty—1 sexty>1

qui [2] indica la parte intera del numero reale z.

Definizione 2.11. Sia E C [0,1[, y € [0,1]; allora con la scrittura E ¥ y

indichiamo l'insieme B —T— Y def {z ER:z=zx —T— y, Vo € E}

Lemma 2.14. Sia E C [0,1[ un insieme misurabile. Allora Yy € [0,1] si ha

che Uinsieme E 4+ y € ancora un sottoinsieme di [0,1[, é misurabile e vale
o
N(E)ZM(E+Z/)-

Dimostrazione. Per esercizio. O

Introduciamo su [0, 1] la seguente relazione d’equivalenza:
x~y & (z—y) e

e consideriamo dunque l'insieme quoziente K def [0, 1[/N. Per 'assioma della
scelta esiste una funzione f : K — [0, 1] tale che associa ad ogni classe C' € K

un elemento ¢ € C, ovvero f(C) = ¢. Sia dunque T def f(K) il codominio di f.
Si ha che T C [0, 1].

Teorema 2.15. L’insieme T precedentemente definito non é misurabile secondo
Lebesgue.

Dimostrazione. Sia r un numero razionale tale che » € ]0,1[N Q. Si ha che

N (T Jor r) = () per come ¢ stato definito 7. Inoltre, per la medesima ragione,

si ha che U (T 40— r) = [0,1]. Supponiamo per assurdo che T sia misurabile;
rel0,1[NQ
allora si ha che

re(0,1[NQ

Tuttavia, se u (T") = 0 allora

S u(Tdr)=0#p(0a)=1

ref0,1[NQ
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e, viceversa, se p (T) > 0 allora
S w(TFr) = oo u(0,1) =1
rel0,1[NQ
il che & assurdo. O

Osservazione. Si noti come nella dimostrazione precedente non sia utilizzata
alcuna proprieta legata alla misura di Lebesgue ad eccezione dell’invarianza per
traslazioni. Cio implica che qualsiasi misura su R invariante per traslazione per
la quale T sia misurabile é tale che o ogni insieme misurabile ¢ di misura nulla
o ogni intervallo ha misura infinita.

Osserviamo poi le seguenti proprieta dell’insieme T'.
Proposizione 2.16. Per ogni E C T, se E ¢ misurabile allora p(E) = 0.

Dimostrazione. Sia ha che Ure(@m[o,l) (E 4+ r) & misurabile, e tutti gli insiemi
E+r,7eQnJ0,1) sono a due a due disgiunti. Quindi

1zu|l U E+n|= Y wE) = uE)=0
reQnio,1) reQnio,1)

O

Proposizione 2.17. Per ogni E misurabile in R tale che p(E) > 0 esiste
F C E non misurabile.

Dimostrazione. Esiste almeno un n € Z tale che E N [n,n+ 1) ha misura
positiva. A meno di una traslazione si puo supporre n = 0. Allora

Enfp,1)= |J (EnT+r)
reQN[o,1)

Proviamo che esiste almeno un r tale che E N (T4 r) non ¢ misurabile. Per
assurdo se lo fossero tutti:

w(EN(T+r)=0, Vr e QnIo,1)

e quindi
p(EN[0,1)) =0,

il che & assurdo. O
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Capitolo 3

Estensioni di misure

Nel precedente capitolo abbiamo visto come costruire la misura di Lebesgue a
partire dalla funzione lunghezza sugli intervalli. In un certo senso, noi abbiamo
imposto la misura sugli intervalli sulla base di una nozione geometrica ingenua
e quindi abbiamo esteso questa ad una classe di insiemi molto piu vasta.

In questo capitolo ci occupiamo di esaminare la questione in modo pit astrat-
to, cercando di capire quali siano le condizioni da imporre su una famiglia di
insiemi e sulla funzione che definiamo su di essi affinché si possa estendere ad
una misura.

3.1 Teorema di estensione

Definizione 3.1. Sia &/ un’algebra su un insieme X. Si definisce “misura
sull’algebra <77 una funzione d’insieme p : o/ — [0, 00] tale che

o 1(0)=0;
o Sia {A;};2, una successione di insiemi a due a due disgiunti di </ tale
che U A; € o, allora p (U AZ-) = Zu(AZ-),
i=1 i=1 i=1

Proposizione 3.1. Una misura su un’algebra é sia monotona che finitamente
additiva.

Lemma 3.2. Sia A € o/ e {A;};2; C & una successione di insiemsi tale che

AC U A;. Allora p(A) < Z,u(Ai).
i=1

=1

oo
Dimostrazione. Poniamo E; def A; N A segue che E; € & ed inoltre A = U E;.

i=1
Per la proposizione 1.7 si ha che 3{B;};-, C &/ successione di insiemi tali che

Vi e N,B, C E;eVi,j € Nji # j, BN B; =0 vale che A = UBi‘ Per la
i=1

seconda proprieta delle misure sulle algebre si ha p (E) = Z w(B;) < Z A; e
i=1 i=1

pertanto la dimostrazione ¢ conclusa. O
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Definizione 3.2. Sia i una misura da un’algebra o/ su uno spazio X; per ogni
A C X definiamo la funzione d’insieme

n*(A) définf{iu(fli) {AyC o, AC GAz}

i=1
Questa funzione si dice “misura esterna indotta dalla misura su un’algebra p”.

Teorema 3.3. La funzione p* precedentemente definita é una misura esterna.
Inoltre, se A € o7, si ha che pu* (A) = p(A).

Dimostrazione. Per poter dimostrare il teorema, € necessario prima dimostrare

che per ogni A € o si ha p* (A) = p(A). Ovviamente vale che p* (A) < p(A)

per la definizione di p*; inoltre, se u* (A) = 400, si ottiene 'uguaglianza e la tesi

¢ dimostrata. Restringiamoci dunque a considerare il caso in cui p* (4) < +o0.
o0

Per la definizione di p* si ha che Ve > 0,3{A;},2, C < tale che A C U A e

=1

Z A; < p* (A) +e. Per il lemma 3.2 dunque si ha
i=1

p(A) <D p(A) <pt(Ai)+e
=1

e, per 'arbitrarieta di ¢ si ha la tesi.

Per dimostrare ora la prima parte del teorema dovremo dimostrare che p*
€ monotona e numerabilmente subadditiva. Per quanto riguarda la monotonia,
siano A, B due insiemi tali che A C B, allora ogni ricoprimento di B ricopre
anche A e pertanto pu* (A) < u* (B).

La parte piu significativa € rappresentata dalla subadditivita numerabile.
Supponiamo dunque essere £ C X un generico insieme e {Ei}fil una successione

o0 o0
di insiemi tali che E C U E;, desideriamo dimostrare che p* (E) < Z w (E;).

i=1 i=1
Se Ji : u* (E;) = 400 allora la precedente disuguaglianza ¢ banalmente vera.
Possiamo dunque restringerci a studiare il caso in cui Vi € N, p* (E;) < oo.
Fissato € > 0 si ha che

Vi e N, EI{A};};‘;I C & tale che E; C U Al e Z,u(A}c) <pt(E)+e-27°
; k=1

=1

N

(@
=
N

(@

Dunque si ha F

(Ej A%) = [j Al e pertanto

pE) < Y (A =)D pu(AL) <D (W (E) +e-27) = pt(E)te

i,k=1 i=1 k=1 i=1 i=1

oo

Dalla disuguaglianza appena provata pu* (E) < Z " (E) + ¢ e dall’arbitrarieta
i=1

di ¢ si ottiene la tesi. O
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Lemma 3.4. Gli insiemi di o/ sono p*-misurabili.
Dimostrazione. Sia A € o/ esia E C X un generico insieme tale che p* (E) < oo.

Esiste {A;};2, C & tale che E C UA e Zu < u* (E) + e. Dato che
i=1 i=1

Aec o eVieN, A; € o vale che p(A;) = p(ANA;) + u(4;\ A). Inolte

oo

ST H(A) =S n(AN A+ 3 p (AN A) 2wt (BN A) + 7 (B 4)
=1 =1

i=1

Essendo p* ( +€>Zu ;) si ha che p* (E)+e > p* (ENA)+p* (E\A)

e per Parbitrarieta di 5 si ottiene p* (E) > p* (ENA) 4+ p* (E\ A) e quindi la
tesi. O

Si ripropone qui il medesimo discorso gia visto nel caso dei boreliani. Sia
infatti .# la o-algebra degli insiemi p*-misurabili, allora avremo, per il lemma
precedente, o C .# . Inoltre, definiamo con A la o-algebra generata da &7 e
con @, la famiglia delle unioni numerabili di elementi di .o/, con 7,5 la famiglia
di intersezioni numerabili di unioni numerabili di insiemi di </ e cosi avanti.
Allora, in modo analogo a quanto accade con gli aperti di R, vale la seguente
catena di inclusioni

Proposizione 3.5. Sia p una misura sull’algebra o/ e sia p* la misura esterna
indotta da p. Allora VE C X, Ve > 0, 3A € o, tale che E C A e, u*(A) <
w* (E) +e. Inoltre 3B € 5 tale che E C B e u* (B) = pu* (E).

Dimostrazione. Se p* (E) = oo allora basta scegliere A = B = X e il pro-
blema & risolto. Supponiamo ora invece che p* (E) < oo. Per definizione

di misura esterna si ha che Ve > 0, EI{Ai}fil C o tale che £ C UAi e

1=1

Zu (E) + . Definiamo dunque AL U A;, si ha che A € #, ed

=1

1noltre
oo

<Y (A =D p(A) <t (B) e
i=1 —
Si ha dunque dimostrato I'esistenza la prima parte del teorema.

Per dimostrare l'esistenza di B si fissa Vm € N, e = L e si definisce con
A, un insieme in o, tale che E C A, e p* (Ay,) < p*(E) + L sfruttando

I'affermazione del teorema gia dimostrata. Definiamo inoltre B def n A

Essendo Vm € N, p* (B) < p* (An) < p* (E) + X, si ha che p* (B) < w* (E)

inoltre F C B e quindi p* (E) < p* (B). Dalle due diseguaglianze si ottiene
w* (FE) = p* (B) e pertanto la tesi. O
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Corollario 3.6. Sia E C X tale che p* (E) = 0, allora 3B € 4,5 tale che
ECBeyp*(B)=0.

Lemma 3.7. Sia E un insieme tale che p* (E) < oo, allora E € M se e solo
se E=A\B con A € o5 e B tale che u* (B) = 0.

Dimostrazione. Sia E = A\ B con A € o,5 e B tale che pu* (B) = 0. Essendo
B € & poiche p* & una misura completa come gia visto nel teorema 1.19 e
A € M per la catena di inclusioni precedente, si ha F € .Z.

Viceversa, sia E € . tale che pu* (E) < oo. Allora, per la proposizione 3.5,

JA € o5 tale che E C A e pu* (A) = u* (E). SlaBdﬁfA\E allora B € .4 in

quanto differenza di due insiemi misurabili. Inoltre, essendo B ed E disgiunti,
w* (A) = p* (E) + p* (B) e quindi p* (B) = p* (A) — pu* (E) = 0 e pertanto il
lemma e dimostrato. O

Teorema 3.8. Sia pu una misura su un’algebra A su X che sia o-finita. Allora
E € 4 se e solose E=A\B con A€ 45 e B tale che u* (B) = 0.

Dimostrazione. Se E = A\ B allora, ripetendo il ragionamento gia fatto per il
lemma precedente, F € .
La parte significativa della dimostrazione risiede dunque nel viceversa. Sup-
poniamo dunque E € .. Siainoltre {X,};-, una famiglia numerabile di insiemi
o0

tali che X; € &, p(X;) < o e U X; = X la cui esistenza ¢ garantita dalla
i=1

o-finitezza di p. Poniamo Vi € N, E; “EN X;. Allora, per la proposmone
3.5, Vk = 1,2,..., 3AF € 4, tale che E; C A¥ e p* (Af)_ *(E;) =
Definiamo inoltre Ay def U Az7 vale che Vk = 1,2,..., Ay € o/. Essendo tut-
i=1 )
2=
ti insiemi misurabili, possiamo dire che Vi € N vale che p* (A¥\ E;) < k
oo .
2—1
Inoltre vale che A* \ E = U (AF\ E;) e pertanto p* (AF\ E) < Z
i=1 i=1
. def k
Sia A ﬂ A¥ allora A € ;5 e E C A. Si ha dunque che Vk = 1,2,...,
k=1
w* (A\ E) < p* (Ak\E < 1 e quindi p* (A\ E) = 0. Sia infine B = A\ E,
alloraE A\ Bcon p*(B)=0¢e A € 5. O

Teorema 3.9. (Teorema di estensione di Caratheodory)
Sia p una misura su un’algebra o7 e su uno spazio X e sia p* la misura esterna
indotta da p. Allora

1. La misura i generata da p* é una misura che estende u alla o-algebra A
generata da < .

2. Se p é finita (o-finita) allora p* é finita (o-finita).

3. Se p é o-finita allora ogni posibile estensione i di p a % coincide con .
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Dimostrazione. Si fornisce la dimostrazione dei tre punti del teorema.

32

1. Il primo punto € stato gia dimostrato. In particolar modo deriva dall’in-

clusione secondo cui & C ..

. Questo punto e ovvio. Infatti si ha che X € & e dunque, poiché si ha

precedentemente dimostrato che VA € o7, u* (A) = pu(A), si ha che dal-
Pessere 1 (X) < oo segue pu* (X) < co. Nel caso in cui invece u sia o-finita,
allora la medesima successione di insiemi che ricopre X aventi somma di
misure finita & un ricoprimento anche per la misura eserna.

. Supponiamo essere fi un’altra misura su % tale che i, = p. Sia A € o,

dunque A = U A; con {Ai}fil famiglia numerabile di insiemi in &/ a due
i=1
a due disgiunti. Dunque

A=Y a(A) = a(A)=a(A) = jyu, =,

i=1 i=1
Vogliamo dimostrare ora che ogni estensione ji di p a & e tale che VD € A
sia i (D) < i (D). Questo risultato ¢ indipendente dalla o-finitezza di p.

Sia dunque B € %AB. Se i(B) = oo allora si ha che i (B) < i(B);
supponiamo pertanto i (B) < oo. Per la proposizione 3.5, 34 € <,
tale che BC A e i (4) < n(B) +e. Dunque

<

fi(B)

e, per larbitrarieta di € si ha i (B) < i (B).

f(A)=p(A) <p(B)+e

Dimostriamo ora invece che i < fi; qui facciamo ricorso all’ipotesi che p
sia o-finita. Infatti siano A e B come gia definiti nella parte precedente
della dimostrazione (con fi (B) < o), allora, per il teorema 3.8, si ottiene
che p* (A\ B) < ¢ e pertanto, essendo A \ B € 9B perché differenza di
elementi di A, si ha

f(A\B) <ji(A\B) = u* (A\ B) <
Valgono dunque le seguenti maggiorazioni
i (B) < i(A) = i (A) < i (B) + i (A\ B) < i (B) +¢

da cui, ancora una volta per I'arbitrarieta di e, si ottiene i (B) < i (B )
E necessario ora estendere il risultato ottenuto nel caso in cui w* (B) =

che non ¢ stato ancora considerato. Sia dunque {X;};°, una successione d1
insiemi misurabili a due a due disgiunti tali che Vi = 1,2,..., i (X;) < 0o

e tali che valga U X, =X

i=1

Definiamo inoltre la famiglia di insiemi B; def X; N B in modo che si
o0

verifichi che B = U B;.

i=1
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Possiamo dunque concludere considerando che
i(B)=) i(Bi)=) i(Bi)=u(B)
i=1 i=1

e pertanto le due misure coincidono su tutto 2.

Esercizio 3.1. Sia i un’estensione di p a una o-algebra 9 che contiene o7 . Si

dimostri che VD € 9, i (D) < u* (D).

Esercizio 3.2. Sia i un’estensione di p a A . Allora i (E) = p(E), VE € A
tale che i (E) < oo. Inoltre, se p é o-finita, it = i su M .

Definizione 3.3. Sia p* una misura esterna su un insieme X, sia i la misura
generata da p* e sia & la o-algebra degli insiemi p*-misurabili. La misura
esterna p* si dice “misura regolare” se VE C X, JA € & tale che E C A e

i (E) = u* (A).

Esercizio 3.3. Sia p* una misura esterna su X, sia i la misura generata da
w* e sia & la o-algebra degli insiemi p*-misurabili. Sia ancora p* la misura
esterna indotta dalla misura fi. Si provi che VE C X, u* (E) < u* (E). Si
dimostri inoltre che si ha VE C X, u* (E) = pt (E) se e solo se la misura
esterna p* ¢ regolare.

Esercizio 3.4. Sia u* una misura esterna indotta da una misura p su un algebra
. Allora p* é regolare.

3.2 Semialgebre
Definizione 3.4. Una famiglia C di sottoinsiemi di X si dice “semialgebra” se
1. VA, BeC ANBeC
2. VA € C, L (A) ¢ un'unione finita disgiunta di elementi di C.
Proposizione 3.10. Se una semialgebra C é non vuota, allora () € C.

Dimostrazione. Sia A € € un insieme della semialgebra. Allora, per 1’assioma
n

2di e C(A) = U B; con B; famiglia finita di insiemi a due a due disgiunti. Si

i=1
ha che AN B; = (), e pertanto, poiché I'intersezione ¢ un’operazione interna alla
semialgebra, si ottiene la tesi ) € C. O

Teorema 3.11. Sia C una semialgebra su un insieme X. Allora la fami-

glia di insiemi </ def {ACX : A ¢ unione finita disgiunta di elementi di C} é

l'algebra generata da C.
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Dimostrazione. Sia % un’algebra tale che € C 9; allora, poiché unione di
elementi di Z appartiene ancora a %, si verifica che &/ C . Se dunque si
dimostra che &7 € un algebra si ha la tesi dato che abbiamo appena dimostrato
che ogni altra algebra £ ¢ tale che o C 4. Verifichiamo dunque che valgano i
tre assiomi di un’algebra:

34

Essendo § € € si ha ) € «7.

Siano A e B due insiemi appartenenti a /. Allora, per definizione di
4, esistono due famiglie {A4;}] | e {B;},~, di insiemi di € a due a due
n m

disgiunti tali che A = U A;eB= U B;. Dunque si ha che

i=1 i=1

AQB<0A1>Q OBJ = U (AlﬂBJ)

i=1 i=1,j=1

Siccome la famiglia degli insiemi (A; N B;) appartiene a € per ogni coppia
(i,7) e poiché si tratta di una famiglia di insiemi disgiunti si ha quindi
dimostrato che AN B € C.

Sia A € @, allora esiste una famiglia finita di insiemi a due a due disgiunti

{A;};, tale che A = U A;; per le leggi di De Morgan si ha dunque
i=1

che C(A) = m C(A;). Inoltre, per ogni i si ha che C(4;) = U B;; con
i=1 j=1

gli insiemi B;; disgiunti rispetto a j una volta fissato ¢. Senza ledere di
generalita possiamo supporre che m; = m per ogni i; se cosl non fosse, &

sufficiente sceglere m def fnax . {m;} e completare le famiglie con degli
ice{l,....,n

insiemi vuoti in modo opportuno. Dunque si ha che

C(A)Zﬁ mBij =O<n3ij)

i=1 \j= j=1 \i=

m
Ricordando che ﬂ B;; appartiene a C per ogni j, si ha che C(A) & unio-
i=1
ne finita per di elementi di €. Dimostriamo che questa unione & anche
disgiunta. Infatti

(ﬁ Bij> N ( - sz) = ﬁ (Bz] mBik) = ﬁ (@) =0
=1 =1 =

i=1 i=1

e quindi C (A) € C.
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Definizione 3.5. Sia C una semialgebra su uno spazio X. Una funzione d’in-
sieme p : €+ [0,400] si dice “misura su una semialgebra” se vale che

e u(0)=0;
e sia C' € C un sottoinsieme di X e sia {C;}.—, una fanglza finita di insiemi

in C disgiunti tali che C = U C;, allora u(C) = Z w(C

=1
e sia C € C un sottoinsieme di X e sia {C} _, una fanglm numerabile di
insiemi in C disgiunti tali che C = U C;, allora u (C) < Z,u (C;
i=1 i=

Teorema 3.12. Sia C una semialgebra ed o/ ’algebra generata da €. Sia p una
misura sulla semialgebra C, allora p si estende in modo unico ad una misura
sull’algebra < .

Dimostrazione. Sia A € «7. Per quanto affermato dal teorema 3.11 si ha che esi-
ste una famiglia finita di insiemi disgiunti { A, }.-_, tali che Vi € {1, ..., n} , A; € C
n
e A= U A;. Se esiste un estensione y della misura, allora u (A Z (A
i=1
Dimostriamo dunque che p (A) non dipende dalla particolare scelta della fami-
glia {A;};_,. Sia, a tal fine, {B; } _, una famiglia di insiemi disgiunti in C tale

che anche qui valga A = U B;. Per ogni j € {1,...,m} si ha inoltre che B; C A
j=1

Bj:AﬁBj:<LnJAi> CJAHB
i=1 i=1

Ricordiamo che, trovandosi A; e B; in C, anche gli insiemi A; N B; appartengono
a € per ogni possibile coppia di (¢, 7). Per come ¢ stata definita una misura su

e quindi

una semialgebra si ha quindi che p (B Zu (A; N Bj). Effettuando un

’m

ragionamento analogo ricavo anche che p (4;) = Z p (A; N Bj). In conclusione

si ha che =
>4 =3 Swtans z(zummp)zm)

Pertanto, si ¢ appena dimostrato che la funzione che associa ad ogni elemento
A di & la somma delle misure di un’arbitraria famiglia finita di elementi di-
sgiunti di € che lo ricoprono & ben definita. Pertanto, se u esiste, essa € unica
perché deve sottostare alla precedente condizione. Rimane da dimostrare che la
funzione p definita come sopra € una misura.

Dimostriamo preliminarmente che la funzione p ¢ finitamente additiva. Sia-
no Ai, Ao, ..., Ay € & insiemi a due a due disgiunti. Appartenendo ad <7,
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si ha che 4; = U Ci; con {Cij}?zl famiglia finita di insiemi in € a due a

j=1
due disgiunti in j. Siccome gli insiemi A; sono disgiunti, si ha inoltre che
V(il,j1> 75 (ig,jg), Ci1j1 N Cizjz = (Z) Pertanto

) def k B k n B kn
=UJa=U Cij | = Cij
i=1 1 ;

i=1 \j= i=1 j=1
ed essendo i C;; disgiunti per quanto detto precedentemente

kn k n k

n(A) = M(Cij)zzzu(cij)ZZM(Ak)

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

e pertanto la finita additivita ¢ dimostrata. Come gia visto nella proposizione
1.12, si ha che la finita additivita implica la monotonia.
Rimane ora da dimostrare I'additivita numerabile. Sia dunque A € & con

A= U A; e A; € & a due a due disgiunti. Sappiamo che Vi = 1,2, dots
i=1
esiste una famiglia finita di insiemi in € a due a due disgiunti {Cw};ﬁ tale
che A; = U C;j. Per definizione di p, si ha che p (4;) = Zy (Ci;). Essendo
j=1 j=1
tuttavia anche A € C, si ha che esiste una famiglia finita di insiemi disgiunti

{By},~, C € tale che A = U By. Ne segue dunque che

=1
B, = U (Al n Bg) = U (CZJ n Bg)
i=1 i=1,...,00

=1, n(0)

Si puo verificare facilmente che, per ogni terna di indici, gli insiemi C;; N B, € €
e sono disgiunti. Da questo segue che

:U‘(BZ) < Z M(CZJ ﬂBg) = ZZM(C” mBg)
i=1,...,00 i=1 j=1
j=1,...,n(3) /
m m oo n(i)
p(A) = "u(B) <> (DD u(CynBy
=1 =1 \i=1 j=1
Dall’essere inoltre A; = U (Ci; N By) si ha
']:1,“.,77,(2')
=1,....m
p(A) =" n(Cyn Be)
j=1¢=1
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ed infine
m oo n(i) oo m n(i) 0
SZ ZZ,U/ ngﬁBZ ZZZN ngmBE Z/"L('A
=1 \i=1j=1 i=14=1 j=1 i=1

Si & dunque dimostrato che p(A4) < Z,u(A,'). Rimane ora da affrontare la

N
disuguaglianza inversa. Tuttavia, si ha che VN € N; N > 1, U A; € A. Da
i=1
questo segue che

0
|
2
85
i[]=
t

E pertanto abbiamo dimostrato che ZM(Ai) = p(A) e di conseguenza la
i=1
funzione y € una misura. O
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Capitolo 4

Funzioni misurabili

4.1 Misurabilita

Lemma 4.1. Sia (X, o7, 1) uno spazio con misura e si consideri una funzione
f:X — [—o0,+0]. Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

I.VaeR {zeX: f(z)>a} e
2. VaeR, {zeX: f(x)>a}led
3 VaeR {zeX: f(x)<aled
4. VaeR {zeX: fz)<a}ed

Dimostrazione. 1) = 2) Per ogni « vale

2) = 3)

{reX: f@)<a}=C({zeX: f(z)>a})
3)=4)

frex f(x)Sa}zﬂ{a:eX f(x)<a+}
4)=1)

Definizione 4.1. Una funzione f : X — [—o0, +00] si dice “misurabile” se
verifica almeno una tra le quattro affermazioni del lemma 4.1.

Proposizione 4.2. Sia f : X — [—00, +00] una funzione misurabile, allora
Vo € [—o0,400] si ha che {zr € X : f(z) =a} € .
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Dimostrazione. Nel caso in cui a € R, allora
{zeX: f@)=a}={zeX: f@x)>a}n{zeX: f(z)<a}

Altrimenti, se @ = +o00 si ha rispettivamente che

{reX: f(x)=+4oc}=[){zeX: f(z) >n}

n=1

{reX: f(x)=-oo}=[){zeX: f(z) <n}

n=1

Proposizione 4.3. Sia f: X — [—00, +00] una funzione, allora

. . 1. VA CR aperto, f~1(A) € o
f € misurabile @{ 2. f~1 ({+o0}) € o, =1 ({—o0}) €

Dimostrazione. Sia f misurabile. Se A C R ed A ¢ aperto, allora A & unione nu-
o0

merabile disgiunta di intervalli aperti: A = Lj(ai7 b;) (infatti ogni componente
i=1

connessa di A € un intervallo aperto, ed esse possono essere al pitl in numero

numerabile, perché contengono ciascuna un razionale distinto). Pertanto:

= U (o)
£ ((@b)) = {z € Xt ai < fl@) <bi} = {f > a} N {f <b)

@ =U{rsain{s<sl)es

K2

e

La 2. vale per la proposizione precedente.
Viceversa, Ya € R,

{f > a} ={f = +oct U{f (o, +ox)) €
dunque se valgono le due condizioni, f € misurabile. O

Teorema 4.4. Sia f : R™ — R continua; allora f é misurabile su (R™, L p).

Dimostrazione. Le retroimmagini di aperti sono aperti, che sono boreliani, che
sono particolari insiemi di Lebesgue. O

Teorema 4.5. Sia (X, &7, u) uno spazio con misura qualsiasi, se f & misurabile,
allora VB C R boreliano, f~1 (B) ¢ misurabile.
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Dimostrazione. Si considera la famiglia:
F={CC[X): fI(C) e}

Si osserva che % ¢ una o-algebra su f(X) e inoltre essa contiene gli insiemi del
tipo (a,b) N f(X) dal momento che

F (@b nf®) ={f>a}n{f <b}e o

perché f e misurabile.
Dunque .Z contiene gli aperti di f(X) nella topologia indotta da R, per cui .%
contiene la o-algebra generata dagli aperti di f(X), che & data da:

{EC f(X): E=BNf(X), Be %)

Dal momento che se B € B, allora f~}(B) = f‘l(B N f(X)), si ha che la

retroimmagine di ogni boreliano di R puo essere espressa come retroimmagine
di un elemento di .%, che ¢ misurabile. O

Definizione 4.2. Sia E C X, si dice “funzione caratteristica” di E la funzione

() = 1 sexek
XE 10 sexdFE

Proposizione 4.6. Sia (X, 7, u) uno spazio con misura e E un sottoinsieme
di X. Allora E & misurabile < la funzione xg € misurabile.

Dimostrazione. Si ha che:

X sea<0
{xg >a}=4q¢ E se0<a<l
0 sea>1

In questo modo, se f = xg € misurabile, allora scelto o« = 0 si ha che {f >
0} = E ¢ misurabile; se E ¢ misurabile, dal momento che @) ¢ sempre misurabile,
allora tutti gli insiemi di livello di xg lo sono. O

Definizione 4.3. Sia f € R, allora definiamo

f sef>0 _ 0 se f>0
f+:{0 se f <0 € ! :{—f se f<0

In questo modo:
[fl=f"+f f=rt=r frf=o

Esercizio 4.1. Sia f : X — [—00, +00|, allora f ¢ misurabile < f* e f~ sono
masurabili.

Esercizio 4.2. Sia f : X — [—o00,+00] una funzione misurabile, allora la
funzione | f| é misurabile.

Esercizio 4.3. Sia f : R — R una funzione monotona, allora f é misurabile
rispetto a L.
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Definizione 4.4. Una funzione f : R® — R™ si dice semicontinua superior-
mente in x se limsup f (y) < f(x). Si indica con s.c.s.
y—x

Definizione 4.5. Una funzione f : R™ — R™ si dice semicontinua inferior-
mente in x se liminf f (y) > f(x). Si indica con s.c.i.
y—x

Lemma 4.7. f:R" — R ¢ semicontiua inferiormente se e solo se f é conti-
nua quando su R™ si pone la topologia standard, mentre su R si pone la topologia
delle semirette positive aperte:

7t ={(a,+) : a € R}

Esercizio 4.4. Una funzione semicontinua inferiormente in ogni punto € mi-
surabile. Un analogo risultato vale se f s.c.s. in ogni punto.

Lemma 4.8. Siano f e g due funzioni misurabili e si consideri l’insieme
E={zeX: f(x) < g(x)}. Allora E ¢ misurabile.

Dimostrazione. Sia x € E, allora si ha che f (z) < g (z). Pertanto 3r € Q tale
che f(x) <r < g(z). Dunque = € ({f <rin{g> 7’}) e quindi

BcJ({r<rmnfg>r})

reQ

Sia ora z € U ({f<r}ﬂ{g>r}), allora 37 € Q tale che f(z) <r < g(x)

reQ
e quindi x € E, pertanto

E=J({r<nnfg>r})
reQ
Dunque E e unione numerabile di insiemi misurabili, quindi ¢ misurabile.  [J
Lemma 4.9. Sia f misurabile, allora f? ¢ misurabile.

Dimostrazione. Sia o € R. Allora si ha che:

(2> a) = X se a <0
Tl {f>Valtu{f<—va} sea>0
e dunque tutti gli insiemi di livello sono misurabili. O

Definizione 4.6. Siano f e g due funzioni da X a valori in [—o0,+00], e sia
¢ € [—o00, 4] fissato. Definiamo allora

e se f(x) 4+ g(x) & una forma indeterminata
(f+9) (@) = { f(@)+g(x) altrimenti

_J e se f(z) - g(x) é una forma indeterminata
(f-9)(z) = { f(z)-g(x) altrimenti

Teorema 4.10. Siano f e g due funzioni misurabili, allora le funzioni (f + g)
e (f-g) sono misurabili.
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Osservazione. Si intende che f(z) + g(x) € una “forma indeterminata” se
f(z) = 400 e g(x) = —oc0, oppure f(x) = —o0 e g(xz) = +00. Analogamente
f(z) - g(x) pud essere una forma indeterminata del tipo 0 - co.

Dimostrazione. Sia A C X l'insieme in cui f(x) + g(x) ¢ una forma indetermi-
nata. Esso ¢ un insieme misurabile, dal momento che si ha:

A= ({f = +oc} n{g = —oc}) U ({f = =00} N {g = +00})

Fissato a € R, definiamo

E={zeX: f(z)+g(x) > a}
Allora

ENA = {zeX\A4): f(z)+g(z)>a}=

= {zeX\4): f(z)>a-g(x)}

e, per il lemma 4.8, questo insieme & misurabile dal momento che:
VveR  {a-g>vt={9<a-19}

e dunque la funzione (o — g) & misurabile.
Consideriamo ora la funzione (f 4 g)|a, che, per la definizione di somma tra
funzioni misurabili, assume solo il valore ¢. Dunque si ha

EnA={zcA: f(z)+gx)>at={zx€ld:c>a}

e dunque anche questo insieme ¢ misurabile, perché o ¢ vuoto, oppure ¢ tutto
A.
Concludendo E = (ENA)U(E \ A) e pertanto, essendo E unione di misurabili
¢ anch’esso misurabile Ya € R. Dunque (f + ¢) & misurabile.

Nel caso del prodotto invece si ha che

¥z € X, (f+9)" (2) = f2(2) +2f(2) - g(2) + ¢* ()

Ve e X, (f—9)* () = f(z) - 2f(x) - g(x) + g°(x)
e dunque si pué esprimere il prodotto come

(F-9)@) =1 (T +9° @~ (f - 0)* @)

e quindi per il lemma precedente e per la prima parte del teorema (f-g) &
misurabile dal momento che, se h & misurabile, allora anche a - h € misurabile
Va € R. O

Teorema 4.11. Sia {f,} una successione di funzioni misurabili, allora sup f,,
n

inf f,,, limsup f,, e liminf f,, sono funzioni misurabili.

n n n

Dimostrazione. Si ha che

oo

{xEX:supfnga}{xeX:VnGN,fnga}ﬂ{xeX:fnga}

n=1
e dunque sup f,, € misurabile. La misurabilita di inf f,, si pué dimostrare in modo
n

n
analogo. Essendo poi limsup f,, = inf sup fi si ha che anche questa funzione e
n n k>n
misurabile. La dimostrazione & analoga nel caso del lim inf f,. O
n
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CONVERGENZE

4.2 Proprieta vere ‘quasi ovunque’ e convergen-
ze

Definizione 4.7. Sia (X, o7, 1) uno spazio con misura. Una proprieta P(x) dei
punti di X si dice vera “quasi ovunque” se AE € o tale che p(E) =0 e P(x)
¢ vera Vo € X\ E.

Definizione 4.8. Si dice che una successione {f,} di funzioni converge quasi

ovunque ad una funzione f se e solo se liIJIrl fulx) = f(x) per quasi ogni
n—-+0oo

z e X.

Proposizione 4.12. Sia (X, &/, 1) uno spazio con misura completo. Sia f una

funzione misurabile e sia g una funzione tale che g = f quasi ovunque. Allora
g € misurabile.

Dimostrazione. Sia E € o tale che u(E) =0e g(z) = f(x) Vax € X\ E. Allora

{g>a} = {2eX\E: f(z)>a}lU{z e E: g(x)>a}=
= HUF
Si ha che H € & perché esso ¢ {f > a} \ E, ed inoltre FF C E, e dunque per

la completezza dello spazio di misura si ha che F' € misurabile e pertanto lo &
anche g. O

Teorema 4.13. Sia {fn}io=1 una successione di funzioni misurabili. Se f, — g
ovunque, allora g é misurabile. Inoltre, se (X, .o/, ) é completo e f, — g quasi
ovunque, allora g ¢ misurabile.

Dimostrazione. La prima parte della proposizione segue dal teorema 4.11 su
liminf e limsup. Siano dunque

7Y limsupf, e f Y liminf g,

n— 00 n—00
Sia F € o tale che p(E) =0e Ve € X\ E, f,(z) — g(z). Allora
Ve eX\E,  f(z) = f(z) = g(x)
e dunque g = f quasi ovunque e per la proposizione 4.12, g & misurabile. O

Definizione 4.9. Una funzione f : R — [—o00,+00] si dice “di Borel” se
Va € R si ha che {r € R : g(x) > a} € AB.

Esercizio 4.5. Sia g : R — [—00,400] di Borel, sia (X, o, ) uno spazio con
misura e sia f: X — R misurabile. Si dimostri che go f é misurabile.

Esercizio 4.6. Sia g : R¥ — R continua e siano @1, ..., @y funzioni misurabili
da X in R con (X, o/, ) spazio con misura. Si dimostri che f = g (¢1,...,¢k)
e misurabile.

Esercizio 4.7. Sia f una funzione misurabile, sia ¢ € R e si ponga

{ f(lx) dove f(x) #0
¢ dove f(x)=0

g(x) =

Si dimostri che g(x) é misurabile.
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Definizione 4.10. Si dice “funzione semplice” una funzione misurabile f: X —
R la cui immagine f(X) é un insieme finito di valori reali.

Definizione 4.11. Sia f una funzione semplice, siano ay,as,...,any € R i suoi
N

C g e - . def .

valori distinti. Sia E; = {x € X : f(z) = a;}. Dunque f = Zai - XE;, che si

i=1
definisce “rappresentazione canonica della funzione semplice”.

Osservazione. Siano ti,...,t, € R numeri reali e Ay,...,Ar € & insiemi
k

misurabili, allora la funzione f(x) = g tkXxa, €una funzione semplice. Questa
i=1

¢ la sua rappresentazione canonica se gli A; sono disgiunti e i t; distinti (con
la condizione che se Ag = X\ A; & non vuoto, si accetta l’addendo Ox 4, che da
un contributo nullo).

Teorema 4.14. Sia f una funzione misurabile non negativa. Allora esiste una
successione crescente di funzioni semplici {f,} tali che Yx € X si abbia che

lim f,, (x) = f ().

Dimostrazione. Fissato n € N; si divide [0, n] in intervalli di ampiezza 27"; se

f assume valori maggiori di n, la si tronca ad n. Si ponga:

i—1 -1
an 7 Ton

< flz) < L per qualche € {1,...,n-2"}
_ Al
fo (z) =

n  se f(x)>n

Se f(x) = +oo, allora f,(z) =n Vn e duque si ha la convergenza.

Se f(x) < 4o0, allora per costruzione f,(z) — f(z) < 0 e definitivamente
|fn(x) — f(z)] < 277, e da questo segue la convergenza. Inoltre sempre per
costruzione f, < fn+1, quindi si ha la monotonia.

Tutte queste funzioni f,, sono semplici, perché assumono un numero finito di
valori e i loro insiemi di livello sono ottenuti da intersezioni di insiemi di livello
di f, dunque sono misurabili. O]

Corollario 4.15. Sia f misurabile, allora esiste una successione di funzioni
semplici {fn} tale che {|fn|} & crescente e hrf fulz) = f(z) Yz € X.
n—-+0oo

Dimostrazione. Per esercizio.
Suggerimento: si applica il teorema separatamente a f™ e f~. O

Corollario 4.16. Sia f misurabile e limitata, allora la successione f, definita
nella dimostrazione del teorema 4.14 converge uniformemente a f.

Definizione 4.12. Data una funzione f e una successione di funzioni {f,} su
uno spazio con misura (X, A, u), si dice che f,, converge ad f “quasi uniforme-
mente” se Ve > 0, IE € o tale che p(E) < ¢ e f, tende a f uniformemente

Teorema 4.17. (Teorema di Egorov-Severini)

Sia (X, o, u) uno spazio con misura finito e sia { fn} una successione di funzio-
ni misurabili che convergono quasi ovunque a una funzione f misurabile quasi
ovunque finita. Allora la successione {f,} tende a f quasi uniformemente.
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Lemma 4.18. Sia (X, <7, 1) uno spazio con misura finito e sia {fn} una suc-
cessione di funzioni misurabili che convergono quasi ovunque a una funzione
f misurabile quasi ovunque finita. Allora ¥Ye > 0,¥6 > 0, JA € & tale che
w1 (A) <6 ed AN intero tale che Yn > N, |f, — f| < e in X\ A.

Dimostrazione. Sia G,, < {reX: |fu(z)— f(x)] >c}esia E, = U G;. Si
ha dunque che Vn € N, E,, ;1 C E,,, dunque la successione e descrescérzl‘?e.

Sia z € X tale che |f(z)| < o0 e Er_irrl fn(z) = f(x). Allora 3N € N tale che
Vn > N, |fo(z) — f(z)] < € ovvero Vn > N, x ¢ E,. Dunque, per le ipotesi

di convergenza quasi ovunque ad una funzione quasi ovunque finita, si ha che

oo oo

I (ﬂ En> = 0 perché ﬂ FE,, ¢ contenuto nell’insieme di misura nulla in cui
n=1 n=1

non vale la convergenza. Essendo p (X) < +o0, per il teorema sulle successioni

decrescenti si ottiene che

nhlgou(En)zu(ﬂ En> =0

n=1

Dunque, in dipendenza di § > 0, 3N € N tale che pu(FEy) < 6. Sia dunque
A = Ey, allora

A={zxeX: 3k >N tale che |fi(z)— f(z)| > e}

Pertanto si ha che in X\ A, Vn > N, |f, — f| <e. O

Dimostrazione del Teorema di Egorov-Severini. Siano fissati n > 0 e m € N
poniamo € = L e § =7 -27™. Per il lemma 4.18 si ha che esiste A (n,m) tale

che u(A (n,m)) < 1n-27™ ed esiste N € N, dipendente da i ed m, tale che

Yk >N, |fr — fl <L suX\ A(n,m). Sia dunque E(n) def U A(n,m) ed in

— m
m=1
questo modo:

p(E) < f:u(A(n,m)) <7

m=1

Su X\ E si ha che ¥m € N, 3N (n,m) € N tale che V& > N, |fx — f] < L.

m

Per k — oo quindi sup |fx — f| tende a zero, e questo dimostra che, su X\ F,
zeX\E

{fn} converge a f uniformemente. O

Tra le varie ipotesi del teorema di Egorov-Severini, & importante notare
quella di finitezza della misura. Infatti, senza questa ipotesi, e facile verificare
che il teorema non ¢ piu vero. Considerariamo il seguente controesempio:

Sia X =R e sia {f,} una successione di funzioni cosi definita

I ('T) = X[n,n+1] (.Z’)
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In particolare Vz € R, la succes-
sione {f, (z)} & definitivamen-
te nulla, e pertanto la successio-
ne di funzioni {f,} tende pun-
tualmente alla funzione nulla
(che ¢ una funzione misurabile
ovunque finita).

fn(z)

n n+l

Tuttavia si ha che
v eN, u({lfa(@)—0/=1}) = u(ln.n+1) =1
Pertanto la successione non converge quasi uniformemente.

Definizione 4.13. (Convergenza in misura)
Sia {fn} una successione di funzioni misurabili e sia f una funzione misurabile.
Si dice che la successione {fn} converge a f “in misura” se e solo se

Ve > 0, nan;ou({xEX D () — f2)] 25}) =0

Lemma 4.19. Siano f e g due funzioni misurabili e sia {f,,} una successione di
funzioni misurabili che converge in misura sia a f che a g. Allora f(z) = g(x)
quast ovuUnNquUe.

Dimostrazione.
|f_g‘§|fn_f|+‘fn_g|
{If =gl =2} S{lfn = fl 2} U{|fu — gl > €}

Pertanto Ve > 0, {|f — g| > 2¢} ha misura nulla, ed in questo modo:

{f#9}= U{f—9|2i} = p{f#g}=0

keN

O

Teorema 4.20. Sia {f,} una successione di funzioni misurabili e sia f una fun-
zione misurabile. Se {f,} converge quasi uniformemente ad f, allora converge
ad f anche in misura.

Dimostrazione. Si ha per ipotesi che V6 > 0, 3E € & tale che p(E) < J e
frn — f uniformemente su X\ E. Dunque

Ve>0,3neN: VYn>n, |fn—fl<esu X\E

Allora si ha che
{lfn—fl=>e}CE, Vn>n

Quindi

p({o €X 5 |fule) = f(@)| 2 }) Sp(E) <6, ¥n27

Ovvero
Ve > 0, nlggou({x eX : |fulz) - flz)] > s}) —0.
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Corollario 4.21. Sia (X, o/, ) uno spazio con misura, sia f una funzione
misurabile quasi ovungue finita e sia {f,} una successione che converge quasi
ovungue a f. Se p(X) < oo allora {fn} tende a f in misura.

Esibiamo ora un controesempio per mostrare che, in generale, la convergenza
in misura non implica la convergenza puntuale. Per questo ricorreremo ad una
variante del controesempio utilizzato precedentemente. Sia dunque X =[0,1] e
sia {fn} -, una successione cosi definita:

f’ﬂ (l‘) = X[r-2=F,(r41)-2-%] (1‘)

dove k,r € N sono numeri naturali scelti con il seguente criterio: preso n sia
k tale che 2F < n < 2F e sia r tale che n = 28 + 7 e 0 < r < 2*. Si noti che
k — oo per n — oo. Le funzioni f,, cosi definite sono dunque nulle su tutto [0, 1]
eccettuato un intervallo di ampiezza 27 che si sposta lungo tutto I’intervallo
per 2F passi. Questa successione di funzioni converge dunque in misura alla
funzione nulla, ma, poiché ogni punto assume infinite volte sia il valore 0 che il
valore 1, la successione non ammette limite puntuale.

Definizione 4.14. Una successione di funzioni misurabili {f,} si dice “di
Cauchy in misura” se e solo se

ve> 0, lim p({r€X :|fal@) = ful@)] >} ) =0

Lemma 4.22. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
i. Ye>0, V0 >0, JneN: Vn,m>n,
u({z € Xt fa(@) = (@) 2 c}) <
1. Vp >0, IneN: Vn,m>n,
p({ze X |fu(@) = fu @) 2 m}) <7
Dimostrazione. Per esercizio. O

Teorema 4.23. Sia {f,} una successione di funzioni misurabili quasi ovunque
finite che sia di Cauchy in misura. Allora esiste una funzione misurabile f e
una sottosuccessione {fn, } che converge quasi uniformemente a f.

Dimostrazione. Per ipotesi si ha che Yk € N,3n (k) € N tale che si abbia
vn,m > n(k), p({z € X:|fu(z) — fm(z)] = 27F}) < 27%. Essendo inoltre
n({o €X: |ful@) = fun(@) 2 27%}) < p({w € X: |fu(@) = fnla)l 2 27571)
si pud considerare la successione {ny} = 7 (k) strettamente crescente.

o0
Sia inoltre Ej, def {x eX: |fnk (z) — fnkﬂ(a:)‘ > 2"“} e F,, def U E},. Consi-

k=m
deriamo dunque un generico x € X\ F,,, e siano j,k € N: j > k > m. Per la
disuguaglianza triangolare si ha che

Jj—1 j—1
o (@) = fo, ()] <D (@) = frp ()] D270 =27FF0 (1 2k
=k =k

da cui si ottiene che

kl_im sup |fnk (z) — In; (x)| =0
)70 2 eX\ Fp,
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ovvero che, per ogni m, su X \ F,,,, la successione {f,, } & di Cauchy uniforme-
mente e pertanto ammette limite uniforme. Sia dunque f il limite puntuale di

def
{fn,} esia F'= ﬂ Fon.

Essendo {Fm}fnozliuna successione decrescente di insiemi ed essendo inoltre
w(F1) = pu(E1) # oo, & possibile applicare il teorema 1.15 da cui si ottiene che
w(F)= lim p(F,,). Inoltre, si ha che

m—00

m—r 00 m—r oo m—r oo

+oo
lim p(F,)= lim p(U Ez> < lgnooz:u )< lim 2007™) =0

i=m

e dunque p (F) =0.
Definiamo la funzione f nel seguente modo

7/ def 0 sexeF
f) = { f(z) sexeX\F

Pertanto la sottosuccessione {f,,} converge quasi uniformemente a f, che ¢
misurabile. O

Lemma 4.24. Siano f,g e h delle funzioni misurabili, sia € un numero reale
strettamente positivo e siano A, B e C tre insiemi cosi definiti:

A {2 eX:|f(z) - g(x)] > &}

dcf

{z eX:|f(x) - h(x)| > 5}
c¥rrex: |h(x) — > £}
Allora si ha che p(A) < p(B) + u(C).

Dimostrazione. Si dimostrera che A C BUC. Vo € X : |f(z) — g(x)| > ¢, es-
sendo |f(z) — g(z)| < |f(z) — h(z)| + |h(z) — g(z)| per la disuguaglianza trian-
golare, si ha che |f(x) — h(x )| + |h(x) — g(z)| > e. Dunque uno dei due numeri
|f(z) = h(z)], |h(x) — g(z)| & maggiore di § e pertanto A C BUC. O

Teorema 4.25. Sia {f,} una successione di funzioni misurabili che convergono
in misura a f. Allora {f,} € di Cauchy in misura.

Dimostrazione. La dimostrazione & immediata utilizzando il lemma preceden-
temente dimostrato, per il quale l'insieme {x € X: |f,(x) — fm(2)] > €} & un
sottoinsieme di {z € X: |f,(z) — f(z)| > s} U{z € X |f(2) — fm(z)| > 5} la
cui misura tende a 0 per n ed m tendenti all’infinito. O

Teorema 4.26. Sia {f,} una successione di funzioni misurabili quasi ovunque
finite di Cauchy in misura. Allora esiste f funzione misurabile quasi ovunque
finita tale che {f,} converge a f in misura.

Dimostrazione. Per il teorema 4.23 esiste una sottosuccessione {f,, } che con-
verge a f quasi uniformemente, e per il teorema 4.20 si ha che {f,,} converge a f
anche in misura. Sian € N, consideriamo 'insieme {z € X : |f(z) — fn(x)] > &}
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contenuto in {m eX:|f(x) = fn, ()] > %}U{m e X | fn(x) = fr(z)| > %} per
il lemma 4.24. Essendo

lim g1 ({2 € X:1f@) = fo @) = S} U {o € X1 |, (@) = ful@) = 5 }) =0

n— oo

si ha che 1i_>m pw{zeX:|f(x) = fulz)| > e}) =0, da cui la tesi. O

Definizione 4.15. Una funzione h : R™ — R si dice “a scalino” se é una
n

funzione semplice che viene canonicamente rappresentata come h = g aiXU; s
i=1
dove Vi € {1,...,n}, U; é un'unione finita di intervalli.

Teorema 4.27. Sia A C R"™ un insieme misurabile tale che p(A) < +oo.
Sia f una funzione misurabile su A quasi ovunque finita. Allora Ye > 0 esi-
ste h : R™ — R tale che h é a scalino e p{x € X:|f(z) —h(z)| > e} < ¢ ed
esiste g : R™ — R continua, limitata e nulla fuori da un compatto tale che

plr e X:|f(z) —g(a)| > e} <e.

Dimostrazione. Essendo, per ipotesi, f una funzione quasi ovunque finita si ha
che, dal momento che p(A) < 400

lim p({eed:|f@)|=M})=n ( N> M}) = n({f = %00}) =0

M-+ v
In altre parole,

Ve >0, 3M (e) tale che u({xeA:|f(x)| zM(e)}) <e

Sia dunque fas def I X{zea:|f()<my- Essendo fis una funzione limitata, per
il corollario 4.16, si ha che esiste una successione di funzioni semplici {py}
che converge a fj; uniformemente. Sia ¢ = ¢, con n opportuno tale che
Ve e A, |p(x)— fu(z)] <e.

Siano inoltre, per semplicita di notazione,

(If-¢l>e} = {zeA:|f(x) - p(z) >}
(F# I} E {we A f(2) # fu(@)}
{fru—pl >} = {ze At |fu(@) —p(a)] >} =0
Si ha dunque
p(Ur—elzet) <u({r# ) +u({fw—¢l 22} ) <e+0=c

Essendo ¢ una funzione semplice, si puo rappresentare canonicamente come
m
p = E aiXg,;, con tutti gli a; reali minori di M e E; insiemi a due a due di-

i=1
sgiunti contenuti in A, e dunque con p(F;) < +o0o. Si ha che Vi € {0,...,m}
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€
esiste un unione finita U; di intervalli tale che p(E; A U;) < —. Sia dun-
m

m
que h & Zaixui. Mantenendo la notazione secondo la quale {h # ¢} o
i=1

{z € A: h(z) # o(x)}, si ha che {h # ¢} C U (E; A U;) e pertanto in misura

u({h#w}) <M<H(EiAUi)> <H;:€

Dunque, si ha che

p{lf =hlzep) <p(lf —elzeh) +n({h # ¢}) <2

e dunque la prima parte della tesi ¢ dimostrata a meno di sostituire € con 5.

Utilizziamo ora ’esistenza della funzione h per ricavare da questa una fun-
zione continua che soddisfi tutte le proprieta richieste dal teorema.

Restringiamoci momentanemanete al caso unidimensionale; ¢ possibile ap-
prossimare una funzione caratteristica x[4, di un intervallo [a,b] con una fun-
zione continua ¥ (x; a, b) in modo che quest’ultima differisca da x[q,5 al pitt per
un insieme di misura 2§ mediante la seguente definizione:

0 sex<a—9

z-a+d sea—0<xz<a
0

def
Vs (z5a,b) = 1 sea<z<b

b—l—(;—x seb<z<b+4

0 sex>b+9
bs
.
a—o9 a b b+§ T

E facile verificare che, come precedentemente affermato,

u({xeA:%(JC;a,b)#xw (x)}) =20
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Ritornando al caso n-dimensionale, consideriamo dunque il plurintervallo
I =la1,b1] X [ag,b2] X ... X [an, by]. Siha che la sua funzione caratteristica x
si puo scrivere come

XTI = X[a1,b1](T1) * X[az,b2] (T2) * -+ * X[an.bp] (Tn)

dove con z; si intende la componente i-esima del vettore z.
Sia gs la funzione:

95 () % 5 (w151, b1) - 5 (w25a2,b2) - . s (T Ay by

Si osserva che
limu({x €R": gs(x) # XI}> =0
5—0

Considerata ora una funzione f come in ipotesi del teorema, abbiamo gia

dimostrato che 3h = Zaj - X1, tale che Ve > 0, u({|f —h| > 5}) <e. Siha
j=1
inoltre che, Vj € {1,...,m}, esiste g; continua, nulla fuori da un compatto, tale

che M( {9; # x1, }) < = Definiamo g(x) def Zaj - g;(x). Questa funzione &
j=1

continua, limitata, nulla fuori da un compatto, ed inoltre

u({\f—gl >5}) < u<{|f—h| > e}) +u({h§ég}) <
< 5+Zm:u({xfj #gj}) = 2¢
j=1
e pertanto il teorema ¢ dimostrato. O

Corollario 4.28. Sia A C R" un insieme misurabile tale che p (A) < 4o00. Sia
f una funzione misurabile su A quasi ovunque finita. Allora esistono successioni
{hn} € {gn} di funzioni rispettivamente a scalino e continue tali che hy, — f e
gn — [ in misura e dunque quasi uniformemente.

Dunque una funzione misurabile ¢ “pressappoco” una funzione continua. Il
precedente teorema e il corollario ci danno un’interpretazione rigorosa di questo
“pressappoco”. Un’altra possibile interpretazione € quella che segue.

Definizione 4.16. Sia A C R", una funzione f : A — [—o0,+00] si dice
“quasi continua” se Ye > 0, esiste E C A misurabile tale che u(E) < € ed esiste
una funzione continua g : R™ — R tale che f =g su A\ E.

Teorema 4.29. (Teorema di Lusin in forma debole)

Sia A CR™ un insieme misurabile di misura finita e sia una funzione f : A —
[—00, +00] misurabile quasi ovungue finita. Allora si ha che Ve > 0, 3E C A
tale che u (E) < ¢ ed f é continua su A\ E.

Dimostrazione. Per il teorema 4.27 esiste una successione {g,} di funzioni con-
tinue che converge quasi uniformemente a f, ovvero 3 FE C A misurabile tale
che i (E) < € e {gn} converge uniformemente a f su A\ E. Poiché lo spazio
delle funzioni continue & metricamente completo, f & continua su A\ E, essendo
limite uniforme di funzioni continue. O
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Vediamo come si possa rafforzare il risultato ottenuto facendo ricorso a
questo risultato topologico.

Teorema 4.30. (Teorema di estensione di Tietze)

Sia X uno spazio metrico, sia Y un sottoinsieme chiuso di X e sia f: Y — R
una funzione continua e limitata. Allora esiste una funzione g : X — R
continua tale che gy = f.

Teorema 4.31. (Teorema di Lusin)
Sia A CR"™ insieme misurabile con p(A) < oo e sia inoltre f: A [—00, +x]
una funzione misurabile quasi ovunque finita. Allora f é quasi continua.

Dimostrazione. Dato che f & q.o. finita sappiamo intanto che Ve > 0 esiste
F1 C A misurabile tale che p(F1) < € ed esiste M > 0 tale che |f| < M su
A\ Fi. Per la prima versione del teorema di Lusin, esiste F5 C A misurabile
tale che p (F2) < € ed f ¢ continua e limitata su A\ (Fy UF3). Esiste F5 tale che
pu(F3) <eeG = A\ (F1UF;UF3) ¢ chiuso. Quindi f|; ¢ continua e limitata.
Per il teorema di Tietze esiste g continua e limitata su R™ tale che g = f.
Infine l'insieme dove g # f & contenuto in F = F;y UF, U Fy e p(F) < 3e. La
tesi segue sostituendo € con 3.

O
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Capitolo 5

Teoria dell’integrazione

5.1 Funzioni integrabili

Nei seguenti enunciati si considerano funzioni su un dato spazio con misura
(X, o, p).

n

Definizione 5.1. Sia ¢ = E a;XE, una funzione semplice nonnegativa in
i=1

rappresentazione canonica. Definiamo

def -
/so:Ejai-u(Ez-)
=1

k

Lemma 5.1. Sia p = Zaiin nonnegativa con E; a due a due disgiunti (gli
i=1

a; mon sono invece necessariamente distinti). Allora

/‘P:zi:ai',u(Ei)

Dimostrazione. Per ogni a € R, sia E, def U E;. Allora si ottiene che

a; =«

= g aXE, €, in particolare, questa rappresentazione ¢ quella canonica, es-

«@
sendo E, # 0 solo per un numero finito di «. Dunque vale che

/so=zau(Ea)

a€R

Se esiste ¢ tale che a; = o, F, = U F; si ha che

a; =«
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e dunque

ap(Ee) = Y aip(E;)

a; =
In conclusione si puo riscrivere 'integrale come
/SOZ > > ain(E)
a a; =«

di cui, scegliendo solo gli indici diversi da 0,

k
/90 = ain(E:)
i=1
O

Lemma 5.2. Siano ¢, 1 funzioni semplici non negative, siano a, b due numeri
reali positivi, allora si ha che

/(a<p+bz/)):a/<p+b/w

n m
Dimostrazione. Siano @ = g aiXE;, € Y = E bjxF; le rappresentazioni cano-
i=1 j=1

niche delle due funzioni semplici e siano Gj; RN F; a due a due disgiunti.

Pertanto ¢ = >, aixa,; € ¥ =, ;bjXc,,- Si ha dunque che
ap +p = Z (aaj + bbj) xa,;
4,3

e dunque

/(a90+b1/1)ZZ(aajerbj)/i(Gij)ZG/SDer/dJ

2%
O

n

Corollario 5.3. Sia ¢ = Zcixpi, con ¢; > 0 e Fy famiglia di insiemi
i=1

misurabili non necessariamente disgiunti. Allora

/<P = i:ciﬂ(Fi)

Definizione 5.2. Sia f una funzione misurabile non negativa, definiamo

/f:sup{/gp:gpésempliceeOSQOSf}

Con questa notazione si da per sottointeso che Uintegrale é fatto su X rispetto
a p. Quando, per evitare ambiguitd, si dovra specificare lo spazio e la misura si

scrivera | fdu.
X
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Osservazione. Se f < g allora /f < /g per le proprieta del sup.

Se c € R, allora /c -f<e- /f per le proprieta del sup.

5.2 Teoremi di convergenza

Lemma 5.4. (Lemma di Fatou)
Sia {fn},_, una successione di funzioni misurabili non negative che converge
quasi ovunque a una funzione misurabile f. Si ha che

Dimostrazione. Si tratta di dimostrare che V¢ semplice tale che Vx € X, valga
la seguente disuguaglianza 0 < ¢(x) < f(z), si ha che

/gogliminf/fn
n— 00

Si distingueranno due casi /cp =400 e /go < +o0.

k k
e Sia /gp = +00. Sia dunque p = ZaiXEm si ha che /cp = Zai,u (E;) -
i=1 1=1
Inoltre, esiste i € {1,...,k} con a; # 0 tale che pu(F;) = oco. Quindi
esistono un insieme A misurabile ed un numero positivo a € RT tali che
p(A) =+occep>asu A (ad esempio A =FE; e a = % ).

Per quasi ogni & € A si ha che

lim f,(x) = f() > o(z) > a

n— oo

Sia dunque

A, E (N {fr=a}

k=n

Dalle affermazioni precedenti segue che per quasi ogni z € A, In tale che

(o)
x € A, ovvero esiste F' misurabile con u (F) = 0 tale che A\ F C U A,
n=1
Ora, dato che {4,,} & una successione crescente,

limp oot (An) = 1 (UnAn) > p(A\F) = p(A) = +o0

Quindi si ha che lim p(A4,) = +oo. Osserviamo anche che una funzione
n— oo

fn sull’insieme A,, & sempre maggiore di a, proprio per definizione di A,
da cui f, > a- xa,. Dunque possiamo concludere che

/fnz/a'XA”:a'M(An)
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e di conseguenza

da cui la tesi

Supponiamo ora che / ¢ < 00. Nel caso in cui / ¢ =0 la dimostrazione

k
e ovvia. Sia allora ¢ = Z a;x g, tale che u (E;) < oo per ogni ¢ tale che
i=1
a; > 0.
Definiamo inoltre I'insieme A4 % {z € X : ¢ (x) > 0}; per le considerazio-
ni precedenti u (A) > 0. Sia quindi € > 0 e sia M def max (¢ ().
(IS

Considerata dunque la funzione (1 — ¢) @ si definisce

+oo
A E N {f = -e)¢}

Chiaramente vale che Ay C Aj41, da cui anche A\ Ag41 C A\ Ag. Inoltre

per quasi ogni z € A, lim f, (z) = f(z) > ¢ (z) > (1 —€) p (x) e dunque
n—oo

per quasi ogni « € A si ha che definitivamente vale f, (z) > (1 —¢) ¢ (z),

ovvero esiste F' insieme misurabile con p (F') = 0 tale che

A\ (U An> =F
Utilizzando alcune uguaglianze insiemistiche si ottiene

F=A\ <UAn> =((A\ 4,)

n

da cui

u(ﬂ(A\An)> =u(F)=0

n

Ora {A\ A,} & una successione decrescente di insiemi contenuti in A e
w1 (A) < oo. Sussistono dunque tutte le ipotesi per applicare il teorema
1.15, dal quale si ottiene

lim p(A\A) = p (ﬂ(A\An)> =0
Dal limite segue che I3n=n(e) : Vk e N, k > n, p(A\ Ax) <e. Consi-

derando che ¢ = x4, + ¥Xa\4, € dunque pxa, = ¢ — PXa\4,, si ha
che
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fk: fk?xAk
(1 - E) PX Ak
(1—¢) (¢ — pxara,)

(1—¢)p —pxa\a,

VIV IV IV

Per il Lemma 5.2, /go = /SDXAk +/g0XA\Ak da cui

(1—6)/¢XAk2(1—5)/@—/<px,4\,4k
/ka(l_E)/‘P_/SDXA\Ak

ovvero posto M il massimo segue

[rza-9 [o-ar=[o-c([oru)

def

definendo ¢ = / @ + M si puo riscrivere la disuguaglianza precedente

[z [o-ccvbzne

Quindi liminf [ f, > /<p — ce che, per arbitrarieta di €, implica
n—oo
liminf/fn > /cp
n—o0

Il lemma di Fatou e ottimale per le ipotesi, poco restrittive, che abbiamo
posto sulla successione {f,,}. Pilt avanti verranno forniti dei teoremi che affina-
no il risultato sotto maggiori ipotesi. Si preferisce prima, tuttavia, fornire un
esempio di come non valga I'uguaglianza nella tesi del lemma di Fatou e di come,
nello stesso tempo, la convergenza delle funzioni non implica che la successione
degli integrali abbia limite (da qui la necessita di usare il limite inferiore).

Sia infatti X = R e {f,} una successione di funzioni misurabili cosi definite:

fo(z)=(2+ (_1)n) X[n,n+1] (z)

che tendono alla funzione nulla puntualmente su tutto ’asse reale. Sia dunque f

e quindi

come

O

la funzione nulla. Si ha che / f = 0. Invece, per quanto riguarda la successione

o= 3 sen e pari
"7 1 1 sen & dispari

Quindi la successione { [ f,,} non converge e lim inf / fn = 1, valore stretta-
n—oo

si ha

mente maggiore di / f=0.
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Teorema 5.5. (Teorema della convergenza monotona o di Beppo Levi)
Sia {fn} una successione crescente di funzioni misurabili non negative, allora

/ lim f, = lim [ fa

n—oo n—oo

Dimostrazione. Notiamo che essendo {f,} crescente, lim f,(x) esiste in ogni
n—oo

punto z. Sia f 2f Jim fn, [ risulta misurabile e per ipotesi Vn € N, f,, < f e,
n—oo
di conseguenza, [ f, < [ f. Inoltre, essendo la successione { [ f,} monotona,
si ottiene l'uguaglianza liminf [ f, = lim [ f,.
n—oo n—oo

Applicando il lemma di Fatou si ha
/fgliminf fn:hm/fng/f
n—oo n—oo

[ =t [ 1,

da cui si ottiene

O

Proposizione 5.6. Siano f, g funzioni misurabili non negative; Ya, b > 0 si ha

/(af+bg>:a/f+b/g

Dimostrazione. Siano {@,}, {t,} due successioni crescenti di funzioni semplici
tali che lim ¢, = f e lim ¢, = g. Allora {ap, + bp,} & una successione
n—oo n—oo

crescente di funzioni semplici tali che lim (ap, + b),) = af + bg. Applicando
n—oo

ripetutamente il teorema di Beppo Levi:

/(af +bg) = lim [ (ap,+bhy)

I
S
~
+
(=
—
@

O

Corollario 5.7. Sia {f,} una successione di funzioni misurabili non negative,

allora . .
/;h:;/h

N
Dimostrazione. Segue dal fatto che la successione delle somme parziali {Z faln

n=1
€ una successione crescente di funzioni misurabili nonnegative. O
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Definizione 5.3. Sia E un insieme misurabile ed f una funzione misurabile

non negativa, allora poniamo
def
[ [
E

Esercizio 5.1. Sia f misurabile non negativa, VE € &, si ponga
o) [ g
E

Esercizio 5.2. Sia f una funzione misurabile non negativa, si dimostri che
J [ =0 seesolose f=0 quasi ovungue.

Si dimostri che v ¢ una misura.

Lemma 5.8. (Lemma di Fatou, seconda versione)
Sia {fn} una successione di funzioni misurabili non negative. Allora

/ liminf f,, <liminf [ f,

n—oo n—

Dimostrazione. Si ha che, per definizione,

liminf f,, = sup inf fy
n—00 n k>n

Si definiscono le funzioni ot
gn () = Qnf fi ()

La successione {g,} & una successione crescente di funzioni misurabili non ne-

gative. Si definisce inoltre f 4 Jim gn, = liminf f,. Per il teorema di Beppo
n—oo n— oo

/#ﬂm o
n—oo

inoltre, essendo g, < fy, si ha [ g, < [ f,, da cui la tesi

/f: lim [ g, Sliminf/fn
n—oo n—oo

Levi

Definizione 5.4. Una funzione misurabile f non negativa di dice integrabile se

esolose/f<oo.

Definizione 5.5. Una funzione misurabile f si dice integrabile se f, f~ sono

entrambe integrabili e si pone /fdéf /f+ — /f_.
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Proposizione 5.9. Valgono le sequenti affermazioni:

e Siano f, g due funzioni integrabili e a, b due numeri reali, allora af + bg
¢ integrabile e vale [(af +bg) =a [f+b[g.

e Sia h una funzione misurabile e f una funzione integrabile, se |h| < |f]
allora h é integrabile.

e Siano f, g due funzioni integrabili e f < g, allora /f < /g.
Dimostrazione. Per esercizio O

Teorema 5.10. (Teorema della convergenza dominata o di Lebesgue)

Sia {fn} una successione di funzioni misurabili tali che esiste una funzione f

misurabile per cui lim f, = f quasi ovunque. Se esiste una funzione g non
n—oo

negativa integrabile tale che Vn € N, | f,| < g, allora esiste

lim [ f,

e vale
lim fn :/f
n— oo

Dimostrazione. Si ha che le funzioni g — f,, e g + f,,, per ogni n, sono funzioni
misurabili non negative. Dunque, applicando il lemma di Fatou,

/nli_{rgo (9= fn) < linrggf/(g_fn)

/ lim (g+ fn) Slinrggf/(g+fn)

n—oo

e successivamente utilizzando la linearita dell’integrale rispetto alla funzione

integranda
/g—/ lim fné/g—limsup/fn
n—0o0 n—00
/g+/ lim fng/g—l—liminf/fn
n—oo n—oo

e, per la definizione di f,

/g—/fﬁ/g—ligsogp/fn
/g+/f§/g+li7{r_1>iogf/fn

semplificando le due disequazioni e invertendo i segni nella prima

“ﬁso‘ip/fn é/f
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da cui, ovviamente

/félanigf/fnéliﬂsogp/fnﬁff

Quindi esiste lim / fn e vale / f= lim / I O
n—oo n—oo

Teorema 5.11. (Teorema di derivazione sotto integrale)
Sia (X, 7, 1) uno spazio con misura, siano a, b € R con a < b e sia f una
funzione definita su X x [a, b] tale che

o Vi€ [a,b], f(-t) é misurabile.
o Vx X, f(x,-) é derivabile.

e FEsiste g funzione integrabile non negativa su X tale che

w01+ |5 0] < 960

allora %f (-, t) & integrabile, / f(z,t) du(x) é derivabile in t e vale
X

@ [f@n @ = [ S du

Dimostrazione. Per esercizio. O

Proposizione 5.12. Si consideri f funzione integrabile su X, allora linsieme

{r eX : f(z)#0} & o-finito.
Dimostrazione. Si ha che
> 1
o= >0 =U =1l
n=1
ed inoltre )
12 X122y

Dunque, passando agli integrali,

/Ifl > / (ixwm}) = %“ ({Ifl ” ;D

da cui si ottiene che per ogni n

n ({1115 2) =0 f11<00

Dunque ogni insieme p ({\ fl> %}) ha misura finita, e la loro unione, come
mostrato dalla prima equazione, ci da {f # 0}. O
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Nella proposizione precedente abbiamo fatto uso di un argomento che ricor-
rera anche nel seguito. Enunciamolo nel seguente teorema.

Teorema 5.13. (Disuguaglianza di Chebyshev)
Sia f una funzione misurabile non negativa, allora Yt > 0, vale la sequente
disequazione:

1
w(ir=0)<g [1

Dimostrazione. Si ha subito che

f=t- X0

e dunque passando all’integrale

/f2t~u({f2t})

e dividendo per t si ha la tesi. O

Proposizione 5.14. Sia f una funzione integrabile, per ogni e >0, AM >0 e
una funzione integrabile far tale che |far| < M per cui [|f — fu| <e.

Dimostrazione. Per ogni M > 0 poniamo

ot M se f(z) > M
fu (@)= q flx) se —M< f(z) <M
-M  se f(z) < —M

Si ha che la successione monotona di funzioni {| fas(x)|} converge a |f| dal basso
e dunque si pué applicare il teorema di Beppo Levi ottenendo che

i [1l= f1n

f-M se f(x) > M
f—fu= 0 se —M< f(x) <M
f+M se f(z) < —-M

Si ha dunque che

e quindi
= futl = 0 se |[f(z)| <M
ML =M se |f(2)] > M
Quindi, per i valori che assume |fy|, si verifica che |f — far| = |f] = [fm]-

Passando all’integrale

J15 == [111= [ 11

Facendo tendere M all’infinito si ha

i [17 = pul= [11= g [1rul= [11= [151=0

E dunque, utilizzando la definizione di limite, Ve > 0, IM > 0 tale che
/ |f — fu) < e, e dunque il teorema & dimostrato. O
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Teorema 5.15. (Assoluta continuita dell’integrale)
Sia [ una funzione integrabile, Ve > 0, 3§ > 0 tale che VA € o con u(A) <6

siha/ If] <e.
A

Dimostrazione. Sia M = M () e sia fy; definita come nella precedente propo-
sizione 5.14. Si ha dunque che VA € &

/A\fm < Mu(4)

S1a6—Mes1aAeszftalecheu(A) <4,

/|f|</ ([fael + [f = [l /|fM|+/|f fM\</|fM|+/|f ful

Per la proposizione 5.14 si ha che / |f — fu] < e, dunque

/A|f|§/A|fM|+/X|f—fM|SMM(A)+6:2E

La tesi segue a meno di sostituire € con £/2. O

Esercizio 5.3. Si enunci e si dimostri una versione del lemma di Fatou e una
del teorema di convergenza dominata per successioni {fn} -, convergenti in
misura.

5.3 Integrale di Riemann e di Lebesgue

Teorema 5.16. Se f ¢ una funzione definita su [a,b] — R limitata e inte-
grabile secondo Riemann, allora é integrabile secondo Lebesgue e gli integrali
coincidono.

Dimostrazione. Indicheremo, per semplicita di notazione, con / f lintegrale

secondo Riemann mentre con f Vintegrale secondo Lebesgue.
[a,b]
Ricordiamo preliminarmente la definizione di integrale secondo Riemann: f &

integrabile secondo Riemann se l'integrale inferiore

b
/fdifsup{/ @:wascalino,@gf}

e 'integrale superiore

/def {/b . L }
J = inf ¥ 11 a scalino, ¥ > f

sono coincidenti e in tal caso si pone

/abfd:ef/fsz.
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Pertanto, se f & integrabile secondo Riemann, si possono costruire due succes-
sioni {¢,} e {¢,} di funzioni a scalino tali che Vn € N, ¢, < gpn_,_l < f<

Yn+1 < ¥, e in modo che si abbia lim Pn = / f = lim 1/)n Sia-

n— oo n— 00
def . — def .
no f = nh~>1rolo onef= nh~>1rolo Py per quanto affermato dal teorema 4.11 sono

entrambe funzioni misurabili rispetto alla misura di Lebesgue e sono tali che
J < f < f. Inoltre, per il teorema della convergenza dominata

b b
/ i: lim Yn = lim / g@nz/ f
[a,b] n—oo [a,b] n—oo a a

in modo del tutto analogo si ha che

b b
/ f: lim P, = lim / wn:/ f
[a,b] n=00 Jla,b] n—oo f, a

Dunque, essendo / (f — f) =0, per quanto visto nell’esercizio 5.2, si ha che
[a,b] o

f= f quasi ovunque e pertanto f = f quasi ovunque. Quindi f ¢ misurabile,

ed inoltre ,
fowt= L= Lt L
[a,b] la,b] la,b] a

Il seguente risultato caratterizza le funzioni integrabili secondo Riemann attra-
verso 1'uso della misura di Lebesgue.

O

Teorema 5.17. Sia f : [a,b] — R una funzione limitata, allora f & integrabile
secondo Riemann se e solo se linsieme dei punti di discontinuita di f ha misura
nulla secondo Lebesque.

Dimostrazione. Supponiamo f integrabile secondo Riemann. Allora esistono

due successioni di funzioni a scalino {¢,} e {¢,} tali che Vn € N, ¢, < @n11 <
b

f < ny1 < einmodo che si abbia lim / Yn = f= lim ¥p,. Siano
n—oo a a a

n—oo
f Lef supgn, e f 4 inf . Quindi si ha f—f = 0 q.o.. Sia Z I'insieme di misura
L . p S

nulla dove f > f. Sia I'}, Iinsieme finito dei punti di discontinuita di almeno una
delle funzioni ¢, ..., ¢k, ¢1,...,%,. Chiaramente T';, C T'yy; per ogni k. Sia
I' = UgT'g, I' &€ numerabile quindi ha misura di Lebesgue nulla. Sia FF =T U Z,
sia ¢ € (a,b) \ F e supponiamo per assurdo che f non sia continua in z.
Allora esiste € > 0 tale che per ogni 6 > 0 esistono 2/, 2" € (x —d,z+ ) tali che
f(@")—f(2') > e. Dato che x ¢ T, per ogni k, = ¢ T'y, che & finito, e quindi esiste
§ = §(k) tale che dist(z,T'y) > d. Allora ¢, 1y, sono costanti in (x — 6,z + 0).
Pertanto pi(x) = pr(z') < f(2') < f(2") —e < Yp(2") — e = Yp(x) — . Cioe
or(r) < i(x) — € per ogni k, ovvero f(z) < f(z) — ¢, ossia x € Z, il che &
assurdo. B

Viceversa, sia f continua quasi ovunque. Consideriamo una successione di

funzioni a scalino {py} minoranti f tali che limy_, fab ¢r = [ f. Poniamo
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dove IF,... )T ]}k sono intervalli disgiunti. Non e restrittivo supporre che
def k
pr = max((I;) — 0 per k — oo,
J
k .
aj = 1Ir}.cf .

Analogamente si pud procedere con funzioni a scalino {¢} maggioranti f e

tali che limg_, f; Y = Tf Quindi (eventualmente raffinando la partizioni
individuate prima) possiamo porre

Ji
= LIV
¢k - ng] XIJ}‘
j:

dove gli Jk sono come sopra e vale
b? =supf .
1t
Sia  un punto di continuita per f. Per ogni £ > 0 esiste § > 0 tale che se I &
un intervallo tale che 2 € T e £(I) < § si ha
supf—inff<e.
I I
Sia allora K = K (e) tale che py < § per ogni k > K . Quindi
Yp(x) — or(x) <e VB> K .
In altri termini
lim (¢ (2) — @r(z)) =0,
k— o0
ovVVero
lim (¢ — k) =0 q.o. su [a,b] .
k—o0

Inoltre [y — x| < 2supy, p | f| < co. Quindi per la convergenza dominata

Ji-[r=pm [we0=0.

ovvero f e integrabile secondo Riemann. O

Abbiamo dunque dimostrato che ogni funzione integrabile secondo Riemann &
integrabile secondo Lebesgue. Inoltre abbiamo caratterizzato le funzioni integra-
bili secondo Riemann facendo proprio ricorso alla misura di Lebesgue. Questa
caratterizzazione ci mostra anche che nell’ambito delle funzioni limitate su un
intervallo limitato, la classe delle funzioni integrabili secondo Lebesgue & piu
ampia. La funzione di Dirichlet ne & un esempio.

1 sexeQ

f(x):{ 0 sexe(R\Q)
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La funzione f(z) & chiaramente integrabile secondo Lebesgue, perché & quasi
ovunque la funzione nulla. Invece, su ogni intervallo limitato I'integrale secondo
Riemann di questa funzione non esiste perché integrale superiore e inferiore sono
diversi.

Vediamo di estendere il confronto con l'integrale di Lebesgue su intervalli
della retta all’integrale improprio, cioe nei casi di funzioni illimitate su intervalli
limitati o di funzioni definite su intervalli illimitati. Per chiarezza, fissiamo 1’at-
tenzione su quest’ultimo caso. Considerazioni analoghe si possono fare nel caso
di funzioni definite su un intervallo limitato che sono illimitate ad un estremo.
Richiamiamo la definizione di integrale improprio.

Consideriamo f : [a, +00) — R che sia integrabile secondo Riemann su ogni
intervallo finito [a, b] con b > a. Si dice che f ha integrale improprio convergente
se esiste finito il limite

Jim / ! fa)dn

b——+o0

+oo def b
[ [ s

Si dice poi che f ha integrale improprio assolutamente convergente se |f| ha
integrale improprio convergente. Col criterio di Cauchy si verifica facilmente
che l'assoluta convegenza implica la convergenza semplice. Diamo un esempio
che mostra come non sia vero il viceversa.

Si consideri infatti la funzione

e si pone

sinx

sex #0
fz) =

1 sex =0

Si verifica facilmente che f(z) ¢ definita su tutto l’asse reale ed ¢ continua, e
pertanto integrabile secondo Riemann su ogni sottointervallo limitato. Preso

b > 1 calcoliamo
b 1 b
/f(x)da::/ f(x)dx—F/ -
0 0 1 X

integrando per parti, si ottiene

1 b b
COS T cos &
_/0 f(:z:)d:c—i—{— . L+/1 = dz

Ora, vale la maggiorazione

COoS T

e quest’ultima funzione ha integrale improprio assolutamente convegente su
[1,+00) quindi esiste finito

. b cosz T cosz
lim 5 dr = 5 dx
b—+4o00 1 x 1 X

1
<5l
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e di conseguenza esiste finito

. b e ) % cosw
lim /0 f(x)dm—/o f(.%‘)dx—FCOb(l)—l—/l dx

b——+oo 2

Dunque f ammette integrale improprio convergente su [0, 4+00]. Tuttavia non

si ha convergenza assoluta. Infatti, preso k =1,2,..., si ha
M > L ina iz € [k, (k + L]
sinz er ogni x
e quindi
(k+1)m
li dz >
ey |f(z)|dz =
T k 1 s
> x)|dr + lim 7/ sin xdx =
> [ 1) A S G

T +oo 2

Stabiliamo ora il seguente risultato di confronto tra integrale improprio e di
Lebesgue.

Teorema 5.18. Sia [ : [a,+00) — R una funzione integrabile secondo Rie-
mann su ogni sottointervallo limitato. f ha integrale improprio assolutamente
convergente se e solo se [ é integrabile secondo Lebesgue su [a,+00) e in tal

caso vale
+oo
/ f= f. (5.1)
a la,+00)

Quindi I'esempio precedente mostra che ci sono funzioni dotate di integra-
le improprio (convergente solo in senso semplice, non assoluto) che non sono
integrabili nel senso di Lebesgue.

) . . def . .
Dimostrazione. Poniamo gy = | fIX[a,n) PE Ogni N = 1,2,.... f ha integrale
improprio assolutamente convergente se e solo se esiste finito

N

Jim [ @

Ora segue dal teorema 5.16 che

KN.ﬂxwm::%;ngN

e {gn} & una successione crescente di funzioni misurabili che ha limite | f|, quindi
per la convergenza dominata,

N
lim wmm:/ 7l

N—+oco a [a’+oo)
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Ovvero f ha integrale improprio assolutamente convergente se e solo se f &
integrabile secondo Lebesgue. Inoltre, se f & integrabile secondo Lebesgue, per
ogni successione {b,,} — 400, si ottiene

b’Vl
f@dr= [ P [
a [a,4+o0) [a,+00)
grazie alla convergenza dominata, ovvero vale (5.1). O
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Capitolo 6

Misure prodotto

In questo breve capitolo affronteremo il problema di come definire una misura su
un insieme ottenuto tramite prodotto cartesiano di due spazi di misura completi.

6.1 Prodotto di spazi con misura

Definizione 6.1. Siano (X, o7, u) e (Y,%B,v) due spazi con misura completi.

Sia % {AxB : Ac o/, Be RB}. Gli elementi di # si dicono “rettangoli
misurabili” di X x Y.

Proposizione 6.1. L’insieme % definito nella proposizione precedente é una
semialgebra.

Dimostrazione. Dimostriamo che gode di tutte le proprieta di una semialgebra

e Siano (A x B) e (C x D) due elementi di Z.

Allora si verifica che (A x B)N (C x D) = (ANC) x (C'N D) e pertanto,
essendo (ANC) € o/ e (BND) e A, sihache (Ax B)N(C x D) € %.

o Sia (AxB) € #Z. Allora ¥(AxB) = (Xx%(B))U (¢ (A) xB), e
quindi il complementare & unione disgiunta finita di elementi di Z.

O

Definizione 6.2. Per ogni A x B € %, definiamo una funzione d’insieme A

come X\ (A x B) def w(A) - v (B), sottintendendo che A (A X B) = 0 se uno dei

due fattori p(A),v (B) é nullo (anche se laltro é = oo!).
Teorema 6.2. La funzione d’insieme A & una misura sulla semialgebra X .

Dimostrazione. Sihache A (() = X (0 x 0) = pu (0)-v (@) = 0, e pertanto la prima
proprieta € dimostrata. Rimangono da dimostrare le proprieta di additivita
finita e la subadditivita numerabile. Dimostreremo in una sola volta la proprieta
di additivita numerabile, che implica entrambe le proprieta che ci servono.

Sia dunque {4; x Bi}fil una successione di rettangoli misurabili disgiunti
o0

tali che Ufil A; x B, € Zesia Ax B def U A; X B;. Per ogni x € A fissato
i=1
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e per ogni y € B esiste un unico indice 4 tale che (z,y) € A; x B;, dunque
poniamo Vz € A

Imdéf{iEN : dy € B per cui (x,y) € A; X B;}

Si ha dunque che

Vo€ A, |J Bi = B ed inoltre Vi, j € I, i # j, BiNB; =0
i€ly

Essendo pertanto un’unione disgiunta, valgono le seguenti uguaglianze (I’ultima
¢ data dal teorema di convergenza monotona):

DA B) = > u(Ai)v(B)

- / S0 (Bi) xa, (@) du
X

i=1

Considerando ora che x € A; se e solo se i € I, se x € A si ha:

Y v(Bi)xa (@)=Y v(Bi)xa, (@)=Y v(Bi)=v(B)

i€l i€l,

o0

[

1=

Se invece x ¢ A: -
> v(Bi)xa(x) =
i=1

Dunque Vz € X si ha che:

> v (Bi)xa,(x) = v (Bi) xa(e)

=1

si ottiene che

ZA(AixBi):/XV(B)XAdu:u(B)u(A):/\(AxB)

O

A partire dalla misura A sulla semialgebra &% si puo costruire mediante il
procedimento di Caratheodory una misura su X x Y, che si indica con pu X v, ed
una corrispondente o-algebra, che si indica con &7 x 2, costituita dagli insiemi
in X X Y che sono A\*-misurabili, dove A* ¢ la misura esterna indotta da .

Ci si chiede ora come determinare la misura di un sottoinsieme del prodotto,
usando misura e integrale sugli spazi X e Y.
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Definizione 6.3. Sia E C X x Y, allora preso x € X si pone:
E,={yeY: (z,y) € E}

FE, ¢ detta x-sezione di E.
Analogamente presoy € Y si pone:

E,={zeX: (z,y) € E}

E, ¢ detta y-sezione di E.

Osserviamo che vale
xe (%,y) = xg, (y) = X8, (T)

Lemma 6.3. Sia E € Zys; per ogni x € X, E, e v-misurabile.

Dimostrazione. Se E € %, allora E = A x B. Allora Vx € A

XE, (y) = xe(2,y) = xaxs(,y) = xa(2)xB(Y) = xB(Y)

Se invece z ¢ A, xg,(y) =0 e quindi xg, (y) € misurabile, di conseguenza E,, &
misurabile.

Sia ora E € Z, , dunque E = U E;, con E; € Z.
i=1

XE. () = xe(z,y) =sup xg, (z,y) = sup x(g,), ()
€N 1€EN

Applicando il teorema 4.11, si ha che xg, ¢ misurabile, essendo sup di funzioni
misurabili, da cui nuovamente E, e misurabile.

Infine, se E; € %55, allora £ = ﬂf; E; con E; € %Z,. In modo analogo al caso
precedente

xe, (y) = xe(z,y) = inf x&, (z,y) = inf x(m). (y)

e, sempre grazie al teorema 4.11, si ha che xg, ¢ misurabile, essendo inf di
funzioni misurabili. O]

Lemma 6.4. Sia E € Zys5, con px v (E) < 0. Sia g(x) = v (E;); allora g(x)
e pw-misurabile e vale

/g(x)du:uXV(E)
X

Dimostrazione. Se E € & il lemma ¢ verificato: se F = A x B, E, = B se
x € A, mentre E, = ¢ se x ¢ A, quindi g(z) = v(B)xa(z).

[ee]
Supponiamo ora che E € %,, allora E = U E; con E; € %. Senza ledere

i=1
di generalita, possiamo supporre che gli F; siano a due a due disgiunti. Siani
inoltre F; = A; X B; e sia g;(z) = v(B;)xa,(x). Si ha che

g(z) = Z gi(x)
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Quindi g & somma di funzioni misurabili non negative, dunque & misurabile e

ég@MM;;A%dM;;”WUMMXV@)

Si noti che non si & ancora usata l'ipotesi che pu x v(E) < co. Questa diventa
o0

pero essenziale quando si suppone che E € %5, ovvero £ = ﬂ E;,con E; € %Z,.
i=1

Dato che p x v(E) < oo si pud scegliere E; tale che p x v (Fp) < oo e inoltre
E;+1 C F; per ogni i. Se non dovesse essere cosl ci si puo ricondurre a questo
caso definendo induttivamente E;, ; = E;;1 N E] per ogni i ed Ej = Ep, perché
effettuando intersezioni finite si rimane all'interno di %Z,. Sia g;(x) = v ((£;),),
e dunque le funzioni g; formano una successione decrescente di funzioni, g; >
Giti Vi.

Si prova che g(x) = lign gi(x) per quasi ogni € X: infatti

/gldﬂ:,uxu(El)<—|—oo
X

dunque g; € quasi ovunque finita; sia ¢ € X tale che g;(x) < +o0; allora {(E;).}
& una successione descrescente di insiemi e v ((E1),) = g1(z) < 400, quindi:

9(z) =v(E) =v (ﬂ(Ez)T> =limv((E;),) = limg;(x) per qo. x
ieN ! !

quindi si ha Daffermazione precedente; essendo Y completo, g & misurabile,

perché & quasi ovunque uguale ad una funzione misurabile; allora 0 < g; < g1 e

g1 € integrabile, dunque si puo applicare il teorema di convergenza dominata e
si ottiene che

/gdu /hmgzdu—hm/gzdﬂ—hmuxy( ,uxy<ﬂE> = uxv(FE)

O

Lemma 6.5. Sia E C X XY tale che ux v(E) = 0; allora v(E,) = 0 per quasi
ogni = € X.

Dimostrazione. AF € H,5 : E C F e p x v(F) = 0; allora per quasi ogni
z € X, v(F,;) =0, E, C F, e quindi per la completezza di Y anche FE, &
misurabile e v(E,) = 0. O

Proposizione 6.6. Sia E C X x Y pu x v-misurabile e tale che u x v(E) <
+00; allora per quasi ogni x € X, E, ¢ misurabile, la funzione g(z) = v(E,) ¢

u-misurabile e vale /gdu =pux v(E).
X
Dimostrazione. 3F € %ys : E C F e puxv(F) =uxv(E); sia G=F\E;

allora u x v(G) = 0 perché gli insiemi F ed F' hanno misura finita. Si ha che per
il lemma precedente v(G,) = 0 per quasi ogni z e vale

) = w(F) = o< ()
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Sia z € X tale che v(F,) < 400 ed anche v(G,) = 0; allora E, = F, \ G,
quindi si ha che v(FE,) = v(F;) per quasi ogni x, e dunque:

/ngu - /Xu<Em>du - /qu@) dyi = p x v(E)
O

Questa proposizione implica facilmente una versione astratta del principio
di Cavalieri

Corollario 6.7. (Principio di Cavalieri)
Siano E, F p x v-misurabili e di misura finita; se vale che v(FE,) = v(F;) per
quasi ogni x, allora p X v(E) = u x v(F).

Teorema 6.8. (Teorema di Fubini)
Siano (X, o/, p) e (Y, B,v) due spazi con misura completi. Sia f = f(x,y) una
funzione p X v-integrabile; allora:

1. per quasi ogni © € X, f.(y) = f(xz,y) é v-integrabile
2. per quasi ogniy € Y, fy(x) = f(x,y) é p-integrabile

3.z / f=(y)dv(y) & p-integrabile
Y

4.y / fy(x)du(z) é v-integrabile
X

5. walgono le formule di riduzione:

[ temapnen = [ ([ foaw) ae)

_ /Y(/Xfy(ac) d,u(x)) dv(y)

Dimostrazione. Si dimostrano i punti 1, 3, e la prima parte di 5, perche i ruoli
di X ed Y sono scambiabili.

Sia f = xg con u X ¥(E) < +o0; allora per la proposizione precedente f,(y) =
xe(z,y) = xg, (y), 1 punti 1 e 3 valgono e si ha:

/X (/Y XE. (¥) du(y)) dp(z) = /XV(E:,:) du(z) = px v(E) = Fd(uxv)

XxY

A questo punto per additivita finita il risultato vale se

1
f= ZaiXEi con u X V(E;) < +oo Vi
=1

ovvero vale per funzioni semplici integrabili.

Sia f > 0 integrabile, allora esiste {4 } successione crescente di funzioni semplici
integrabili (perché maggiorate da f) tali che ¢ — f ovunque, dunque per il
teorema della convergenza monotona applicato ad X, Y ed X x Y si ha la tesi.
Sia ora f integrabile qualunque, allora f = fT—f~ f*, f~ > 0 sono integrabili,
pertanto la tesi vale anche per f. O
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Per applicare questo teorema bisogna pero sapere in partenza che 'integrale
sullo spazio prodotto sia finito. Quando questa condizione non ¢ nota si puo
applicare la seguente variante, che richiede pero un’ipotesi in piu su X e Y.

Teorema 6.9. (Teorema di Tonelli)
Siano (X, o/, p) e (Y, B,v) due spazi con misura completi e o-finiti. Sia f una
funzione non negativa e misurabile su X X Y; allora:

1. per quasi ogni © € X, fo(y) = f(x,y) é v-misurabile

2. per quasi ogniy € Y, fy(x) = f(x,y) é p-misurabile

co

T / fo(y)dv(y) é p-misurabile
i

4.y / fy(x)dp(z) é v-misurabile
X

o

valgono le formule di riduzione:

fley)d(p xv)(z,y) = /}g(/yfw(y) dV(@/)) dp(z)

= [ ([ s@au@) a

Dimostrazione. Si sa che esiste {¢y} successione crescente di funzioni semplici
tale che ¢ — f ovunque. Per la o-finitezza di X e di Y esistono successioni
crescenti { X}, {Y%} di insiemi rispettivamente u-misurabili e v-misurabili tali
che

XxY

X=JXe, Y=Y  n(Xk) < +oo, v(Yi) < +oo Vk
k k

Si pone ¥k (x,y) def 0r(Z, ¥)Xxexvi (2, y), che & prodotto di funzioni semplici,

dunque & semplice, ed inoltre ¢ integrabile, perché nulla al di fuori di un insieme
di misura finita, e la convergenza rimane comunque garantita, ovvero ¥ —
f ovunque ed in modo crescente, quindi alle funzioni v si puo applicare il
teorema di Fubini, ed i risultati si ottengono passando al limite per convergenza
monotona. O

Proposizione 6.10. Sia (X, o/, u) uno spazio con misura completo; sia \ la
misura di Lebesgue su R. Sia f > 0 integrabile su X. Allora, posto

pr(t) < p({f > 1))

“funzione di distribuzione di f”, si ha che:

1. Vinsieme E = {(z,t) e X xR : 0 <t < f(x)} & misurabile su X x R

2. ux/\(E):/de,u

5 [ san- /O+°°uf(t>dt

(questo é un integrale improprio, perché jis(t) é non negativa e monotona
decrescente, dunque esiste Uintegrale di Riemann su ogni intervallo [0, k]
con k>0)
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Dimostrazione. Sia f semplice in rappresentazione canonica f = > . | a;XF,,
allora in questo caso

I
E = UFi x (0, a;)
1=1

dunque E & misurabile, perché E € %, dal momento che ognuno degli F; x
(0,a;) € un rettangolo misurabile.

Se f & misurabile non negativa, f = sup ¢y, dove {pr} & una successione cre-
scente di funzioni semplici; se B = {(z,t) € X xR : 0 < t < ¢i(x)}, allora
Er. CFEed E=JE; € #Z,, dunque E & misurabile.

Sia f > 0 integrabile; posto X = {z € X : f(x) > 0}, allora X & o-finito,
E C X x R, dunque si puo sostituire X con Xe procedere supponendo X o-
finito. R & o-finito, dunque X x R & o-finito. Se quindi f > 0 & integrabile,
allora F(x,t) = xg(x,t) > 0 & misurabile non negativa su X x R, dunque ad
essa si puo applicare il teorema di Tonelli:

ux AE) = /XXRFd(Mx A) = /X URXE(;E,t) d)\(t)] du(w) =

— /X [ /R xe, (t) d/\(t)] dp(z) = /X f(x) dp(x)

Inoltre, attraverso I’altra formula di riduzione:

[ ratsn= [ | [ s @aue]| o
Set >0, si hache By, ={z €X : f >t} e quindi

/X Xz () dp(z) = u(Ey) = pp(t)

Set <0, E; =0 dunque
| xm@dnt) =0

Quindi in definitiva:

+oo
7@ (@) = A2 = /[W) pr OO = [ gt

e I'ultima uguaglianza segue perché la funzione p1; € monotona descrescente.

Dunque ogni integrale astratto puo essere ricondotto al calcolo di un inte-
grale improprio, conoscendo la misura degli insiemi di livello della funzione
considerata. O

6.2 Misure prodotto su R”

Ci si chiede se su R” si abbiano piu misure, quella prodotto e quella di Lebesgue;
in realta esse sono la medesima.
Per ogni n sia (R™, £, u,) lo spazio R™ con la misura di Lebesgue. Si considera
R = R™ x R™: si ha che .#" x ™ (la o-algebra prodotto) coincide con
LM oe che iy X o = fnim VN, M.

Quanto segue € una traccia della dimostrazione.
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Sia A C R™ tale che u*(A) = 0; sia I C R™ un intervallo limitato; allora
AxT e L™ e tpim(AXT)=0.

Se ACR" e pu(A) =0, allora A x R™ € L™ e pip1m(A x R™) = 0.

Se Z ¢ la famiglia dei rettangoli misurabili di R™ x R™ ed J e la famiglia
degli intervalli di R"*™ = R" x R™, allora vale:

JC @ Cyntm

Se R = A x B & un rettangolo misurabile, allora fi,4m(R) = pin (A) im (B).

Se p 1, © la misura esterna di Lebesgue su R™™™ e u%, ¢ la misura esterna
definita a partire da Z e Wepntm ¢ la misura esterna indotta da fi, 4, come
misura sull’algebra 2" *™ (che coincide con p ), si ha che vale:

* * * *
M gpntm < Mo < Hppm = Hgpntm

e quindi si ha anche che £" x £™ = "™ e p, X fhm = fntm-



Capitolo 7

Gli spazi LP

In questo capitolo si affrontera una breve introduzione agli spazi funzionali L?
delle funzioni integrabili alla potenza p. Conviene preliminarmente richiamare
alcune disuguaglianze.

7.1 Disuguaglianze fondamentali

Teorema 7.1. (Disuguaglianza di Young)
Siano a, b > 0 e sia A € R tale che 0 < XA < 1. Allora vale la sequente
disuguaglianza

b < a4 (1 - A)b

Inoltre vale l'uguaglianza solo se a = b.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione

FOEN+1=N)=t", t>0

e la sua derivata

Fi)=x= A" =1 -7
Dunque f’(¢t) =0 se e solo se t = 1 ed inoltre
fi(t)>0, pert>1
f(t)<0, pert<1

Quindi f(¢) ha un minimo in ¢ = 1 ed in particolare vale f(1) = 0. Allora V¢ # 1
si ha che f(t) > 0.
Ritorniamo ora alla disuguaglianza di Young. Si deve dimostrare che

Aa+ (1= N)b > a*pt=N
Ao+ (1—=Nb —a*bt=N >0
In particolare si ha, se b > 0, (se b = 0 la disugaglianza ¢ ovvia)

A+ (1= M\b —a*b= =p [/\ (%) F (1= - (‘Z)A]
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a
Sia dunque ¢ <ef 7 si ottiene

a A

b{A(Z)—k(l—)\)—(b) ]—b[)\t+(1—>\)t—t’\] — bf(t)

Dunque, per le considerazioni fatte precedentemente, V¢ # 1 si ha bf(t) > 0 e,
di conseguenza, la disuguaglianza & dimostrata. Inoltre, sappiamo che f(t) =0
solo se t = 1; si ha I'uguaglianza quindi se e solo se a = b. O

Teorema 7.2. (Versione alternativa della disuguaglianza di Young)
Si considerino due numeri reali p e q tali che p > 1, ¢ > 1 e lp+1/qg = 1.
Allora, per ogni a,b € R, con a >0 e b > 0 vale la sequente disuguaglianza

1 1
ab < —aP + -1
p q

Dimostrazione. Si definisce A % 1/p da cui 1/g = (A — 1). Inoltre, si definisce

A%t % B s

Per la disuguaglianza di Young si ha che
A*BIN <M A+ (1-MNB

da cui sostituendo ) )
ab < Aa> 4+ (1 = \)bT=—=x

1 1
ab < —aP + -1
p q
O

Definizione 7.1. Sia p € [1,+00], presa f misurabile su (X, o/, 1), si pone:

1/p
T ( L du)

(Vintegrale ha sicuramente senso, solo che pud essere infinito)

Definizione 7.2. Sia f una funzione f : X — [—o0,+o0]. Allora si dice
“estremo superiore essenziale” di f e si scrive supessy (f) il numero

supessy f = inf {t € [—o0, +00] : f(x) <t quasi ovunque}

(se si modifica f su un insieme di misura nulla, il suo sup essenziale non cambia,
come il suo integrale)
St dice inoltre “estremo inferiore essenziale” il numero:

infessx f = sup {t € [—o0, +0o0] : f(z) >t quasi ovunque}
Definizione 7.3. Sia f una funzione misurabile su (X, o/, u); allora si pone:

[fllse = supessy |f]|
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Teorema 7.3. (Disuguaglianza di Holder)

Siano p e q due numeri reali tali che p > 1, ¢ > 1 e /p+1/q = 1. Sia inoltre
(X, 7, ) uno spazio di misura e siano f e g due funzioni misurabili su tale
spazio. Allora vale la sequente disuguaglianza

[ @) dute) < 151, ll,
Inoltre, vale l'uguaglianza se e solo se |f|” = c|g|?, per qualche costante ¢ € R.
Dimostrazione. Siano 1 < p, ¢ < +00; si ha che |fg| =t|f] - % vt > 0.

Igl

Sia A=t|f| e B= "=, allora si ha:

Igl
|fgl =tlfl- (tp|f|p) (t g%
e questo vale Vo € X e V¢ > 0; allora:
1 1
Jisal < (1) + < (e70lgly) = 547+ o B
p q
dove A=t||f[l, e B=1t""|gll,; si sceglie t dimodoche A? = BY:

lgllg
11

(cio si ha nel caso in cui ||fHZ e ||g||g siano quantita finite e non nulle; per questi
casi estremi, pero, la disuguaglianza & verificata) per questa scelta di ¢ si ha:

A, =t Nglly = 7=

/ ol < AB = ||£], llgll,

Se p=1, ¢ = +o0, allora |fg| < |f| supessx |g| quasi ovunque, quindi

/\fgl < </|f|> Nlloe = 1711 N9l

ed analogamente se p = +00, ¢ = 1. O
Esercizio. Presi a,b € R provare che, Vp > 1
ja+ 0" < 277 (laf” + [b]") (7.1)

Osservazione. La disuguaglianza 7.1 ci dice che se prendiamo f,g tali che
I£ll,+ lgll, < oo allora anche || f + g|, < oo. Clio suggerisce che si possa dare
la struttura di spazio lineare normato alla classe di funzioni f con [/f||, < oco.
Cerchiamo di vedere se la funzione

1l = f = 11,

ha la struttura di una norma. Il sequente teorema prova che |||, verifica la
disuguaglianza triangolare.
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Teorema 7.4. (Disuguaglianza di Minkowsky)
Vp € [1,400], prese f, g misurabili su (X, .o/, 1) vale che:

1+ gll, <171, + llgll,

Dimostrazione. Usando la disuguaglianza triangolare |f 4+ g| < |f]|+|g| si ricava:

wp=ﬂ“/v+m§/ﬂﬂ+/MI(U+mSLﬂ+Mx

se p = 400, supess |f + g| < supess | f| + supess |g|.
Sia 1 < p < 400, allora si ha che:

nf+mz=/u+mp=/u+mwﬂf+ms

< (Jir+ar i)+ (17407 l)

(per la disuguaglianza triangolare); in particolare si ha:

[1g+a 110+ 97, 11,

per la disuguaglianza di Holder, dove ¢ = ;%1

p—1

E/V+9W4U’S</f4gﬁ)pWﬂu—f+m54¢fm
Quindi si ha che:
1+ 6l < 17 + gz 171, + 1F + gl - gl
1+l < 171, + lgll,

. . . . -1 . . . . .
nei casi in cui || f —|—g||£ e diverso da zero o da +oo, nei quali casi la di-

suguaglianza vale, infatti se 400 = /|f + g < /(|f| + |g])?, ricordando

che
(a+b)P <C(a? +bP) dove C =271

si ottiene che

to02C [1p+C [lgr
dunque uno dei due tra /|f|p e /|g|p ¢ infinito. O

Osservazione. Preso 1 < p < oo, nella disuguaglianza di Minkowsky vale
luguaglianza se e solo se esistono a, 8 > 0 tali che af = fBg.

Osservazione. Affinché si abbia che ||-[|, sia una norma dovremmo avere che
se ||f||p =0 allora f = 0. Cio pero non é vero perché risulta solo che f =0 g.o.
Per ovviare a questo problema preocediamo come seque, identifichiamo tutte le
funzioni che differiscono da f su un insieme di misura nulla.
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Definizione 7.4. Prese f e g misurabili su (X, o7, ) si dice che f ~ g se e solo
se [ = g quasi ovunque; ~ € una relazione di equivalenza e presa f misurabile
su (X, o, p) siindica con [f] la sua classe di equivalenza.

Osservazione. Se f = g quasi ovunque, allora ||f|, = [lgl[, Vp € [1,+0oc], €

Lo def
quindi si puo porre [[[f1ll, = [I£]l,-

Definizione 7.5. (Spazio .£?) Introduciamo lo spazio vettoriale
LY (X, A, 1) Lef {lf] : f misurabile su (X, </, p) con £, < 400}

Proposizione 7.5. (ﬁp X, o, 1), H||p) é uno spazio vettoriale normato.

Dimostrazione. 1) Sia ||[f]ll, = 0, allora f = 0 quasi ovunque, pertanto
0 € [f], quindi [f] = [0].

2) YA> 0, AN, = AITA,

3) la disuguaglianza triangolare per ||-|| & stata dimostrata nel Teorema 7.4.
O

D’ora in poi si ometteranno le parentesi quadre nell’indicare gli elementi
degli spazi LP, tenendo presente che una funzione nel senso di LP ¢ in effetti
una classe di equivalenza.

Proposizione 7.6. (Disuguaglianza di Chebishev)
Sia p < 400, sia f € ZLP; posto u(t) = p({|f| > t}) vale:

ult) < = I

Dimostrazione. Per la disuguaglianza di Chebishev:

nifl >y < 5 [

Allora )
p({If1>t}) = p({IfIP > 7}) < w I£1I5
O

Proposizione 7.7. Sia p < 400, sia f € ZLP e sia {fn} C ZLP tali che
[ fn = fll, = 0; allora fn — f in misura.

Dimostrazione. Ye > 0, p({|fa—f| > €}) < & Ifa — fIl, = 0pern — +oo. O

Osservazione. Le funzioni f € £P sono quasi ovunque finite dunque se {f,}
converge nel senso di LP, allora a meno di selezionare una sottosuccessione si
ha convergenza quasi uniforme, e dunque quasi ovunque.

Teorema 7.8. (Teorema di Riesz-Fisher)
Sia 1 < p < +oo; allora £P (X, o, 1) & completo.

81



Appunti di Analisi Reale

Dimostrazione. Sia p < 400, sia {f,} C Z£? di Cauchy. Allora

w({|fn— fim] > €}) < elp | fu = fnll? = 0

per n,m — +oo, pertanto {f,} & di Cauchy in misura. Allora esiste una
sottosuccessione {f,,} ed una funzione misurabile f tali che f,, — f quasi
uniformemente. Dal momento che la successione e di Cauchy

Ve>03N: sen,m > N allora ||fn, — full, <€

Allora, poiché ny >k, se k> N ed n > N, allora ny > N e dunque di ha:

[l =t =1 f = fully < ¢ vnkz N

D’altra parte, si ha che |f, — fn, [P — |fn — f|P quasi ovunque per k — +o0;
allora per il lemma di Fatou

[15 = g7 <timint [1f,~ fup<e vz N
— o0

ovvero lim | f, — f||¥ = 0, ovvero f,, — f in norma p. Dalla disuguaglianza
n—-+oo p

data dal lemma di Fatou si ha che || f||, < +oco perché se n > N:

1A, S IF = Fall, + 1 fall, < €77+ [ fall, < 400

Sia p = 4o0; si fissano n,m € N, e si ha ||f, — fimll, = supessx |fn — fml-
Allora esiste E,, ,, € &/ tale che pu(E, ) =0e

||fn - fm”oo = Ssup |fn - fm|
X

n,m

Sia E = U E, . € <. Allora u(E) = 0 perché E & unione numerabile di

insiemi di misura nulla. Quindi posto Y = X\ E, si ha che {f,} & di Cauchy nel

senso della convergenza uniforme su Y, ovvero sup | f,, — fm| — 0 per n,m — 0,
Y

quindi 3f = lirf fn nel senso della convergenza uniforme su Y; si estende f
n—-+0oo

a 0 su E, ed in questo modo || f, — f||., = 0 per n — 4o0. O

7.2 Caratterizzazione duale della norma

Ci si chiede se sia possibile valutare la norma di una funzione tramite espressioni
lineari della funzione stessa.

Proposizione 7.9. (Caratterizzazione duale della norma)
Sial<p<+4oo esiafeLP; allora

191, = mac{ [ 70 5 o, =1}

con p e q coniugati.
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Dimostrazione. Si ha che / [fgl < [Ifll,llgll, con I'uguaglianza se e solo se
X

lg|? = ¢+ |f|P, con ¢ > 0; inoltre

/X fg< / Fal < I£1, lall,

Si ha che / fg= / |fg| se e solo se fg =|fg| quasi ovunque, il che si ha se e
X X
solo se il segno di f & quasi ovunque uguale al segno di g; se vale questo e quasi
ovunque [gf" = - |7, allora [ fg = |£1, g,
X
Pertanto, se sign f = signg e |g|? = ¢ |f|P, allora
g=signg-|g| =sign f-c-|f|""

Si ha che g = Ll’ quindi b_ p — 1; in questo modo:
p—= q

g=c-signf-|f|P"', per qualche ¢ >0

(in questi ragionamenti si & supposto p > 1; in ogni caso, per p = 1 vale la stessa
uguaglianza per g)

Per la disuguaglianza di Holder, / fg <\ fll, llgll, = [l fll,, dunque si ha che
X

sup{ [ f95 sl = 1} <1Ifl,

Per avere l'uguaglianza bisogna trovare g € £ : |g|, = 1 per cui val-
ga che /fg = [[fll, (e da cio segue la tesi). Per le considerazioni fatte
X

precedentemente, g ¢ data da c-sign f - |f|P~! con ¢ > 0 tale che

/g 1/q
= = q| f|P —c- P
1= lgll, (/Xcm) c(/xfl)

1

cC=——
[Fi&
O

Osservazione. Z? > f — /fg € R ¢ un funzionale lineare che é limitato,
X

perché

‘ / fg‘ < 71, llgll, = I1£11, < +oo

Questa applicazione Fy, dunque, appartiene allo spazio duale (LP)".

Questa proposizione ha due limitazioni: p deve essere finito, ed || f|| , deve
essere conosciuto in partenza come finito.

Definizione 7.6. Si dice che lo spazio con misura (X, o/, 1) ha la proprieta del
sottoinsieme finito se e solo se

VEe€ o : w(E)=o00, IF € & taleche FCE e 0< pu(F) < +o0
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Osservazione. Questa proprieta € molto debole, ed é implicata dalla o-finitezza.

Proposizione 7.10. Sia (X, o, ) con la proprieta del sottoinsieme finito;
allora per ogni f misurabile su (X, o/, ) si ha che:

1l =Sup{/xfg cge 2, lgl, = 1}

Dimostrazione. St f = 0 la tesi & verificata. Sia dunque f non nulla su un
insieme di misura positiva, si prova che Vk > 0 tale che k < |[|f|_, allora

esiste g € £, |lgl|, = 1 tale che k < /fg (questa & l'unica disuguaglianza
X

da dimostrare, perché ’altro verso & sempre garantito dalla disuguaglianza di
Holder)
Sia E = {|f| > k}; poiché k < || f|| ., allora u(E) > 0.

Se u(F) < 400, si considera g = ——Xp - sign f:
" W(E)

Afg=4@|f|-széfm=k

Il =/X|g| =/Xﬁx,5=1

Se invece p(E) = 4oo allora esiste F' € & : F C E con 0 < pu(F) < 4o0; si

sceglie g = (—F)DCF -sign f ed in questo modo si ha che, in modo analogo a
W

quanto fatto precedentemente, ||g||; =1 e / fg>k. O
X

Proposizione 7.11. Sia 1 < p < +o0 e sia (X, 47, 1) uno spazio con misura
o-finito; allora per ogni f misurabile su (X, o/, u) vale che:

111, =swn{ [ 70+ Ial, = 1]

In questo modo si ha un mezzo per decidere se | f||, sia finito, dunque si ha un
criterio per stabilire se f stia o meno in LP.

Dimostrazione. Per esercizio. O
Proposizione 7.12. (Disuguaglianza di Minkowsky integrale)

Siano (X, o, ) e (Y, B,v) due spazi con misura o-finiti e completi; sia f
misurabile su X X Y; allora

Dimostrazione. Poiché entrambi X ed Y sono o-finiti, anche X x Y ¢ o-finito,
quindi per la proposizione precedente:

’A{f(.7y) du(y)ij = sup{/X (/Y fx,y) du(y)) g(x) du(z) : |9l = 1}
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g € misurabile su X, dunque lo & anche su X x Y, considerandola come costante
su ogni fibra sopra X, pertanto anche f(x,y)g(x) & misurabile su X x Y. Per il
teorema di Tonelli:

/(/f” 'dy<>> /(/f:cy du())du(y)g

/ 1£C )l oo Nl o Ay / 17 9)l] e doly)

Proposizione 7.13. (Dlsuguaghanza di Minkowsky per serie)

Sia {fn} in LP(X) tale che Z [ fall, < +oc; allora Z fn converge in LP e

n=1 n=1

vale che:
(oo} (oo}
Skl <D Nl
n=1 p n=1
N
Dimostrazione. Sia gy = Z fn; siprova che {gn} & di Cauchy.
n=1
Se N < M, allora:
M M
lgar = gnll, = || D fal| < D lfal, >0 per N, M — +oo
n=N+1 P n=N+1
o0
Per la completezza di ZP, {gn} & convergente in norma p, ovvero Z fn &
n=1
convergente. Si ha inoltre:
N
an = Jm 1> fll < tim Z Il Z £l
n=1 n=1 P n=1 n=1
dunque la tesi ¢ dimostrata. O

Proposizione 7.14. Sia (X, o/, ) uno spazio con misura finito. Se p < r,
allora per ogni funzione f misurabile su (X, o7, p) si ha che:

1
— - Il

1
/p ? /‘L( )

1 (X)

Juse= [ < (/] |f|m) (%)

con « ed o coniugati. Si sceglie « =r/p > 1, e dunque:

Dimostrazione.
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Quindi si ha:

JE ( / |f|’“)p/r-u<x>r?”

I£IL, < A1 (X) 5

— 1 1
Si ha che rmpr_ —, quindi:
pr p T

1
(X))

I1£1l, < 1o (X)"77 - 11,

Proposizione 7.15. Sia f € Z" per qualche r < +00. Allora si ha

lim = .

T (171 = 11/

Dimostrazione. Senza perdere di generalita si puo supporre f > 0. Supponiamo
per il momento f semplice, in rappresentazione canonica:

N
f = Z i XE;
i=1

con tutti gli a; distinti e positivi. Gli F; avranno misura finita per l'ipotesi
f € %" A meno diriordinare i valori di f si pud supporre a; = max f = || f||co-
Si calcola

N N %
— a,p . =a % & ’ M(EZ)
171, = (E_I MEJ) () (”; (&) M(E1)>

e da qui, dato che a; < ap per gli indici 7 > 2 segue la tesi, nel caso di f semplice.
Sia ora f > 0 qualunque. Sia {f,} una successione crescente di funzioni semplici
che converge ovunque a f. Sia K > 0 qualunque tale che K < ||f||, allora
esiste n tale che || f,|lo > K. Ora, per ogni p, ||f|l, > || fallp € quindi

1
P

liminf (| f[l, = lim [|fullp = [[falle > K
p—r00 p—+00
da cui, per larbitrarieta di K, segue

im i > .
liminf [ £l > | fllo

Quindi la tesi resta dimostrata se || f||cc = 00. Consideriamo il caso || f|lcc < 00.
Sia t > 0 qualunque e poniamo

Ey={f>t}, F={f<t} .
Per Minkowski si ha

1
P

1l < 1 xels + 17 xm s < 1 Fleon(EF + (tw /F f’")
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e per la disuguaglianza di Chebishev si ha

p(E) <t fI

quindi

o=

1£llp < Ul fllos +8) ETIFIF)
ora .
(E"IfI7) " =1

quando p — oo. Pertanto, per ogni t > 0

limsup || fll, < (|| fllec + 1)
p—roo

e in conclusione

limsup || f[l, < [|f]lee < liminf || f[, .
p—00 P00

7.3 Separabilita degli spazi .£7

Proposizione 7.16. Sia p < +0o0, allora la classe delle funzioni semplici nulle
fuori da un insieme di misura finita é densa in LP.

Dimostrazione. Sia f € £P; allora 3{f,} successione di funzioni semplici tali
che f, — f quasi ovunque ed |f,,| — |f| in modo crescente.

150 = [ 1 < 157

quindi || f, ||} < +o0, pertanto:

p({lfa] >0}) <400 VneN

e dunque queste funzioni semplici sono nulle al di fuori di un insieme di misura
finita. Inoltre:

Ve N |fo— fl < |fal +1f] < 21f]

Allora |f, — f| < 2|f], quindi |f,, — f|P < 2P|f|P, e 2P| f|P & integrabile.
|fn — fI” = 0 quasi ovunque, dunque per il teorema di convergenza dominata:

/|fn—f|p—>0 per n — 400

Quindi si ha che:
Ve>0,INeN: |fy—fll,<e

e da questo discende la densita delle funzioni semplici nulle fuori da un insieme
di misura finita. O

Teorema 7.17. Sia p < +o00; allora ZP (R™) é separabile, ovvero esiste un suo
sottoinsieme denso e numerabile.
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Dimostrazione. Sia f € £P (R™); allora per la proposizione precendente Ve >
I
0, Jg semplice, g € ZP (R") tale che ||ffg||p < e Siag = Zaiin in
rappresentazione canonica, e sia M > 0 tale che: =
a; <M e u(lE;)<M Vie{l,...,I}
Fissato § > 0, esistono ¢; € Q tali che |a; — ¢;| < § ed esistono U;, unioni finite

di intervalli con vertici a coordinate razionali tali che ,u(UiAEi) < 0.
I

Si pone h = Z ¢:Xy,, allora:

i=1

lg—nll, = HZCLZXE - Zqz‘inHp < Z ;X e, — @i Xu,

» = (@i — @) XE, + ¢ (XE, — Xu,)

p

laiXe, — ¢:Xy,

Iy

Ricordando che |Xg, — Xy,| = Xu,aE,, si ha che:

lg =2l < > lai—al-[|1Xs, »
> 6-MYV 4 (M+6)-677 >0 per 50

» @l 1 Xe, — Xy,

IN

Si ottiene dunque che Ve >0, 36 > 0: [|g — hl|, < € e quindi:

1f = Rll, <I1f = gll, + llg = All, < 2e

Le funzioni a scalino a valori razionali su intervalli ad estremi razionali formano
un insieme numerabile, e per quanto dimostrato ora, denso, pertanto si ha la
tesi. O

A differenza degli altri spazi ZP, £ non ¢ separabile. Per dimostrarlo, si
utilizza la non separabilita dello spazio delle successioni limitate a valori reali.

Definizione 7.7. 17 % or (N, 2N,#) con 1 < p < 4o0, dove # € la misura

che ‘conta i punti’.

Osservazione. [ € [P se e solo se {f(n)} ¢ tale che >0~ | |f(n)|P < 400 se
P < 400 0 sup, ey |f(n)| < +00 se p=+oo (suN sup e supess coincidono)

Proposizione 7.18. [* non ¢ separabile.

Dimostrazione. Siano E, F C N sottoinsiemi non vuoti distinti; allora |[Xg—XF|
assume il valore 1 in almeno un punto, quindi [|[Xg — Xpl||, = 1; si considera
dunque:

j:{xE:EgN, E#(ﬁ}

Presi due elementi distinti di %, la norma infinito della loro differenza ¢ 1;
ZF = 9N ¢ dunque .Z ha la cardinalitd del continuo. Supponiamo per assurdo
che [*° sia separabile, allora esiste . C [*° denso e numerabile. Allora:

Vfel®, 3se .S taleche |f—s|. <13
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Sia T : % — . Papplicazione che associa
F 3 f=T(f)=s€.7 taleche ||f—s|, <3

Se f = Xg eg—=Xp con E £ F,allora |[T(F) - fll.. < Yse [7(g) - gll, < Ys,
quindi T'(f) # T(g), perché

1) =T@lloo = IIf = 9lloe = I1T(f) = flloe = 1T(9) — gllc > /3> 0
Ma . ¢ numerabile, e T ¢ iniettiva, assurdo. O
Corollario 7.19. .2 (R") non ¢ separabile.

Dimostrazione. Sia {Qy} la scomposizione di R™ in cubi di lato 1 a due a due
internamente disgiunti. Sia

{fEfoo Rn : Zakak}

Sia T : I*° — Y la funzione tale che:
T({ax}) Z arpXQ,

Si ha che T ¢ lineare e che:

I ({ax})

Infatti T'({ar})(R™) = {ai : k € N}, e dal momento che anche escludendo un
insieme di misura nulla, 'immagine di R” attraverso 7'({ax}) non cambia, si ha
che:

HT({ak})ng(R”) = supessgn ’T({ak})‘ = sup{ lak| : k € N} = |{ar};

Dunque T' € un’applicazione lineare che conserva le distanze, ovvero € un’isome-
tria. Si puo ripetere I'argomento usato nella dimostrazione delle proposizione
7.18 sostituendo I'insieme .# con l'insieme T (%) che ha ancora la cardinalita
del continuo e i cui elementi distano tutti 1 tra loro. O

oy = s}

Proposizione 7.20. Sia p < +o0; allora la famiglia
y:{{an} :a, €Q Vned AN € N tale che a,, =0 VnZN}

e numerabile e densa in [P.

7.4 Prodotto di convoluzione e
nuclei mollificatori

Proposizione 7.21. Siano f,g,h funzioni misurabili su (X, o7, 1), spazio con
misura; siano p,q,r > 1 tali che 1/p+1/q+ 1/r = 1. Allora

/X (Fahl < 1711 lall, 11,
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Dimostrazione. Si applica due volte la disuguagliaza di Holder. O

Definizione 7.8. (Prodotto di convoluzione tra f e g)
Siano f,g funzioni misurabili su R™; se per un x € R™ ¢ finito

[z —y)g(y) du(y)
an

lo si chiama f * g(x), detto prodotto di convoluzione tra f e g in x.

Osservazione. Quve ¢ definito, il prodotto di convoluzione é commutativo:

frgle)=gx*f(z)

Infatti effettuando la sostituzione (z =x— y) :

- flz—y)g(y) du(y) = . f(2)g(x — z) dp(z)

(traslazioni e simmetrie non cambiano la misura degli insiemi)

Osservazione. Se f € £! e g € £, allora f x g ¢ definito su tutto R",
perché:

lf(x—y)g@)| = [fz =y g < [fz—y)llgll

che ¢ integrabile su R™

Proposizione 7.22. (Disuguaglianza di Young per convoluzioni)
Siano p,q > 1 tali che Y/p+1/q > 1; sia r tale che

Yp+1qg=1+1r

Se f e LP ege LY, allora f*g ¢ definito su quasi tutto R™ e vale fxg € £L"
ed inoltre
1f gl <71, - gl

Dimostrazione. Supponiamo per il momento che la disuguaglianza sia vera per
f,g semplici e non negative. Siano f € ZP e g € Z7? qualunque e siano
{fn}, {gn} successioni di funzioni semplici non negative tali che f, — |f] e
9gn — |g| in modo crescente. Allora

If(z—y)gy) = lim |fu(z —y)gn(y)l

n—-+oo

Per la convergenza monotona:

[ 186 =gt = tim_f. 0,

n—-+oo
Inoltre sempre per convergenza monotona:

Quindi [ [f]* gl ll,, < Ilfll,- lgll,> dunque [f|x|g] & finito per quasi ogni z € R",
e pertanto anche f x g € finito per quasi ogni x € R”, infatti:

f(x—y)g(y)dﬂ(y)‘< [ 1sa= )l swlant) =
s

n
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= [fxgl <|flxlgl

Quindi, se il teorema vale per funzioni semplici non negative, allora esso vale
nella sua generalita.

Si dimostra ora che il teorema vale per funzioni semplici non negative. Si nota
che se f e g sono funzioni semplici integrabili, allora esse sono limitate e nulle
al di fuori di un insieme di misura finita, pertanto f(z — y)g(y) come funzione
di y e integrabile.

Sia r = 1, ovvero 1/p + /¢ = 2 e dunque, poiché p,q > 1 si ha che 1'unica
configurazione possibile € p = ¢ = 1. Siano f e g funzioni semplici non negative,
allora

£ * glly / du(w)/f(w —y)g(y) duly) =

/ o(y) du(y) / f(@ — ) du(z) = |1£1; - o,

dunque in questo caso vale 'uguaglianza.
Sia r > 1, allora per la caratterizzazione duale della norma r

T —Sup{/(f*g)h e, |, —1}

Poiché r > 1 allora 1’ < 400 ed in £ le funzioni semplici sono dense, dunque
il sup puo essere fatto sulle funzioni semplici non negative:

|f*g|r=sup{/<f*g>h: hsemplice, h>0, he. 2", ||h||rf=1}

[ asan = [ w@aut) [ =) au) -
)G~

= /R;n h(z

y)g(y) dp(z,y)

Si pone ora
h(z) = h(z)*h(@)' ™" fle—y) = fle—y) fle-7 g(y) = 9(¥) 9y
con 0 < «, B,v < 1 da determinarsi. Si ottiene:

L eah= [ (@)@ =)) (o) =00") (e =)' 9()' )
Siano ora s,t,u tali che 1/s 41/t + 1/u = 1, allora per la proposizione precedente
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si ha che

JRGT0

1/5

IN

[ (e i)
(Lo s -]
(Lo ff”S)l/s .

| (/ e / g”>% | ( [ o / “ gu—m)”s _
() (L)
LA (L) (L) (L)

Si scelgono 3,7, s,t,u in modo che
Bs=(1-PBlu=p e (I-7u=vt=gq

Ovvero si hanno le seguenti relazioni

1 g 1 1-8
s p w p
e quindi
1 1 1
s u p
Inoltre
1 1 1-x
t g u o q
e quindi anche
L1l
t ou q

In questo modo:

1

fursam < (fom) " (fu)

Si hanno le seguenti due relazioni:

1 1 1 1 1 2 1 1
-+-+-=1 e -+ -+-—=—-4+-
s t u s t u p q

t
1L, - Mlglly

Quindi si ottiene che

1 1 1 1 1 1
~=-+4+--1 ma -—+-=1+-
u p q p q r
1 .
Dunque — =1+ — — 1= - ovvero u = r. Di conseguenza
r
1 1 1 1 1
st U r r’
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Sia « tale che

« 1_1—a
7/’t r!

1
as=(1-a)t=r" quindi -=
s

In questo modo si determina in modo univoco « tra 0 ed 1 e segue

/Rn(f*g)h < |1l - LA - Hlglly = ILF1 - lgllg

perche ||hl|,, =1, e quindi si ha la tesi. O

Si cerca, attraverso questo prodotto, di approssimare funzioni in .Z? con
funzioni lisce.

Teorema 7.23. (Continuita nel senso di .£7)
Sia p < 400, allora se f € LP(R™) si ha che Ve >0, 3§ >0 :

Vy € R™ con |y| <6 siha che ||[f(-—y)— fO)ll, <e

Dimostrazione. Sia f semplice, f = Zaiin in rappresentazione canonica.
Dal momento che f € £P, allora u(E;) < 400 Vi. Si ha che:

fle—y) = f(z) = ai(Xp,(x —y) — X, ()
Posto E; +y = {x : m—yeEi} si ha
fla—y) = f@) = ai(Xp 1y — Xg,)(2)

PG =) = FOll, <3 Jail - o (B +y A Ey)7?

Si ha che per ogni € > 0, per ogni i esiste U;, unione finita di intervalli limitati
tale che:
M (Uz A EZ) <€

Quindi si ottiene che

p (B +y) AE;) p((Ei+y) & Ui+y) +p (Ui +y) AU) + p (B AU;) <

<
< 24 p (Ui +y) AU;)

Ora, si ha che per un singolo intervallo u(I'A (I +y)) = O(|y|), e dunque
cosl vale anche per unioni finite di intervalli, ovvero per gli insiemi U;. Quindi
w (B +y) AE;) < 2e+ Cly|, dunque se |y| < e si ha che

1fC=y) = FOl, < CZW\(G)% —0 per €—0

Sia ora f € ZP qualunque; si ha che Ve > 0 esiste ¢ € ZP semplice tale che
o = fl, <€, dunque

[fC=9)=fOl, < 1fC=9)=eC =, + le¢-=y) —eOll, + o) = FOI, <
< 2+l =y) =Gl
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ed inoltre per quanto dimostrato esiste § > 0 tale che

se [yl < ¢ allora [lp(- —y) — ()], <e€

dunque in definitiva si ottiene

[fC=y) = fOl, < 3e

Definizione 7.9. (Modulo di continuita in £7)
Presa f € £P(R™) con p < +00 si pone:

wp(r) = sup [IF(-—y) = fO,

lyl<r
Allora wy(r) € una funzione crescente di r e

lim wy(r) =0
r—ot

Definizione 7.10. Si consideri ¢ € C§° (R™) (una funzione dotata di tutte le
derivate a supporto compatto) tale che:

1. p>0 2. ¢ ha supporto in B1(0)

3. p(—z) = p(z) 4- p=1
B1(0)

Una funzione cosi fatta la si puo ottenere come seque. Prendiamo

n() = { TR <1

0 |z| > 1

Questa funzione & continua ed ha supporto in B1(0), e per ogni multiindice
a=(a1,...,ap) si ha che

1
o _ ) Rp(z)-e 1-l=i? 2] <1
D _ n
n(x) { 0 2] > 1

dove R, & una funzione razionale divergente solo su {|x| = 1}; la funzione n é
dunque C°.
Si pone:

()
o() fBl(o)n

che soddisfa tutte e quattro le condizioni richieste.

Definizione 7.11. (Nuclei mollificatori)
Per ogni € > 0 ai pone p.(z) = }gp (f) che ha supporto nella palla di centro 0
e di raggio €, ¢ C* e vale che, con la sostituzione y = ¢/e:

/Bf<o> o fi” 5" (%) du(z) = /Bl(o) py) dply) =1
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La famiglia di funzioni {(pe} prende il nome di famiglia di nuclei mollificatori
(perche servono per ‘ammorbidire’ le funzioni).

Definizione 7.12. Presa f € ZP(R™) con p < 400 si pone fe = f*p.. La
funzione f. si dira la mollificata di passo € di f.

Proposizione 7.24. Sia f € £P(R™) con p < o0, allora Ve > 0:
2. fe € C®R")

Dimostrazione. 1. Segue dalla disuguaglianza di Young per convoluzioni:

felly < Neelly - 11£1, = 1171,

2. fe(x) = /(pe(y —x)f(y)du(y), preso a = (a1, ..., a,) multiindice, per il

teorema di derivazione sotto al segno di integrale si ha:

D21da) = [ (D%ely - 2)) 1w dutw)

Inoltre si ha che
[ felloo < Mlell, - I1£l, < +o0

dunque la funzione ¢ quasi ovunque limitata, ed analogamente
1D felloo < IID%@ell,y - Lf1l,, < 400

dunque tutte le derivate limitate.
O

Osservazione. Notiamo che f. = . x [ rappresenta una media pesata di f
sulla palla Be di centro x, perche

1y S G+
‘ T, 9e(2) dua(2)

Proposizione 7.25. Presa f € £P (R"™) con p < +oo e detto wy, il modulo di
continuita in LP di f, si ha che:

[ fe = fll, < wp(e) >0 per e =0

Dimostrazione. Dal momento che, fissato x € R™, la funzione ¢.(x — y), come
funzione di y ¢ nulla al di fuori di Bc(z) si ha che:

(o= f)(@) = /B e =) ) duty) ~ 1) =

velz — ) f(v) duly) - f(z) / pelz — y) du(y) =

e(x) B.(z)

J
= [, e (i) - s@) ) = (=2 —y)
J

<(0)
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Passando dunque alle norme e usando la disuguaglianza di Minkowsky integrale:

‘ /Be<o> e (f(=2) = 7)) duz)

Jro!

/B o) PANE =2 = Ol au(z) <

[fe = [,

<

p

IN

) (10 =2) = 10))| an(z) =

A

< / pe(2)p(e) du(2)
B.(0)

In definitiva:

o= A1y < nle) [ ) an(z) = 0

€

O

Teorema 7.26. Per ogni p < +o0o, la classe delle funzioni f € £P(R™) N
C§° (R™) ¢ densa in ZLP.

Dimostrazione. Presa f € P (R") sia fr = f - Xp,; allora

If = fall, = ( Lo, |f|p) )
/R”\BR = [ [ s

Si ha che, per convergenza dominata:

/ |f\p%/ |fIP per R— +o0
Br R™

D li - = 0.
unque lim |f — fr[, =0

Preso > 0, sia R > 0 tale che |[f — fr|, <n. Sia

ge = (fr), = pc * IR, ge € C™

Quindi ||ge — fr|l, — 0 per € — 0, dunque esiste € > 0 tale che |lge — frll, < 7.
Si ha che g.(z) = 0 se |z| > R + ¢; in tal caso, infatti, dal momento che fr &
nulla al di fuori di Bpg, e che, fissato x € R™, la funzione @ (x —y), come funzione
di y & nulla al di fuori di B.(z) si ha che:

ge(z) = / Pe(r —y) fr(y) du(y) =0
Br(0)NBc(x)

Pertanto g. € C§° (R™) e

lge = 1, < lge = fall, + I.fr — fIl, < 2n
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7.5 Teorema di rappresentazione

Definizione 7.13. Siano X e Y due spazi normati e sia T : X — Y un
operatore lineare; T si dice limitato se esiste M > 0 tale che

ITelly < Mllel;, — VeeX

Proposizione 7.27. Sia T : X — Y wun operatore lineare tra due spazi
normati; allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1) T é continuo
2) T é continuo in un punto
3) T ¢é limitato

Dimostrazione. 1) = 2) & ovvia, proviamo 2) = 3). Sia zg € X tale che T &
continuo in xg; allora

Ve>0 35>0: |lz—x0) <0 = |[Tz—Txo| <e

z

TE allora
z

Per ogni z € X con z # 0 si considera x = x¢ + 9

§
T:v:T:EOJr—HTz = Tz= @(T:chxo)
z

Si ricava ||Tz]] < §||ZH, dunque preso M = 5 si ottiene la limitatezza per
l'operatore T'.

3)=1)

Si ha che

Vr,zo € X, Tex—Txog=T(x — )
Quindi ||Tz — Txol| < M ||z — x| = 0 per x — xg, pertanto T' & continuo. [

Definizione 7.14. Sia B(X,Y) la classe degli operatori limitati tra due spazi
normati X ed Y. Preso T € B(X,Y), si pone:

|7l = sup { | Tz|| : [l«f =1}

Osservazione. B(X,Y) ¢é uno spazio vettoriale. Proveremo che é anche uno
spazio lineare normato. Intanto vediamo che

[T]|
IT]| = sup {H»’Ull rw € X\ {0} p =sup { [|Tz|| : [|lz| <1}
Proposizione 7.28. (B(X,Y), H||) é uno spazio vettoriale normato e se Y ¢é

completo, anch’esso é completo.

Dimostrazione. ||| & effettivamente una norma.
Sia Y completo, e sia {T},} una successione di Cauchy in B(X,Y). Sia z € X
fissato, allora

[Tnw = Tnl| <|[T = Tl - [l = 0 per n,m — +00
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Pertanto Vz € X, {T,,z} & una successione di Cauchy in Y, che & completo,
allora esiste un limite, dunque si pone

T(x) = lim T,z

n—-+oo
Si verifica che T ¢ lineare e limitato.
T(a‘r + By) = ngl}rloo Tn(ax + By) = nEIEoo(OKTn(x) + ﬂTn(y) =

= a lim T,(z)+F lim T.(y)=al(z)+FT(y)

n

Quindi T ¢ lineare.
Inoltre || T,|| < | Tl + [|Tn — Tinl] ¥n,m € N, pertanto:

1Tl = 1Tl | < | T0e — Tl — O per n,m — +0o

Quindi {||T,||} & di Cauchy in R, duque & limitata, cioe |T,| < C' Vn, quindi
ITz|| < C||z||, pertanto T € B(X,Y).

Bisogna ora dimostrare che non si ha solo la convergenza puntuale, ma anche
quella in norma, ovvero che ||T;, — T'|| — 0; dato che ||T},, — T}, || — 0 per n,m —
400, si ha che

VeeX, Ve>03IN: se nym>N allora |[Thz—Thz| < ez
Fisssato x, per m — 400 si ha che

|Thx —Tz|| <ellz|| ovvero [T, —T| <e ¥n>N

Definizione 7.15. Preso X spazio lineare normato si pone
x* ¥ B(x,R)

X* si dice spazio duale (topologico) di X, che puo essere pit piccolo del duale
algebrico di X.

Osservazione. Se p e q sono esponenti coniugati, se g € £9, allora

sz/xfg

¢ un funzionale lineare limitato su LP per la disuguaglianza di Hélder.

Lemma 7.29. (Hoélder a rovescio)
Sia 0 < s <1 e siano f,g funzioni misurabili su (X, o, p) tali che

O</|g\s,<+oo dove s =—"— <0
X s—1

L= ([ f|s)1/s (I |g|5,)1/5,

Allora vale che
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Dimostrazione. La disuguaglianza da dimostrare & equivalente a

()" = () (L)
Jir < (/ngos </X g|s,)_s/s,

Ora siano ¢ = |g|~° e ¥ = |fg|°, allora

N / __s_ _1
fI°=ve |fgl=v" g =|g| 7% =T

A questo punto la disuguaglianza da dimostrare diventa:

o< () (1)

Se si sceglie p = % ep = ﬁ questa e la disuguaglianza di Holder. O

Lemma 7.30. (Minkowsky a rovescio)
Sia 0 < s < 1, allora Yu,v funzioni misurabili su (X, 7, 1) vale

(Lo (o) + ()"

Dimostrazione. Segue da Holder a rovescio, analogamente a come la disugua-
glianza di Minkowsky segue da quella di Holder. O

Osservazione. Ricordiamo che se a,b >0 e se 1 < p < 400 allora (a + b)? <
2P=1 (P + bP).

Lemma 7.31. Per ogni 0 < s <1 la funzione

1
f@) == (1)
e decrescente.
Dimostrazione.
fllx) = %(m(fsx logs) — 1+ s%) = %(s‘”(l —zlogs) —1) =
x x

1
= P(s‘”(l —logs®) — 1)
Set=s"eg(t) =t(1 —logt) per 0 <t <1 allora
g (t)=(1—-logt)—1=—logt >0

dunque g @ crescente, pertanto g(t) < g(1) per ogni t € (0,1) e quindi

7)== (o(t()) =1) <0

x2

da cui la tesi. O
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Lemma 7.32. Sia 1 <p<2esiate|0,1], allora:

’ ’ 1
1+t\? 1—t\? 1 1 _\7!
- - > = —tP

dove p’ ¢ l’esponente coniugato a p.

Dimostrazione. Se p = 2 vale l'uguaglianza. Se p < 2 e t € {0,1} vale
I'uguaglianza. Siano dunque 1 < p <2e 0 <t < 1. Si ponga:

11—

= con O0<s<1
1+s

La disuguaglianza da dimostrare risulta equivalente a:

S0+ (1+5)" 20
Si ha che
Sp:+°° PNk con p\_prp=1-...-(p=k+1)
Ursl=2. %) %) W

Quindi, posto F(s) = 3 [(1 4 s)" + (1 —s)"] — (1 + sp/)p si ha:

Fls) = ;(f () (ﬁuﬁ))f(p;l)sw_

k=0 k=0
p +oo P 1 +oo » 1
_ 2j _ - p'(25-1) _ - p’-2j
2j>s .Z(%l)S Z( 2] )‘9
=0 Jj=1 7=0

J
(il contributo per j = 0 si annulla)

—+o00
_ (P _ (P PNoj_ (P=1\ wei-n _ (P—1\ o
0>S <0)8 +Z<2j)8 (23'—1)8 2 )°

Jj=1

+oo
_ PN (P=1)\ -y _ (P= 1Y o
2\ 2 25— 1 2

J
A “1N\ . B A
Posto A; = (;) s% — (p >sp (27-1) _ <p2- >sp 27 si dimostra che per
J J
ogni j si ha che 4; > 0.

A L 2
j (2]._1),( -p)B3=p)---- (27 —p)
. [ pp—1) Pl yeion-zy P e
2j(2j=p) 25 -p 2j
52
Posto B; = m(? —p)(3—p)----- (2§ —p) > 0 e dal momento che
j—1)!

plp—1) p-1 p-1

225 —p)  2-p 2
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Si ottiene che

A = g (=L =L yeine) (P2 P e
! T \2i-p 2j-p 2j 2j
1—gP'(2-1)-2j 1 _ gr'-2j-2j
= B 2j=p T 2L
p—1 p—1

Ora, si hanno le seguenti uguaglianze:

. . . p—p+1)2j—p  2j—p
(2 —1)—2 = () —1)2j—p = & =
PEji-1)-2j =@ -12j-p . .

2j
125 —2j = 2j(p — 1) = -
P 2j—2j j(p" —1) P

Posto a = si ottiene che

27 — 29
i=P g ¥
p—1 p—1

1—s“ 1—sP

x

Per il lemma precedente ¢ decrescente e si ha che o < 3, pertanto

1—s* 1—48
a B

Quindi A; > 0 per ogni j € N. Dunque F(s) > 0 per ogni 0 < s < 1 e quindi si
ha la tesi. O

>0

Lemma 7.33. Sia 1 <p <2, allora Vz,w € R si ha che

’
z+wp

2

Z—Ww

Dimostrazione. Se z = 0 vale 'uguaglianza. Analogamente se w = 0. Siano
dunque z # 0 e w # 0, sia |z| < |w| e si ponga r = I2I/jw| (se accade che |w| < |z|
si pone 7 = |wl/|z| e la dimostrazione & analoga). Si puod supporre inoltre che
signz = signw, ed in questo modo r = #/w.

La disuguaglianza iniziale ¢ pertanto equivalente a:

1 ' 1 ' 1 P\ 7iT
+r -7 rP\ p-1
< | =4+ — 0 <1
’ 2 ’ 5 < ( 5 + 5 ) <r<
che e garantita dal lemma precedente. O

Lemma 7.34. Sia 2 < p < 400, allora Vz,w € R si ha che

p p

z+w
2

zZ—w
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Dimostrazione. Dal momento che p € [2,400) allora p’ € (1,2], quindi dalla
disuguaglianza precedente si ottiene che

1

P 1 / 1 o\ -1
< (2|Z|p + 2|w|p)
/

P 1 p

= — = _—
p—=1 p-1r p

Pertanto se ¢ = »/p’, ricordando che (a + b)? < 2971 (a? + b?)

P 1 . 1 N\

< (Ghr+ghor) <

p/p’ , p/p’ ,
1 /p/P 1 /p/:D
- P - P _
(3) )"+ (3) ()]

1 l—P/p’ 1 p/p’ 1 p/p’
= it Z P - p| _
()G ()

1 1
= §\Z|p + §\w|p

z+w P

2

z—w
2

Si osserva che si ha

p

zZ+w P

2

zZ—w
2

210/1;/—1

IN

O

Definizione 7.16. Uno spazio lineare normato (X, ||-||) si dice uniformemente
convesso se

Vee (0,2] 3d(e)>0: Vax,yeX |zl =]yl|=1

e -yl =€ =

r+y
<1-96
e

(0 < € <2 perché la massima distanza tra due punti sulla palla unitaria é 2)

Teorema 7.35. (Disuguaglianze di Clarkson)
Per ogni u,v € LP si ha che:

se 2<p<+o0

u+vl|” u—vl||’ 1 1
1 < Z |l + = |jv||?
g B s
u+ vl u—vl” 1 » 1, n p'-1
2 [ |52 = (G g
P p
se 1<p<2
ut vl u—vl” 1 » 1, n p'—1
) R e IR G
P P
u+vl|” u—ol|” 1 p 1 »
T e I e IR NI I
P P
Dimostrazione. 1) Segue dal lemma 7.34.
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3) Siha che p—1 <1 e l’espressione

1/p—1
ol = ( [ 1a~)

in generale non da luogo ad un norma, ma si ha che

e, = (frere)" =i

Dunque si ottiene che

’
u—+v p

S ey ] ey
2, 2, 2 - 2 -
Per Minkowsky a rovescio (lemma 7.30) si ha:
’ N\ p—1 1/1)71
< / u+uvl|? u—uvl|?
- 2 2
Per il lemma precedente si ha che
u—l—vpl u—vl|” 1 1 Yo
< ZlulP 4 ZlglP
2 2 —(2|“| M )
utol|” u—vl” </1 1 Yoot
< ([ Sl + 5ol
2, 2, 2 2
1/p_1
1 1
= (5l + 5 1ol
1
e si osserva che p’ — 1 = P 1= )
p—1 p—1
2) Per la disuguaglianza di Minkowsky si ha che:
u+v v’ uU—v 4 . u—l—vp/ u—vp/
2, 2, 2 - 2 -
> u+vl|? uU—v P
- 2 2
p—1
Vale che
+v 4 U —v AN 1 1
u _
> ZiylP 4 Zlpl?
( 2 | T2 ) Z gl + 5l

Infatti per il lemma 7.33 per ¢ < 2:

’ ’

—w|? 1 1 a1
z w S <2|Z|q+2|w|q>

zZ+w 4

2

2
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Si pone ¢ = p’ e dunque

zZ+w P

2

zZ—w
2

Siponeoraz=¢(+new=&—n

.
/-1

1 ’ 1 / P
6+ 17 < (Gle+ b+ gl -l )

7

1 1+(p/71) , 1 1+(p/71) , p’—1

_ p _ _ P

(3) lexar+(3) k-
§+n

1 1 AT
_ p _ P<
SIE17+ 5l < (‘ 5 )

e poiché zﬁ = p — 1 segue la disuguaglianza di Clarkson.

1 1
_|£|P ZInlP <
Sl + 5P <

p/
§—n
+] .

4) Per il lemma 7.33 se p < 2

/ z—wp/ 1 1 =
< [ Z121P &£ ZlaplP
2| < (Gt + hu)
Zz—Ww
2

z—i—wp

2
Con la sostituzione £ = HTw , = —2w si giunge a
)
uU—v

2

’
z+wl?

2

’ -1

P 1 1
) < Lel? + P
z

§+m
2

§—n

1 p p
3 (v ) < (| .

3

p p

1 p 1 » u—+v
Z Z < || ==
5 Il + S el < |15

p p

O

Osservazione. Se p = 2 allora £*(X) ha la struttura di spazio di Hilbert con
il prodotto scalare definito da:

()= | fo

Vale dunque l’identita del parallelogramma:

||u—|—v||2—i—||u—v||2 = (ut+v,u+v)+{u—v,u—v)=
2 2 2 2
= 2([lul” +[lol7) = 2[Jul” +2|v]|

Per p =2 dunque le disuguaglianze di Clarkson divengono uguaglianze:

1
= 5 (Il + 0l1*)

2 2

u+v
2

U —v
2

104



7.5. TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE

Corollario 7.36. Se 1 < p < +oo la norma [|-[|, su 7 (X) é uniformemente
convessa.

Dimostrazione. Sia p > 2, siano |[ul|, = [lv||, =1 e sia [|u — v, > €> 0.
Per la prima disuguaglianza di Clarkson:

u+vll? u—vl? 1 1

< Slullp + 5 lvlly =1
2 » 2 » 2 P2 p
u—+v P €\P

1
<1- - <1-(3)
» 2P p 2

Sia p < 2, siano ||ul, = [[v]|, =1 e sia |Ju —v[|, > € > 0.
Per la terza disuguaglianza di Clarkson:

’

u+v P u—uvl|” 1 p 1 » p-1
. | =< (G gmn) =1
P p
pl o p’ ’
U+ v <1- u—7v §17<E>p
2 >
p p

O

Lemma 7.37. Sia 1 < p < +oo; se L € (£? (X)) e se ||L|| =1, allora esiste
un unico elemento w € £7 tale che ||w||, =1 e Lw = 1.

Dimostrazione. Dal momento che ||L|| = sup | L]
jwii=1 [l

cessione {w,} in .7 tale che [[wy||, =1 Vn ed Lw, — ||L||. Si prova che {w,}

¢ di Cauchy.

Sia per assurdo che

si ha che esiste una suc-

Je>0: VNeN, Inm>N: |wp, —wnm|, >¢€

Allora per 'uniforme convessita della norma p si ha che 3d(e) > 0:

<1-9§

Hwn+wm
p

2

Wy, + Wiy,

[[wn erm”p

L( Wy, + Wiy ) 2 L(wnerm) w+1w L<wn+wm>
[wn + wmll, l[wn + wmll, 2 [ g ], 2

1 1 Wy, + Wy, 1 n,m—~+oo
> L{—— ) = f(L L ) T— 1
H wn‘guhn ) = 1-9 < 2 > 2 Wy + L,

Si ha che L < > <1 perché || L|| = 1.

1
Quindi, al limite, 1 > 15 assurdo.

Pertanto per la completezza degli spazi £P, esiste w € £P:

lim
n—-+oo
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Dunque w realizza il massimo nella scrittura della norma.

Si dimostra che w ¢ unico utilzzando nuovamente I'uniforme convessita; inoltre,
se ve ne fossero due, w e z, la successione che vale alternativamente w e z sarebbe
massimizzante, ma non di Cauchy, assurdo. O

Lemma 7.38. Sia 1 < p < +oo; presa w € ZL? con ||wl|, =1 esiste un unico
L e (£P(X))" tale che |L|| =1 ed Lw = 1.

Dimostrazione. Si considera

[ signw- |wP™! sew #0
10 sew=0

Sia Lu = / uv per ogni u € £P. Allora ||L[| = [jv[|,, = Hw||;/pl = 1, infatti:
X

1Ll = sup{ |Lul : full, =1} =

sup {| [Lue] « Jul, =1} = ol

per la caratterizzazione duale della norma. Si ha inoltre che:

Lw=/mw=wwzl
X

Dunque in questo modo si dimostra 'esistenza dell’applicazione lineare.

Siano Ly, Ly € (£P (X))* tali che ||Li|| = || L2]| = 1 con Liyw = Lyw = 1. Se
per assurdo L; # Lo, allora esiste u € ZP tale che Liu # Lou. Deve essere
u # 0 (perché Ly ed Lo sono lineari), dunque non ¢& restrittivo supporre che
Liu — Lou = 2 (moltiplicando u per un’opportuna costante).

Siaz=u+aoaw, a € R. Lyz=Liu+ «a. Sia a =1 — Liu. Con questa scelta:

Liz=1 Loz=I1lsu+a=Lou—Liu+1=-1
Sia t > 0, allora
Li(w+tz) =1+t Lo(w—tz) =1+t
Poiché ||L1]| = || L2|| = 1 si ha che
1+t < [lw+tz, L+t <|lw—tz]|,

Sia p < 2; per la quarta disuguaglianza di Clarkson applicata a w +tz e w — tz
si ha che:

1 1
lwlly + 12215 2 5w+ t21; + 5 llw — 21

L+tP 2P > 1+t VE>0

1+¢)P -1
Ora, la funzione % non e limitata per t — 0, e si ha che
(I+¢)P -1 »
S <

Pertanto dovrebbe essere ||z[|, = +00, assurdo, perché z € £7.
Per p > 2 il risultato e analogo. O
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Teorema 7.39. (Teorema di rappresentazione di Riesz)

a) Sia 1 <p<+oo e sia (X, o, 1) uno spazio con misura qualungue; allora
per ogni L € (£P)" esiste un unico v € LP tale che

o= [wdp ol =L,
X
b) Siap =1 e sia (X, 9, 1) uno spazio con misura o-finito; allora vale il

medesimo risultato.

Dimostrazione. a) Se L = 0 & ovvio che v = 0 da la rappresentazione. Sia
L # 0, allora non ¢ restrittivo supporre ||L|| = 1 (moltiplicando L per una
opportuna costante). Per il lemma precedente esiste ed & unico w € £P
tale che [lw||, =1 ed Lw = 1. Si considera pertanto:

[ signw- |wP™! sew#0
10 sew=0

In questo modo:

Yy Yy
Ioll,, = (/ |w|p.(p1)> — (/ |w|P> -1
X X

Pertanto v € £*". Si pone quindi:
Lyu= / uv Yu € P
X

Allora L, € (fp)* e || Lull, = llv[l,, = 1 per la caratterizzazione duale
della norma, infatti:

||LU||*

sup { |Lu] : ull, = 1} =

sup{‘/uv : ||u||p:1} =
X

= ||va/

va:/wv:/|w\p=1
X X

Allora per il lemma precedente L = L,,, quindi v da la rappresentazione
di L.

Si prova ora che v & I'unico elemento di .£?" tale che L = L,,. Sia & € 2%’
tale che [|9]|,, =1 e che Ly = L = L,. Allora L — L, = 0, quindi:

Si ha inoltre che:

/(ﬁ—v)uzo Yu € ZLP
X

Ora, si ha che:

15— vll, = sup {/X(v — o) : full, = 1} ~0

Pertanto v = v.
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b) Sia ora L € (fl)* e sia per ora u(X) < +oo. Si fissi p > 1 allora,

108

poiché lo spazio ha misura finita, si ha che .#? (X) C £ (X), infatti per
la disuguaglianza di Holder

1/p
/ lu| < u(xf”p'(/ Iup) s
X X

Quindi si ha che se u € £?(X), allora v € £ (X), pertanto & lecito
applicare L ad u. Si ottiene dunque che:

Lul < L, lully <0 L] - (M7 lul,

Pertanto se L € (.,2”1)*, allora L € (£?)" per ogni p > 1. Per la prima
parte del teorema, Vp > 1 esiste un unico v, € 2P tale che

Luz/vp~u Yu € ZLP

Sia q tale che 1 < g < p, allora presa una funzione semplice ¢ qualunque
(in questo caso, dal momento che lo spazio ha misura finita, le funzioni
semplici appartengono ad ogni £P)

L@z/uq-cp:/vp'go

quindi si ottiene che

/(vp —vg)p =0 V¢ semplice
X

Pertanto per la caratterizzazione duale della norma g:

=

oy — v, = sup{ [ =ure s o sempice, I,

Ovvero v, = v, indipendente da p. Si ha che

loll, = sup{ / vg - ||g||1=1,gsempnce}=

sup{Lg : |lglly =1, g semplice} = |IZ],

perche per funzioni semplici vale che Lg = / vg, ed in questo modo

l|lv]| o, < 400, quindi si & trovata una rappresentazione di L che si dimostra
essere unica analogamente a quanto fatto nella prima parte del teorema.
Sia ora X uno spazio di misura o-finito, allora esiste {X;} successione di
insiemi misurabili disgiunti tali che X = U X, e p(X;) < +o0o VjeN.
Presa u € £ (X;) si pone

u in X;
Bw={§ B B 2@
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E; & un operatore lineare limitato, infatti ||E;(u)| = |lul|. Allora Yu €
Z1(X;) si pone

Lj(u) = L(E;(u))
ed in questo modo L; € (£* (Xj))* con || Lj|, < |/L|,. Dunque si ha che
per ogni j € N esiste un unico v; € £>°(X;) tale che

Lj(u) = [ wju 01l oo x,) = 1511, < MIEAL
. (X))

Lu = ZLj(u):Z/X vj U=

_ /X(Zv]xx)u

Si pone dunque v = Zvj - Xx; ed in questo modo si ottiene la rappre-

sentazione di L.
O

7.6 Compattezza per sottoinsiemi di .7 (R")

Definizione 7.17. Sia (X,d) uno spazio metrico; X si dice compatto se per

ogni ricoprimento {Uq taca con aperti Uy, ovvero X C U U, esiste un sotto-
a€A

n
ricoprimento finito, ovvero esistono aq,...,q, € A tali che X C U Ue, -
i=1

Definizione 7.18. Uno spazio metrico (X,d) si dice compatto per successioni
se per ogni successione {x,} in X esiste una sottosuccessione convergente {xy, },
ovvero Ty, — x € X.

Definizione 7.19. Uno spazio metrico (X, d) si dice totalmente limitato se Ve >
n

0 esistono x1,...,2T, tali che X C U B.(x;); Vinsieme dei punti {z1,...,2,}
i=1

st chiama e-rete.

Teorema 7.40. Sia (X,d) uno spazio metrico; allora le sequenti affermazioni
sono equivalenti:

1) X & compatto
2) X & compatto per successioni
3) X é completo e totalmente limitato

Corollario 7.41. Sia (X,d) uno spazio metrico completo e sia Y C X; allora
sono equivalenti:
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1) Y & compatto
2) Y & compatto per successioni
3) Y é chiuso e totalmente limitato
Definizione 7.20. Y C X si dice relativamente compatto se Y & compatto.

Osservazione. Sia (X, d) uno spazio metrico completo; Y C X ¢é relativamente
compatto se e solo se é totalmente limitato.

Lemma 7.42. Sia K uno spazio metrico compatto; allora K ¢é separabile.
Dimostrazione. Se K & compatto, allora & totalmente limitato. Sia € = 1/n e
per ogni n € N sia ., = {xgn), e mﬁ,’;)} la 1/n-rete di K. Sia dunque
=) S
neN

Allora . ¢ numerabile, perché unione numerabile di insiemi finiti, ed ¢ denso
in K. Infatti, sia z € K e sia e > 0. Sia n € N tale che 1/n < ¢; allora esiste
1€{l,...,m,} tale che d(:ﬂ,a:l(.n)) < 1/n <€, dunque xz(»") € B(x). O
Teorema 7.43. (Teorema di Ascoli-Arzeld)

Sia K uno spazio metrico compatto e sia C(K) lo spazio delle funzioni reali
continue su K con la norma:

I£]l = max {|f(2)] : = € K}
Allora F C C(K) é relativamente compatto se e solo se:
1) le funzioni di F sono equilimitate, ovvero
IM>0:VfeZ, |fIl<M
(ovvero F come sottospazio di C(K) ¢ limitato)

2) le funzioni di F sono equicontinue, ovvero

Ye>030>0: Vfe.F sedxy) <9, alora |f(x)— f(y)] <e

Dimostrazione. Sia % relativamente compatto, allora # ¢ totalmente limitato,
ovvero Ve > 0 esistono fi,...,f, € F tali che # C UBE(fl-). Allora .# &
limitato, infatti, fissato € = 1, si ha che per ogni f € % esiste i € {1,...,n}
tale che || f — fi]| <1, dunque

I < fill + 1 < max{[|fofl, o Il +1 =M

dunque le f sono equilimitate.

Sia e > 0 e sia {f1,..., fn} la erete di .Z. Poiché le funzioni f; sono continue
su un compatto, esse sono uniformemente continue, allora esiste d(€) > 0 tale
che se d(z,y) < d(€) si ha |fi(z) — fi(y)| <e Vie {1,...,n} (per ogni f; si ha
un d;(e), e dunque si considera d(e) = min{di(€),...,d,(e)}). Sia f € F e sia
i €{l,...,n} tale che ||f — fi|]| <, allora si ha che:

[f(@) = )l < (@) = fi()| + [fi(w) = fily)l + [ (y) = fi(y)] < 3e
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Dunque le f sono equicontinue.
Sia ora che .# verifichi equilimitatezza ed equicontinuita.
Presa {f,} in .# si prova che esiste una sua sottosuccessione che converge in
C(K); K & compatto, dunque esso ¢ separabile, ovvero esiste un suo sottinsie-
me denso e numerabile. Sia {z,} una successione densa in K. Si considera
{ fn(xl)}, che e una successione di numeri limitata in R, dunque essa ammette
una sottosuccessione convergente: sia essa { fin (xl)} Allora { fl’n(l'g)} ¢ limi-
tata in R (perche f, & limitata), dunque esiste { fo ,(z2)} sottosuccessione con-
vergente. Per ogni k dunque si possono trovare sottosuccessioni { fk,n} tali che
{fkn} ¢ sottosuccessione di {fk,Ln} e che {fkn(xl)} converge Vi € {1,...,k}.
Si pone gy, = fu,n, allora {g,} & sottosuccessione di {f,} e {g,} ¢ sottosucces-
sione di {fe,n} Vk < n. Allora {g,(z;)} converge Vi, quindi {g,} converge su
un sottoinsieme denso di K. Si pone

flxy) = ngoo gn () VieN
f € uniformemente continua perché limite di funzioni equicontinue e si estende
in modo unico a K. Si prova che g, — f in C(K): sia § > 0 e si consideri una
o-rete {y1,...,yrt di K, allora dal momento che {z,} ¢ densa in K, si ha che
esistono x;,...,x;, tali che Vj € {1,...,n} z;, € B(y;,0). In questo modo si
¢ ottenuta una d-rete di K formata da elementi di {z,}.
Sia k(9) = max{iy,..., .}, allora:

V6 >0 3FJk(0) eN taleche Ve K, Jk<k() : dlzg,z)<d

A questo punto, utilizzando il fatto che sia f che le {g,,} sono equicontinue, si
ottiene che fissato = € K e considerata la proprieta di K appena espressa:

|f(z) = gn(x)] |f (@) = f(@e)| + | f(zr) = gn(@r)] + |gn(zr) — gn(2)] <

<
< 2e+|[f(wr) — gnlor)]

Dal momento che g, — f, si ha che esiste N € N tale che se n > N allora

[f(xr) = gn(zr)| <e Yk < k(0)

(infatti per ogni k < k(d) esiste un N con questa proprieta, e dunque basta
porre N = max{Ny : k < k(0)}) quindi |f(x) — gn(z)|] < 3¢, pertanto .# &
compatto per successioni, quindi compatto, ovvero .% & relativamente compatto.

O

Teorema 7.44. (Teorema di compattezza di M.Riesz)
Sia E C R™ misurabile, sia 1 < p < +oco. Una famiglia & C £LP(E) ¢
relativamente compatta se e solo se:

1) le funzioni f € F sono equilimitate in £LP(E), ovvero

IM>0: |fll,<M VfeZF
2) le funzioni f € F sono equicontinue nel senso di £P, ovvero

Ve>0, 35>0: |b <3, /lf(x+h)—f(a:)|p§ep VfeZ
E
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Osserviamo qui che presa f € LP(E), si considera f estesa a 0 fuori da
FE, in questo modo

.,Sfp(E)%{fe.,iﬂp(R”) : szsu]R”\E}

3) le funzioni f € F sono equiinfinitesime all’infinito nel senso di £P,
ovvero

VYe>0, IR>0: / IfIP <€ VfeZF
E\BRg(0)

Dimostrazione. Sia # relativamente compatto, quindi € totalmente limitato,
ovVVero

Ve>0, 3fi,....faeZ: FC|JBf)
i=1
Ognuna delle funzioni in #? ¢ limitata e continua secondo Z?.

1) Si ha che
IM>0: |fill, <M  Vie{l,...,n}

Quindi
vieZ Jie{l,....n}: |[f—[fill, <e
Pertanto
Ifll, < [Ifill, +€ < M+e
2) Fissato € > 0 e considerata Ue-rete { f1,..., fn}, siconsideri f € F esiai €
{1,...,n} tale che || f — fi| < e Sia & >0 tale che || fi(- —h) — fi(-)]|} <
€P, allora:

1f(z—=h) = fl@)], <
<Wf(z—=h) = filz = W)ll, + I fi(x = h) = falo)ll, + [ fi(z) — F2)]l, < 3€
Sia ora § = min{d; : 1 < i < n}, allora in questo modo si ha I’equiconti-

nuitd secondo .Z? delle funzioni di %.

3) Fissato € > 0 e presa 'e-rete {f1,..., fn} si ha che esiste R > 0 tale che:

l/p
(/ |f¢p> <e Vied{l,...,n}
E\Br(0)

Infatti, se si considerano le funzioni gi, = |f;|” - Xp, () allora si ha che
|gﬁl| < |fil” per ogni n € N e per ogni i € {1,...,n}, dunque per il
teorema di convergenza dominata
[ o= tm_ [ in= [ 1ar
0) E

n—-+oo E n—-+oo B

n

e quindi preso € > 0 si ha l'esistenza di R > 0 che soddisfa la condizione

precedente.
Ora, per ogni f € & esiste i € {1,...,n} tale che ||f — f1||p < €, dunque:

/ Tk s/ |f—f¢\”+/ P < 26
E\BR(0) E E\Br(0)
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Pertanto si ha che le funzioni di .%# sono equiinfinitesime all’infinito secon-

do ZP.

Siano ora verificate le tre condizioni dell’ipotesi. Sia {¢;} una famiglia di mol-
lificatori e per ogni f € F si ponga fr, = pp+ f (f & estesa a 0 all’esterno di E,
perche il prodotto di convoluzione & definito su tutto R™).

Preso d(e) il 6 della equicontinuita in senso £ della condizione 2) si ha che

Vfe.F se |h| < d(e) allora | fn— fll <e

(frn & un’approssimazione di f che dipende dal suo modulo di continuita in £7).
Per la condizione 1) e per la disuguaglianza di Young per convoluzioni si ha che

vieZ Al <llenlly -7, = 1£1l, < M

Inoltre fissato h si ha che

1D frlloe = 1(Depn) * flloo < [1Dgnlly - 1111,

|\D<ph||p, = C(h) perche Dypy, & una funzione C*° a supporto compatto, pertanto
[Dfnlle < C(R) - [[fll,, ed analogamente || fxll,, < C(h) - M, quindi queste
funzioni sono equilipschitziane, pertanto esse sono equicontinue. Sia R > 0 il
raggio determinato nella condizione 3) tale che

VfeF <e€

||f\|$p(E\BR(O))

Si considera dunque
L%L:{fh:soh*ﬂm : f€9}

Alla famiglia .%; dunque si puo applicare il teorema di Ascoli-Arzela, perche
¢ formata da funzioni equilimitate ed equicontinue su un compatto, quindi %},
¢ relativamente compatto in C(Bg(0)), pertanto .%), ¢ totalmente limitato in
C(Bg(0)), ovvero Vi > 0 esistono fip,..., fnn € F, tali che Vf), € F, esiste
i€{1,...,n} tale che

max || fin — full <n

Br(0
Ora, si ha che Vi € {1,...,n} esiste f; € .# tale che fi, = @h*(fi)lm, quindi
la proposizione precedente puo essere riformulata nel seguente modo: per ogni
y > 0 esistono f1,..., f, € % tali che per ogni f € % esiste i € {1,...,n} per
cui

max |[pp * fi —on* fll <n
Br(0)

In questo modo

If=rfll, < If- fi||$p(BR(0)mE) +If - fz‘||gp(E\BR(0))
< |\If- fh”_SfP(BR(O)mE) + I fn — fih”gp(BR(O)mE) +
+ Hfih - fiH"cfp(BR(O)mE) + 2¢
< |lfn— fih”gp(BR(O)ﬂE) tde
1/p /p
< e+ p(Bg(0)) = Fanlloe < de + u(Br(0)) o
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€

Si sceglie dunque n = —————— in questo modo ||f — fi||, < 5e, ovvero
/v P

1(Br(0))

{fi,.-., fn} & una Se-rete per &, pertanto & & totalmente limitato, da cui la

tesi. O

Osservazione. Se E ¢ limitato, la condizione 3) del teorema precedente ¢
sempre soddisfatta, quindi superflua.
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