
ISTITUZIONI DI ANALISI SUPERIORE 1, AA 04/05
TEST DI RECUPERO DEL 09/12/04

(1) Provare che lo spazio con misura di Lebesgue (Rn,Ln, µ) è regolare, cioè,
∀E ⊂ Rn si ha

µ∗(E) = inf{
∑

µ(Ei)|{Ei} ⊂ Ln, E ⊂ ∪Ei} ,

dove µ∗ indica la misura esterna di Lebesgue.

(2) Dimostrare la seguente variante al Teorema di Convergenza Dominata.
Sia {gn} una successione di funzioni nonnegative integrabili tali che

gn → g q.o. ove g è una funzione integrabile. Sia poi, {fn} una suc-
cessione di funzioni misurabili tali che fn → f q.o. ove f è una funzione
misurabile e |fn| ≤ gn , ∀n. Provare che, se

lim
n→∞

∫
gn =

∫
g ,

allora
lim

n→∞

∫
fn =

∫
f .

(3) Sia fissato uno spazio con misura (X,A, µ) sia f una funzione su X e sia
E un sottoinsieme denso di R tale che l’insieme {f > t} è misurabile per
ogni t ∈ E. Provare che f è misurabile.

(4) Sia (X,A, µ) uno spazio con misura completo, e sia f : X → R una funzione
nonnegativa tale che l’insieme

E = {(x, t) ∈ X × R|0 < t < f(x)}
è misurabile di misura finita in X ×R. Provare che la funzione f è misura-
bile.
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