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(1) Stabilire se esiste ed eventualmente calcolare

lim
n→+∞

∫
(0,+∞)

e−x
2

1 + (x− n)2
dx .

Sol.:

fn(x) =
e−x

2

1 + (x− n)2
→ 0 , ∀x ∈ (0,∞)

inoltre
0 ≤ fn(x) ≤ e−x

2

,∀x ∈ (0,∞)

che è integrabile su (0,∞).
Per il teorema di convergenza dominata

lim
n→+∞

∫
(0,+∞)

e−x
2

1 + (x− n)2
dx = 0 .

(2) Sia (X,A, µ) uno spazio con misura finito. Sia f una funzione
misurabile nonegativa su X. Sia 1 < p < ∞ e sia p′ il suo
esponente coniugato. Si ponga

ν(E) =

∫
E

fdµ , ∀E ∈ A .

Provare:
(a) se f ∈ Lp(X), allora

ν(E) ≤ µ(E)
1
p′ ‖f‖p ,∀E ∈ A ,

(b) se vale

ν(E) ≤ µ(E)
1
p′ ,∀E ∈ A ,

allora f ∈ Lq(X) per ogni q < p.
Sol: (a) diretta conseguenza della disuguaglianza di Hölder.
(b) Sia, per ogni t > 0, Et = {f > t} e µ(t) = µ(Et). Per

la disuguaglianza di Chebishev, tµ(t) ≤ ν(Et) e quindi, per

l’ipotesi, tµ(t) ≤ µ(t)
1
p′ ovvero µ(t) ≤ t−p.

Ricordiamo che∫
X

f qdµ =

∫ ∞
0

tq−1µ(t)dt

1



2

da cui, se q < p,∫
X

f qdµ ≤
∫ 1

0

tq−1µ(X)dt+

∫ ∞
1

tq−1−pdt <∞ .

(3) Si ponga R2
+ = {(u, v) ∈ R2|u, v > 0}. Sia f integrabile su R2

+.
Stabilire se la funzione

f(ex+y, ey−x)e2y

è integrabile su R2.
Sol.: L’applicazione Φ : R2 → R2

+ data da Φ(x, y) = (ex+y, ey−x)
è un diffeomorfismo. La tesi segue dalla regola del cambiamento
di variabili per l’integrale∫

R2
+

f(u, v)dudv =

∫
R2

f(Φ(x, y))| detDΦ(x, y)|dxdy .


