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(1) Una funzione f : Rn → R si dice semicontinua inferiormente
(sci) nel punto x0 ∈ Rn se

f(x0) ≤ lim inf
x→x0

f(x) .

(qui si intende: lim infx→x0 f(x) = supr>0 inf0<|x−x0|<r f(x)).
(a) Provare che f è sci in ogni punto se e solo se, per ogni

a ∈ R, l’insieme

{x ∈ Rn|f(x) > a}
è aperto.

(b) Presa g : Rn → R qualunque, e posto

f(x) = sup{g(y)|y ∈ Rn, |y − x| < 1} ,∀x ∈ Rn ,

provare che f è sci in ogni punto.

(2) Sia α > 0 e si ponga per ogni A ⊂ Rn

µα(A) = inf{
∞∑
k=1

(λ(Ik))
α|{Ik} successione di intervalli t.c. A ⊂ ∪kIk} .

(a) Provare che µα è una misura esterna.
(b) Provare che , se α > 1, allora µα(A) = 0 pe ogni A.

(3) Una misura esterna µ∗ su X si dice regolare se per ogni A ⊂ X
esiste un insieme E µ∗-misurabile tale che A ⊂ E e µ∗(A) =
µ∗(E).

(a) Sia data una misura esterna µ∗ su X. Sia A la σ-algebra
degli insiemi µ∗-misurabili e sia µ = µ∗|A. Sia µ̃ la misura
esterna indotta da µ, come misura sull’algebra A. Provare che,
se µ∗ è regolare allora µ̃ = µ∗.

(b) Provare che, se µ∗ è la misura esterna indotta da una
misura ν su un’algebra B, allora è regolare.
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