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SOLUZIONI ESERCIZI FOGLIO N. 2

(1) Sia (X,A, µ) uno spazio con misura. Sia F = (f1, . . . , fn) una
applicazione da X in Rn. Provare che le funzioni f1, . . . , fn sono
misurabili se e solo se per ogni aperto A ⊂ Rn l’insieme F−1(A)
è misurabile.
Soluzione: Supponiamo f1, . . . , fn misurabili, se A ⊂ Rn

è aperto, allora è unione numerabile di intervalli aperti Ik =∏n
i=1(a

k
i , b

k
i ). Segue F−1(A) = ∪k∩i

{
aki < fi < bki

}
∈ A. Vicev-

ersa, per ogni t ∈ R, i = 1, . . . , n, e posto A = {x ∈ Rn|xi > t}
risulta {fi > t} = F−1(A).

(2) Sia f : [0, 1] → R tale che f è continua in x per quasi ogni
punto x ∈ [0, 1]. Provare che f è misurabile.

Soluzione: Sia F misurabile in [0, 1] tale che µ(F ) = 0 e f
è continua su E = [0, 1] \ F . Allora per ogni aperto A ⊂ R
f−1(A)∩E è aperto nella topologia relativa di E, cioè esiste B
aperto di [0, 1] tale che f−1(A) ∩ E = B ∩ E che è misurabile.
D’altra parte, f−1(A) \E = f−1(A)∩F ⊂ F è un sottoinsieme
di un insieme di misura nulla quindi misurabile.

Strada alternativa (traccia): Si introducono

f = sup {ϕ|ϕ a scalino ≤ f}

e

f = inf {ψ|ψ a scalino ≥ f}
e si verifica che f(x) = f(x) = f(x) in ogni x punto di continuità
di f . Se ne deduce f = f q.o., da cui la misurabilità. (N.B.:
questo argomento può essere usato per dimostrare il criterio di
Lebesgue per l’integrabilità secondo Riemann.)

(3) Sia (X,A, µ) uno spazio con misura e siano f, fn, n = 1, 2, . . .
funzioni misurabili tali che fn → f in misura. Provare che
|fn| → |f | in misura.

Soluzione: Per la disuguaglianza triangolare per il valore
assoluto, vale

||fn| − |f || ≤ |fn − f | ,
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quindi per ogni ε > 0 si ha

{||fn| − |f || > ε} ⊂ {|fn − f | > ε} ,
da cui, per n→∞,

µ({||fn| − |f || > ε}) ≤ µ({|fn − f | > ε})→ 0 .


