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(1) Siano p, q ∈ (0,+∞) due esponenti coniugati. Siano f ∈ Lp(Rn), g ∈
Lq(Rn) tali che esiste δ > 0 per cui∫
|x|>R

|f(x)|pdµ(x) ≤ R−pδ ,
∫
|x|>R

|g(x)|qdµ(x) ≤ R−qδ ,∀R > 0 .

Stabilire se

lim
x→∞

f ∗ g(x) = 0 ,

e se śı con che ordine di infinitesimo.
Sol.: Sia |x| = 2R allora

|f ∗ g(x)| = |
∫
|y|<R

f(x− y)g(y)dµ(y) +

∫
|y|>R

f(x− y)g(y)dµ(y)| .

Ora, se |y| < R allora |x− y| > R, quindi

|f ∗ g(x)| ≤ |
∫
|z|>R

f(z)g(x− z)dµ(z)|+ |
∫
|y|>R

f(x− y)g(y)dµ(y)| ,

da cui con Hölder

|f ∗ g(x)| ≤ R−δ‖g‖q +R−δ‖f‖p ,

quindi

|f ∗ g(x)| = O(|x|−δ), per x→∞ .

(2) Sia f ∈ L1(R). Calcolare, se esiste,

lim
n→∞

∫
R

f(x− log n)

log(2 + |x|)
dµ(x) .

Sol.: Sostituendo y = x− log n si ha∫
R

f(x− log n)

log(2 + |x|)
dµ(x) =

∫
R

f(y)

log(2 + |y + log n|)
dµ(y) .

Posto gn(y) = f(y)
log(2+|y+logn|) si ha

|gn(y)| ≤ | f(y)

log(2)
| ∀n, ∀y ,

inoltre, per ogni y per cui f(y) ∈ R,

gn(y) =
f(y)

log(2 + |y + log n|)
→ 0 per n→∞ .

Per il teorema di convergenza dominata

lim
n→∞

∫
R

f(x− log n)

log(2 + |x|)
dµ(x) = lim

n→∞

∫
R
gn(y)dµ(y) = 0 .
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(3) Sia f integrabile su R2. Posto g(u, v) = f(uev, u(ev − e−v))u, stabilire se g
è integrabile su S =

{
(u, v) ∈ R2|u > 0

}
.

Sol.: Sia Φ(u, v) = (uev, u(ev − e−v)), questa è una applicazione dif-
ferenziabile da S in R2. La sua immagine Φ(S) è il settore

Σ =
{

(x, y) ∈ R2|x > 0, x− y > 0
}

e Φ : S 7→ Σ è invertibile. Si ha

detDΦ(u, v) = 2u > 0

quindi Φ : S 7→ Σ è un diffeomorfismo. Pertanto g(u, v) = f◦Φ(u, v) detDΦ(u, v)
è integrabile su S e vale∫

Σ

f(x, y)dµ(x, y) = 2

∫
S

g(u, v)dµ(u, v) .


