ISTITUZIONI DI ANALISI E GEOMETRIA MOD A

(1)

PROVA SCRITTA DEL 08/06/15

Sia f € L'(R?), tale che [, f(z)du(x) = 1. Posto

g(fﬂ) = f(xl - ajgul‘Q - $§7$3) , L = ($1,I2,$3) )
stabilire se g ¢ integrabile su R? e, se si, calcolarne 'integrale.
Soluzione. Si ponga y(z) = (z1 — 23, 72 — 73, x3), si ha che
questo ¢ un diffeomorfismo di R? in sé, infatti I'inverso z = x(y)
e dato da

z(y) = (y1 + (y2 +¥3)% y2 + Y3, y3)

e il determinante jacobiano della trasformazione ¢ identicamente
1. Quindi g ¢ integrabile su R? e vale

/RBQ(I)d,u(x) — 9 Fly)du(y) = 1.

Presa f € L'(R), calcolare, se esiste, il seguente limite

[ fa—e
e el

Soluzione. Si opera il cambio di variabile y = z — " (una
traslazione) e si ottiene

flz—e) / f(y)
EAS AV — [ L g4
g 1422 () r1+(y+en)? 8
ora la funzione integranda si maggiora
fy)
S <
T e < 1)

e vale

fW)
T (y+ e
Quindi per il teorema della convergenza dominata segue

) flz —e")
1 _ 2 =0.
lim g du(x) =0

— 0 per quasi ogni y .
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(3) Sia ¢ una funzione misurabile su R tale che |¢(z)| < eIl per
ogni z € R e si ponga

on(x) =np(nx) , Ve e R n=1,2,... .
Provare che, preso p, 1 < p < oo, per ogni f € LP(R) vale

tim g+ £ = ([ pla)dua)s, in D7R)

Soluzione. Si nota intanto che ¢ e integrabile e che vale

[ ontarduta) = [ pladuta)

per ogni n, quindi

ot () — ( / (@) du(x)) f () = / (@) (fy — ) — f(9)) du(z)

Per la disuguaglianza di Minkowski integrale

Hwn*f—(/ (@) dp(2)) f, < / en@IF = 2) — FO) i) =
/ )| | F(- — ) — F()lpdpu(z) =

e, per ogni § > 0,

= /||<6n‘@(nxﬂ||f(~—x)_f(-)|]pdu(x)+/ n|p(nz)||| f(-—z)—f()|lpdp(z) <

|z|>d

lz|<d

S/R\SO(:B)IdM(fE) sup Hf(-—iv)—f(-)\lﬁ/'m”\w(n:v)lHf(-—x)—f(-)llpdu(x)-

Per la continuita in LP di f, per ogni € > 0 si trova § > 0 tale
che SUP|z|<s Hf( - :L‘) - f()”p < ¢, quindi

[ tetaiana s - =) = Sl < [ letalduta)e = cost. <

L’integrale restante si maggiora cosi

/ nlp(n) [l f(—)— £ ()l pdpu(z) < / ne 0| (—) — £ () lpdpa() <
|z|>6 |z|>0

<20/, /| e ) = a1, / it 0
x|>

nd
per n — .



