ISTITUZIONI DI ANALISI E GEOMETRIA MOD A

(1)

PROVA SCRITTA DEL 18/01/16

Sia fo € L'(R™), tale che fo > 0 q.0. e [, fo = 1/2. Si definisce
per ricorrenza la successione di funzioni f; : R™ — R ponendo:

fon(@) = fix fu(x) VE=0,1,2,... .
Stabilire se la successione di funzioni {fj} converge in L*(R"),
e se si a quale limite.
Sol.: Per induzione si verifica che f;, € L'(R") e f > 0 per
ogni k. Si ponga Iy = [, fx, abbiamo Iy =1/2 ¢

L =1} VE=0,1,2,... .
Quindi [; = 1/4,1, = 1/16 e, per induzione:
L=22Vk=012,....
Da cui f; — 0 in L'(R").
Sia f € L*(R). Determinare, se esiste,

]}LIEOM({f >10—e*}) .

Sol.: Per Chebyshev, per ogni ¢t > 0 l'insieme di livello
{f >t} ha misura finita. Sia E, = {f >10—¢*}, questa
¢ una successione decrescente di insiemi misurabili di misura
finita e vale

NwEr = {f > 10} .
Quindi
lim p({f > 10 —e™*}) = u({f > 10}) .

Sia (X,.A, pt) uno spazio con misura. Siano {f,},{g.} succes-
sioni di funzioni misurabili su X, tali che

fn— 0,9, — 0 in misura .
Stabilire se vale

max {ffl,gi} — 0 in misura .

Sol.: Per ogni € > 0 si consideri l'insieme {max {f2, g2} > ¢}.
Abbiamo

{max{fnz,gfl}>€}C{f§>6}u{gi>€}:

= {Ifal > \/E}lu {lgnl > v}
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e per ipotesi
Jl_{goﬂ(“fn’ > \/E}) = nh_{goﬂ(“gn‘ > \/E}) =0

segue la tesi.



