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4) Sia f : Rn → R una funzione C2. Supponiamo che esista K > 0 tale
che ∣∣∣∣ ∂f∂xi (y)

∣∣∣∣ ≤ K ∀ i ∈ {1, . . . , n} ∀y ∈ Rn

Dimostrare che

|f(x)− f(y)| ≤ K
√
n‖x− y‖ ∀x, y ∈ Rn

Dimostrazione. Considero ∇f(y) per un qualunque y ∈ Rn. Vale che

‖∇f(y)‖ =

√(
∂f

∂x1
(y)

)2

+ · · ·+
(
∂f

∂xn
(y)

)2

(1)

Per ipotesi

0 ≤
∣∣∣∣ ∂f∂xi (y)

∣∣∣∣ ≤ K ∀i ∈ {1, . . . , n}

ed elevando al quadrato si ha(
∂f

∂xi
(y)

)2

≤ K2

Allora riscrivo
‖∇f(y)‖ ≤

√
K2 + · · ·+K2 = K

√
n

Considero ora lo sviluppo di Taylor di f nel punto x0 = y ∈ Rn ferman-
domi al primo ordine, quindi si ha:

f(x) = f(y) +
n∑

i=1

∂f

∂xi

(
y + ξ(x− y)

)
(xi − yi)

= f(y) +∇f
(
y + ξ(x− y)

)
· (x− y)

1



Ora se x = y la tesi è banalmente veri�cata; supponiamo quindi x 6= y e,
detto θ l'angolo tra x e y, calcoliamo

|f(x)− f(y)|
‖x− y‖

=

∣∣∇f(y + ξ(x− y)
)
· (x− y)

∣∣
‖x− y‖

=
‖∇f

(
y + ξ(x− y)

)
‖ ‖x− y‖ | cos θ|

‖x− y‖
= ‖∇f

(
y + ξ(x− y)

)
‖ | cos θ|

Ma | cos θ| ≤ 1 e per (1) ‖∇f
(
y + ξ(x− y)

)
‖ ≤ K

√
n quindi

|f(x)− f(y)|
‖x− y‖

≤ K
√
n

da cui
|f(x)− f(y)| ≤ K

√
n‖x− y‖ ∀x, y ∈ Rn
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