Appunti di complemento per le lezioni del corstMatematica Finanziaria”

L'OPERAZIONE DI AMMORTAMENTO



Premessa

Il presente testo di appunti &€ stato scritto pemnife agli studenti un supporto didattico adereaite
trattazione degli ammortamenti, cosi com’e statdtawa lezione. E da intendersi quindi come testo
integrativo rispetto ai paragrafi 5.4 e 5.5 dekdiliz. Castellani, M. De Felice, Franco Moriconi,
“Manuale di finanza - I. Tassi d’interesse. Mutwlebligazioni”, per brevita indicato in seguito cem
Libro. La trattazione dell’argomento non € pertaegaustiva e si rimanda, dove opportuno, al Libro.

1. Operazione di rendita e operazione di ammortamen
Si definiscerendita una operazione finanziaria costituita da un insidimito o infinito di pagamenti
positivi, periodici, dettrate della rendita quale, per esempio, I'operazione:
r/s={Ry,R,...R} f1.2,...m} .

Talvolta si usa parlare diperazione di renditaiferendosi ad una operazione di scambio di un
importo S esigibile, di solito, in una data antemgd alla scadenza della prima rata, con la rendita
Piu precisamente si parla di operazione di renditsenso proprio se si fa riferimento alla parte ch
effettua I'investimento, pagando S per poi ricevégerate. Viceversa, dal punto di vista della
controparte, si tratta, piu precisamente, di ureragione di rimborso ammortamentai un debito S
mediante il pagamento delle rate di ammortamd®tdr,,...,R,:

x/t ={S,-R;,-R,.,....-Ry} {0,1,2,...m} .
Gli ammortamenti costituiscono 'argomento dellatenaatica finanziaria in cui ci si pone il
problema di definire le modalita di restituzionel diebito S, detto anche somma mutuata (con
riferimento ad un contratto di mutuo) e di corresgione degli interessi. La somma mutuata puo
essere restituita in unica soluzione, al momentgpdgamento dell’ultima rata, oppure un po’ alla
volta nel corso dell'operazione, si parla in tabs@adi ammortamenti progressivi. In ogni caso,
I'operazione deve soddisfare le due seguenti coordiz
a) l'operazione deve essere equa secondo la ldggapdalizzazione composta 0 esponenziale, al
tasso di interesse periodale i coerente con leogieita di pagamento delle rate (condizione di
equitd);
b) I'importo mutuato S deve venire restituito cogtpmente (condizione di chiusura).
Esistono vari tipi di ammortamenti, che sono utdiz nella pratica e che si possono fare rientirare
due schemi generali: gli ammortamenti a rate pipstie e gli ammortamenti a rate anticipate.

2. L'ammortamento a rate posticipate
L'operazione di ammortamento a rate posticipate seguente:
x/t ={S,-R;,-R,,....-R,} £0,1,2,...m}
dove la rataR, si compone di un unguota capitaleCy (con C > 0) e di unajuota interessé (v.

anche il paragrafo 1.2.3 del Libro):
R,=C, +1, k=1,2,..,m.



Le rate devono soddisfare la condizione di equita
m
S- YR (1+i) ¥ =0
k=1

e le quote capitale, che vengono pagate per riestituebito S, devono soddisfare la condizione di
chiusura

m
ZCk =S,
k=1

Per determinare le quote interesse, introducianmoi#one di debito residuo.
Definiamo D il debito residuan k, valutato dopo il pagamento della rd&a.
Si ha

k m
Dk = S- ZCh = ZCh k=1, ..m1
h=1 h=k+1
ed é inoltreDy =S e Dy, =0.

Poiche la quota interessg, esigibile in k, matura neII’intervallt[)k -l,k] sul debito residuo valutato

all'inizio dell'intervallo, le quote interesse sodeterminate nel modo seguente
I, =1 Dy k=1,2,..,m.
Sussiste un importante legame tra la nozione dialedsiduo e quella di montante.
Consideriamo il problema dell’estinzione anticipdé prestito in un istante t, cdn<t <k +1.
Il montante in t dell’operazione finanziandt e (v. la definizione di montante al paragrafo deb
Libro)
K
M) = S (1+i) - SRy (@+i) M.
h=1
rappresenta la somma da pagare in t per estingudebito S, avendo gia pagato anche le Mg,
h=1, ..., k;infatti, 'operazione finanziaria
{s:-Ri-Ry..... R -M(t,x) }{0,1,2,.. k. t}
risulta equa.
Pertanto il montante M§) rappresenta il debito residuo in t.

Si ha allora che il montante M#, k = 0, ..., m, rappresenta il debito residuo indkpo il
pagamento delle ratR}, , h=1, ..., k, in quanto e la somma da pagareegémguere anticipatamente
il prestito.

Proviamo che si ha
M(k,x) = Dy k=0,..m

Dimostrazione

Si dimostra per induzione sfruttando la relazioiw®rrente del montante (v. il paragrafo 4.5 del
Libro):

M(kX) = M(k-1,x) (1+i) - R,, k=1,2,.., m.

Poiché M(0,x) = S= Dge provata la base induttiva.



Proviamo il passo induttivo, cioe che se
k
M(k,X) :Dk =S- ZCh
h=1
allora si ha
k+1
M(k+1x) = S— 2.Cp =Dy4q
h=1
E infatti
M(k+1x) = M(k, ) (1+i) = Ryyq = M(k, X) (1+i)= l}sq= Crag=
= Dy (L+i)= Iks1= Cya
Poiché k41 =1 Dy siha
k k+1
M(k+1,x) = Dy — Cy41= S- ZCh - Cy41 = S- ZCh = Dg+1-
h=1 h=1
Infine, se k =m si ha
M(m,x) =0=D,,.
|

Proviamo infine che se le quote capitale sono @sdegin modo da soddisfare la condizione di

chiusura
m
z Ck =S
k=1

e se le quote interesse sono determinate nel negleeste
I, =iDyq k=1,2,...,m

k m
con Dy =S- hzlch = ) ijclh ,k=1,2, ..., m-1, il debito residuo dopo ilgamento della rat&, ,
= =K+

Dy =SeD, =0, allora le rate soddisfano la condizione di equita
m —k
S- sz(1+|) =0.
k=1

Dimostrazione
Dalla relazione ricorrente per il montate si pudvaee la relazione ricorrente per il debito residu
Dy = Dy (1+i) - R,, k=1,2,..,m
Si ha allora
R, = Dy (1+i) - Dy, k=1,2,..,m
Moltiplicando entrambi i membri pE(IfI.+i)_k e sommando si ottiene
m -k N —m
YRy (1+) 7 =D ~Dp(1+1) " =S
k=1
ed é cosi provata la condizione di equita.

Poiché I'operazione finanziaridt € equa, si ha: W(k) = M(k,x) + V(k,x) = 0, quindi
M(k,x) = -V(k,x), k=0,1, .., m.



Si ha pertanto
Dy = M(k,x) = -V(k,x) =
=~ [~ Ria @) = Rypp(1+) 2 = =Ry @+ ™) k=0, 1, . me1.
Si noti che il valore residuo V() ha il significato di bilancio finanziario dell’gpazione finanziaria
x/t e si ha V(kg)<0 per k<m e V(nx)=0. Con questo significato, il valore residuo ms3ere valutato
ad un tasso di valutazionediverso dal tasso i per il quale I'operazione finaria € equa. In questo
caso si ha
VKX) = ~Ryag(@+i) =Ry p (01 2 == Ry 2+ MK
e sefi# isihaV(kx) # M(kx).
Esempi di ammortamenti a rate posticipate songuieseti:
e ammortamento con restituzione del capitale in usiclzione (v. i paragrafi 1.2.6 e 5.5.4 del
Libro) incui C, =0, perk=1,..,mleC,=S;
* ammortamento a quote capitale costanti (v. i pafadr2.6 e 5.5.2 del Libro) in cuC, = S/m,
perk=1,..,m;
e ammortamento a rate costanti (v. i paragrafi 1241 e 5.5.1 del Libro).

3. L'ammortamento a rate anticipate
L'operazione di ammortamento a rate anticipatesetuente:
x/t ={S-Rg,-Ry,-Ry,....-R1} {0,1,2,...m-1}
dove la rataR, si compone di un unguota capitaleC, (con C > 0) e di unajuota interessé, :
R,=C, +1, k=0,1, .., m1

Si noti che indichiamo coR, la rata pagataink, k=0, 1, ..., m-1.

Se, in particolareRy = Cq cioe I = 0, si ha un ammortamento a rate posticipate cortalebziale
m-1

Do =S—Cy e rate di ammortament®y, R,, ..., Rpy_1 taliche D>.C, =S-Cy.
k=1

Se, invece,Ry=Cy+lg con Iy > 0, siamo propriamente nel caso dellammortamentata r

anticipate in cui le quote interesse sono pagat@ianticipata.
Se Cy =0 e Iy > 0 si ha lammortamento con anticipazione degli intereBscui le quote interesse

sono anticipate e le quote capitale sono postieipat
Le rate devono soddisfare la condizione di equita

m-1 =K
S- > Rk (1+1) =0
k=0
e le quote capitale devono soddisfare la condizibhrohiusura

m-1
ZCk =S.
k=0



Per quanto riguarda la definizione di debito resjcaffinché sussista come nell’lammortamento a rate
posticipate I'uguaglianza tra debito residuo e raotd in k, occorre modificare opportunamente sia la
definizione di debito residuo sia quella di mongant

Definiamo Dlz, k=0,1, .., m idebito residuan k prima del pagamento della rai,. Si ha
allora:
_ k-1 m-1
Dk =S- ZCh= ZCh k:]., 2,..,m-1,
h=0 h=k

ed éinoltreDy =S e D, = 0.
Poiché la quota interesdg, esigibile in k, matura neII’intervaIk{k,k +1], data la definizione di
debito residuoD, , le quote interesse sono determinate nel modceségu
|, =d Dyyq k=0,1,..,m1,
essendo d =i /(1+i) il tasso di interesse anticipa

Per quanto riguarda il montante in k, k = 0, 1, m, modifichiamo l'usuale definizione di montante
valutando il montante in k, prima del pagamentdedeitaR, . Si definisce allora

M_(k,x)=S(1+i)k—:Z_-jth(lﬂ)k'h, k=1,..,m

e siponeM (0,x) =S.
Si ha allora che il montante in K (K, X), ha il significato di somma da pagare in k pemgsiere
il debito S, avendo gia pagato anche le R{g, h =0, ..., k-1; infatti, 'operazione finangi

{s- Rg,-Rp,-Rpee-Ry1,-M 7 (K, X) }/{O,l,Z,...k-l,k}
risulta equa.
Pertanto il montantdM ~ (k,Xx) rappresenta il debito residuo in k prima del pag@tm della rateR,,
in quanto é la somma da pagare per estinguerdagatdmente il prestito.
Proviamo che si ha

M~ (k,x)=Dy k=0,..m.

Dimostrazione
Si dimostra per induzione sfruttando la segueritzi@ne ricorrente del montante

M™(k,X) =[M~(k -1,x)- R, 4] (1+i), k=1,.., m

che si verifica immediatamente. Si ha infatti
k-1
M™(k,x) =S [@+i)f = YRy A+)*" =
h=0

k-2
=[s@+i)?t - hz_jORh(1+i)"‘1'h— R ] [1+i) =

=[M™(k-1,%) = Ryg] (L+i).
Dalla relazione ricorrente per il montante in ki'd@lerazione finanziaria/t si ha allora:
M~ (k-1x)= M™(k,x) (1+i) 1+ Ry, k=1,2, .., m.



PoichéM "~ (m,x) =0, per la posizion®,, =0 & provata la base induttiva:
M (m,x) =0=D,,.
Proviamo il passo induttivo, cioe che se
k-1
M (k,x) =Dy = S- X Cy
h=1
allora si ha
- k-2 -
M (k'l,X) = S- ZCh = Dk—l
h=1
E infatti
M~ (k-1,x)= M~ (k,x) (1+i)"1+ R,y =Dp (1+i) 1+ cy+dDg =
=i (l0+1) 0]+ 0y =0; () Lo 1) L)+ Gy =

k-1
=D+ Cy1 =S-2XCh+ Cyyq =
h=1

k-2 _
=(Cx +Cysp *...+Cryg) + Cyq = S— hz—llch = Dy
Infine, se k=0 si ha
M™(0,x)= M~ (1,x) (L+i)" 1+ Ry = D; (1+i) 1+ cy+dD; =
=D, ((1+i)_1+d] + Cog =Dy ((1+i)_1+1-(1+i)_1j +Cq =

:Dl_+ CO :(C1+C2 +...+Cm_1)+ CO = S= Da

E cosi provato cheM ™ (k,x)=Dy ,k =0, 1, ..., m.

Proviamo che se le quote capitale sono assegnatedn da soddisfare la condizione di chiusura

m-1
2.C =S
k=0
e se le quote interesse sono determinate nel neaeeste
I, =d Dy k=0,1,..,m-1,

k-1 m-1
con D =S- hz—:(f:h = hgkCh ,k=1,2,..,m-1, il debito residuo prima dgamento della rat®, ,

Dy =S e D, =0, allora le rate soddisfano la condizione di equita
m-1 kK
S—- YR (1+i) " =0.
k=0
Dimostrazione

Dalla relazione ricorrente per il montate si pudvase la relazione ricorrente per il debito residu
Drs1 =[Dx - Ry] (1+i), k=0,1,.., m1.



Si ha allora
R, =Dg - Dy (1+i)71, k=0,1, .., m-1.

Moltiplicando entrambi i membri pe(r1+i)_k e sommando si ottiene

YRy (1+) ¥ =Dg - Dy (2+) ™ =S.

k=1
E cosi provata la condizione di equita.

|

Poiché I'operazione finanziaridt & equa, si ha: W(k) = 0. Affinché sussista la scomposizione del
valore in montante e valore residuo, consideraradaldfinizione di montante M (K,X) occorre

modificare opportunamente la definizione di valm@siduo.
Si definisce
V(K X) = —Ry —Rysg(1+) =Ry s p(L+i) 2 == Ry g (1) (M)
Essendo W(k) = M~ (k,x) + V" (k,X) =0, si ha allora
M~ (k,x) = -V (k,x), k=0,1, ..., m-1.

Si ha pertanto

Dy=M (k,x) = -V (k,x) =

=- (— R ~Ris1(1+) T =Ryyo(1+i) 2 == Ry g (1+i) ‘(m'l‘k)), k=0,1,..,m1,
ed e inoltreD,= M~ (m,x) = W(mx) =0.
Si noti che il valore residud/ (k,x) ha il significato di bilancio finanziario dell’'opagzione
finanziariax/t e si haV (K, x) <0 per k<m eV~ (m,X) =0. Con questo significato, il valore residuo

pud essere valutato ad un tasso di valutaziordiverso dal tasso i per il quale I'operazione
finanziaria € equa. In questo caso si ha
V7K, X) = =Ry =Riesg(1+i) L= Ryap(1+i) 2 == Ry g (1+i7) (M27K)

esef# isihaV (k,x) # M (k,x).

Esempi di ammortamenti a rate anticipate sono ueseti

e ammortamento con restituzione del capitale in usiazione e quote interesse anticipate in cui
Cy=0,perk=0,..,mleC,=S;I  =dS,perk=0,1,..,m-1;

e ammortamento con anticipazione degli interessuirsthanno quote interesse anticipate e quote
capitale posticipate; quindRg =15, R, =Cy +1 perk=1, ..., m-1R,, =Cy;

e ammortamento a rate costanti anticipate (v. il geaf® 5.4.2 del Libro).



