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1 Rappresentazioni

Consideriamo un gruppo finito G, di ordine g, G = {G1,G2,--- ,G4}. Supponi-
amo che ad ogni elemento del gruppo, G;, sia associata una matrice quadrata
di dimensione d, b(Gi). Se, dati due qualsiasi elementi del gruppo, G; e G},
abbiamo che ﬁ(Gl)ﬁ(GJ) = D(G}) quando GG =Gy, allora il set di matrici
D(G1), D(Gy),...D(Gy) & chiamata rappresentazione del gruppo G. La dimen-
sione delle matrici, d, € detta dimensione della rappresentazione. Le matrici
individuali, ﬁ(Gi) sono dette matrici rappresentative. Notiamo inoltre che la
mappatura f tale che:

f:Gi— D(Gy) (1)
¢ un omomorfismo tra il gruppo G e il gruppo delle matrici rappresentative,

D(G;), dal momento che, per definizione, f(G;G;) = f(Gi)f(G,). Le seguenti
proprieta sono facilmente derivate:

1. La matrice rappresentativa dell’elemento identita di G ¢ la matrice iden-
tica.
Infatti, dal momento che per definizione, EG; = G, E = G;,Vi=1,2,...,n
abbiamo che D(E)D(G;) = D(G;)D(E) = D(G;), che implica che D(E) =
1, ovvero la matrice rappresentativa dell’operazione identitd ¢ la matrice
identica.

2. La matrice rappresentativa dell’elemento G;l € G ¢ la matrice inversa
della matrice D(G;).

Infatti, dalla definizione di elemento inverso, G;G; 1 - G, 'G; = E segue
che:

D(G)D(G;Y) = D(G;7YHYD(Gy) =1

7

da cui segue che D(G;1) = D~1(Gy).

Se la mappatura f tra elementi di gruppo e matrici & un’isomorfismo, allora
la rappresentazione ¢ detta fedele (dal termine inglese faithful).



Esempio Sotto le operazioni del gruppo Cs, = {F, Cs, C’gl, o1,09,03}, le coor-
dinate dei punti (z,y) del piano XY vengono trasformati dalle sei matrici ripor-
tate qui sotto, che formano una rappresentazione (chiamata rappresentazione E
nella terminologia usata per i gruppi puntuali) del gruppo. Le sei matrici 2x2
corrispondenti ai sei elementi del gruppo Cs, sono:
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Queste matrici costituiscono una rappresentazione faithful del gruppo Cs,. Si
vede facilmente che le sei matrici sono matrici ortogonali (unitarie con coeffici-
enti reali), e la rappresentazione E ¢ un esempio di rappresentazione unitaria.

Ogni gruppo G ha una rappresentazione monodimensionale chiamata rapp-
resentazione identica (o totalsimmetrica), che si ottiene associando a tutti gli
elementi del gruppo la matrice unita 1x1:

D) () = Ll) _01] DB () = [_—}

_ V3
2
1
2 2

o
Wi~

VG; € G,D(G;) = [1] (2)

La rappresentazione identica del gruppo Cs, € denotata con Aj:
pv(m)=[1] DUy =[] D) = [1
Do) =[1]  DU(o2) = 1] Do) = 1]
Il gruppo Cs,, ha un’altra rappresentazione monodimensionale, denotata con As:
pm) = [1] Dy =[1] DU = [1
DU (gy) = [-1]  DU(0y) = [-1]  DU2)(03) = [1]

In totale, esistono tre rappresentazioni indipendenti (irriducibili, vide infra) per
il gruppo C3,. Vedremo poi che cio & direttamente legato al fatto che nel gruppo
C'3, 1 sei elementi sono raggruppati in tre classi di elementi coniugati.

1.1 Base di una rappresentazione

Consideriamo d vettori linearmente indipendenti, {11, s, ...1%4} di uno spazio
vettoriale V, e supponiamo che i g elementi del gruppo G siano operatori (lin-
eari) in G, ovvero G; : V — V. 1l set {t1,1,... 94} & detto base per una
rappresentazione del gruppo G se VG; € G:

d
qul}u = Z 1/}/J,Duu(Gi)~ (3)
n=1



In accordo all’equazione (3), il set {11,152, ...1q} genera un sottospazio invari-
ante di V rispetto a tutti gli elementi del gruppo. I vettori {1,112, ...14} sono
chiamati funzioni di base o vettori di base. Dimostriamo ora che le matrici dei
coefficienti D, (G;) formano una rappresentazione del gruppo G. Supponiamo
infatti che gli operatori lineari G, G e Gy, € G soddisfino G;G;=G},. Allora
possiamo scrivere:

GiGiy = Gi(D>_tuiDw(Gy))
= Zl;ly(Gj)qu(wz)
ZZwm mi(Gi) D (G)
Zwmfv DD(G ) (4)

m

E anche
de)u - Z djmfjml/(Gk) (5)

da cui D(Gy) = D(G;)D(G,). Nella derivazione abbiamo usato la proprieta
di linearita degli operatori G;, G;(c1¢1 + cada) = c1G(¢1) + c2G(¢2). Inoltre,
i coefficienti dei vettori trasformati G;v, sono arrangiati nelle matrici ﬁ(Gl)
in colonne: I'r-esimo vettore di base v, si trasforma in accordo alla r-esima
colonna della matrice ﬁ(Gl)

1.2 Equivalenza tra rappresentazioni

Consideriamo due rappresentazioni D e D’ del gruppo G, con matrici DeD
rispettivamente. Se le matrici delle rappresentazioni D e D’ sono relazionate da
una trasformazione di similitudine:

D'(G;)=T"'D(G;)T (6)

VG; € G, allora le due rappresentazioni sono dette equivalenti. Se cid non &
vero, allora le rappresentazioni D e D’ sono dette rappresentazioni non equiv-
alenti. Due rappresentazioni del gruppo G di dimensioni d e d’, con d # d' sono
necessariamente non equivalenti.

Consideriamo adesso una base {11, 1s,...,14q} per la rappresentazione D
del gruppo G. Supponiamo ora di passare ad una nuova base {¢1,¢%, ..., ¥},
attraverso una trasformazione lineare descritta da un’operatore T

=Ty, = Zwu s (7)



La trasformazione T & invertibile, e possiamo scrivere:
d
Ur = (T pa- (8)
k=1
L’effetto dell’operatore G; sul vettore v/, si puo scrivere come:

d d
Gl,l/}/u = Gz(z w,uT;w) = Z Tqui(w#)
p=1 p=1

d d
= Z Zw)\D)\;L(Gi)T;w

p=1 =1
DD D T Dau(Gi) T
Aowk

= S DT, (9)
k

e quindi, D'(G) = T~'DT, ovvero la base trasformata {1 },—1 4 genera
la rappresentazione D’. Una trasformazione lineare della base risulta in una
rappresentazione equivalente.

1.3 Rappresentazioni riducibili e irriducibili

Consideriamo due differenti rappresentazioni del gruppo g, DM e D@ con
matrici D e D®). Le matrici

. _ [DDY(Gy) 0
formano anch’esse una rappresentazione del gruppo G. Infatti:
A R _ [DM(Gy) 0 DO(Gy) 0
p@ip@) = [0 gl "0 pete)
_ [DM(@)DM(G; 0
- 0 D@(G)DP)(aG,)
(DM (G}) 0 .

La rappresentazione fornita dalle matrici D(G;) & chiamata somma diretta delle
rappresentazioni D) e D®) | ¢ si scrive:

D=DW 4+ D@, (12)



Se dV) e d® sono le dimensioni delle rappresentazioni D) e D®) rispettiva-
mente, allora la dimensione della rappresentazione D, d, ¢ datada d = dM+d2).
Una tale rappresentazione ¢ detta essere riducibile. Dal momento che la sua
struttura a blocchi puo essere distrutta tramite una trasformazione di simili-
tudine (ovvero tramite un cambiamento di base), ogni rappresentazione equiv-
alente alla rappresentazione manifestatamente riducibile, Eq. (10), viene detta
rappresentazione riducibile. Se, data una rappresentazione del gruppo G, non
¢ possibile trovare una trasformazione di equivalenza che porti tutte le matrici
alla forma dell’Eq. (10), ovvero in una forma diagonale a blocchi, allora la rap-
presentazione ¢ detta essere irriducibile. Una rappresentazione riducibile puo
essere sempre decomposta come somma diretta di rappresentazioni irriducibili.
Quando questo e fatto, la decomposizione & chiamata riduzione o decomposizione
wrriducibile. Inoltre, risulta chiaro che a seguito della riduzione della rapp-
resentazione riducibile attraverso una trasformazione di equivalenza, il nuovo
set di base puo essere suddiviso in sottoinsiemi distinti, (le basi per DM ¢
D@ nell esempio sopra) ogniuno dei quali genera un sottospazio invariante
rispetto all’insieme degli operatori di G. In altre parole, lo spazio vettoriale
generato dalla base di una rappresentazione riducibile puo essere decomposto
come somma, diretta di sottospazi invarianti.

La rappresentazione data dalle matrici riportate nell’ Eq. (10) ¢ detta com-
pletamente riducibile. Una rappresentazione riducibile non deve necessaria-
mente essere completamente riducibile, dal momento che puo avere una struttura
con matrici non nulle nel blocco in alto a destra dell’Eq. (10). Come vedremo
in seguito, dal momento che una qualsiasi rappresentazione di un gruppo finito
¢ equivalente a una rappresentazione unitaria, ovvero composta da matrici uni-
tarie, le rappresentazioni riducibili saranno sempre completamente riducibili, e
questi due termini (riducibile e completamente riducibile) saranno sempre con-
siderati sinonimi.

2 Rappresentazioni irriducibili del gruppo C.,

Come abbiamo visto, il gruppo Cuso, € il gruppo delle operazioni di simmetria
delle molecole diatomiche eteronucleari. Gli elementi del gruppo sono

1. Rotazione R(«) di un angolo « attorno all’asse internucleare.
2. Riflessioni rispetto a un piano che contiene ’asse internucleare.

Gli elementi generatori possono quindi essere presi come R(a) e o(zx) = oy.
Le rotazioni formano un sottogruppo (C ), dal momento che il prodotto di due
rotazioni € una rotazione:

R(a)R(d) = R(a+ ) (13)

Inoltre:

R(a)oy = oyR(—a) (14)



come verificato graficamente in Figura 1.
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Figure 1: Dimostrazione della relazione R(a)o, = oy R(—a).

Le rappresentazioni irriducibili ammettono funzioni di base v,, tali che:

R(a)vy, = e ™Y%,,. (15)

Dal momento che R(a + 2m) = R(«), abbiamo che e=2™ = 1 e quindi m deve
essere un numero intero:

2mm = 2km
con k = 0,+1,£2,...,. Consideriamo adesso rappresentazioni irriducibili di
Coow. Dato vy con A € Z, A > 0:
R(a)vy = e~ %), (16)

Dall’equazione (14) segue quindi che:

R(a)loyva] = [R(a)oylox = [0y R(—a)Jux = ei)\a(ayvh) (17)

da cui segue che o vy = v_).
Inoltre, abbiamo che:

R(a)v_y = e?u_j, (18)



OyU_x = 0y(0yvy) = V2, (19)

da cui segue che i vettori di base {vy, v_x}, essendo chiusi rispetto alle operazioni
del gruppo Cy, formano una base per una rappresentazione (irriducibile, vedi
esercizio sotto) bidimensionale (eccetto quando A = 0) del gruppo.

In notazione matriciale scriviamo:

(20)

[Ra)vs R(a)v_s] = [vx v_s] [e"’*a o}

0 ei)\a

o ayos] = o] [ (21)

Esercizio: Mostra che la rappresentazione generata dai vettori di base {vy,v_»}
¢ irriducibile.

Se la rappresentazione fosse riducibile, sarebbe possibile trovare una com-
binazione lineare dei vettori di base {vy,v_x}, v = cyvn + c_ v_) tale che
R(a)v = kv e oyv = k'v. Dimostreremo che questo ¢ impossibile. Infatti:

R(a)v = cxR(a)vy + c_xR(a)v_y
e~ ey + core?P_y), (22)
OyU = CA\OyUx + C_\OyU_
= (C)\’U_)\ + C_,\U)\)7 (23)
e o,v # k'v a meno che ¢y = c_) oppure ¢y = —c_). Inoltre, a meno che

A = 0, R(a)v non puod essere scritto nella forma kv. Quindi per A # 0 la
rappresentazione e irriducibile.

Per A = 0 la rappresentazione ¢ invece riducibile, dal momento che le funzioni
sono invarianti rispetto alle rotazioni. Prendiamo due combinazioni lineari del
tipo vét =)t ov_x.

Abbiamo i seguenti risultati:

(24)

da cui si evince che va' & base per la rappresentazione totalsimmetrica del gruppo
Cov, mentre v € base per una seconda rappresentazione monodimensionale del
gruppo. (NOTA: se v & base per una rappresentazione monodimensionale di oy,
oyv = cv e dal momento che 05 = E, > =1 = ¢ = #£1.) Concludendo,
il gruppo Cs, possiede due rappresentazioni monodimensionali, Dar e Dy, e
rappresentazioni bidimensionali Dy con A = 1,2,... In notazione spettroscop-
ica, usata per classificare i livelli energetici delle molecole lineari appartenenti al



gruppo Cooy DO+ =%t Dy =X esiusano i simboli II, A, ®, ... in corrispon-
denzaa A =1,2,3,...

3 Effetto degli operatori di simmetria su fun-
zioni

Abbiamo gia esaminato leffetto degli operatori di simmetria (rotazioni, rif-
lessioni, inversione e rotazioni improprie) sui punti del piano e dello spazio.
Studieremo adesso 'effetto degli operatori di simmetria sulle funzioni. Consid-
ereremo dapprima il caso particolare di funzioni di due variabili, z = f(z,y),
e generalizzeremo poi i risultati ottenuti a funzioni arbitrarie di n variabili,
y = f(x1,29,...,2,). Una funzione di due variabili pud essere rappresen-
tata disegnando alcune sue curve di livello, come riportato in Figura 2, ovvero
I'insieme dei punti (z,y) soluzioni di equazioni del tipo f(z,y) = ¢ con ¢ asseg-
nato.

Figure 2: Esempio di rappresentazione di una funzione di due variabili tramite
curve di livello. La figura rappresenta la mappa del monte Fuji (Giappone). (a)
Mappa originale. (b) Mappa ruotata attorno all’origine O di un generico angolo
a.

Consideriamo il punto P = (x,y) rappresentato dal vettore di posizione 7.
A seguito di una rotazione R(«) attorno all’origine, il punto P viene portato
sul punto P’ = (2’,y’), descritto dal vettore di posizione r’, ovvero ' = R(«a)r.
Se f(r) rappresenta la funzione originaria, mentre f’(r) la funzione ruotata
(qui notiamo che il sistema di riferimento OXY rimane fisso), allora possiamo
scrivere:

f'(P") = f(P) (25)

ovvero



f'(Br) = f(r) (26)

Se indichiamo con Pg l'operatore che opera su funzioni, f' = Pgf e scriviamo:

Prf(Rr) = f(r) (27)

ovvero, dal momento che r = R~

Prf(r) = f(R™'r). (28)

Dal momento che stiamo considerando rotazioni sul piano, possiamo rappre-
sentare il generico operatore di rotazione R(«) attraverso la matrice:

Rla) = {c'osa —sin a} (29)
sina  cosa
e dal momento che la matrice R(a) € una matrice ortogonale:
R_l(a) _ | cosa sin « (30)
—sina  cosa
Abbiamo:
Prf(z,y) = f(zcosa+ysina, ycos o — zsin o). (31)

Nella derivazione, il sistema di riferimento OXY & stato tenuto fisso, mentre
la mappa e stata ruotata dall’operatore Pgr. Una trattazione analoga puo essere
sviluppata assumendo di tenere la mappa fissa e di ruotare (in senso inverso)
il sistema di riferimento, ottenendo chiaramente il medesimo risultato. Questa
seconda interpretazione € visualizzata in Figura 3. Se a seguito della rotazione
del sistema di riferimento, il punto P = (x,y) ha coordinate P’ = (z,y')
abbiamo comunque (il valore della funzione f(z,y) non dipende dal sistema
di riferimento) f(P) = f'(P’).

Esercizio: Data la funzione f(x,y) = z+iy, mostra che Pr f(x,y) = e *“f(z,y).

Prf(x,y) = f(xcosa+ysina,ycosa — rsina)
= (zcosa+ysina)+i(—zsina+ ycosa)
= cosa(z +iy) —isina(z + iy)
= e "“f(z,y)

Esercizio: Espandendo in serie di potenze in « la parte destra dell’Eq. (31),

. . 2
mostra che P = e "= =1 —ial, + %l? + ..., in termini della componente
z dell’operatore momento angolare:

L2 _y 2
ay Yoz’

l, =

(32)



Figure 3: Esempio di rotazione passiva: la mappa non viene ruotata, ma il
sistema di riferimento viene ruotato dello stesso angolo ma in verso opposto.

Fissiamo il punto (z,y). Usando la notazione u = z cosa+ysina e v = ycosa—
xsin «, abbiamo Prf(z,y) = f(u,v) con u = u(a) e v = v(a). Inoltre u(0) = x
e v(0) = y.

Quindi, espandendo Prf(x,y) in serie di Taylor attorno a o = 0 abbiamo:

Prf(z,y) = f(z,y) +Z —

da”

Usando la regola della catena per la dlfferenmamone di funzioni a piu vari-
abili:

o _ ofdu ofde
da ~ Ouda ' Ovda
_ L,or _of
o U@u 31}
dal momento che —“—ve %:—u.
df B 3f 5‘f
da' = T Yoz 8y
(@ 8f 8f)
oy Yoz
= —il,f.
df B ddu 0 dv Ofdu Of dv
@ = Guda Tovda Guda T v dd
D*f O’f | L0°f
_ .2
= Ve T MW T g

10



ed infine otteniamo:

Ef LPf L Pf L 0°f
dazZle=0 = Vg T2 e
0 0 af af
(Z/@*xafy)(yafxafy)f

B 0 0 af af _ )
= (m@ - y%)(x% - y%) = (—le)2f~

Procedendo in maniera analoga per le derivate di ordine superiore si ottiene
I’'uguaglianza richiesta.

La definizione data dall’ Eq. (28) puo essere direttamente estesa alle tre
dimensioni. Se un’ operazione di simmetria R porta il punto di coordinate
r = (z,y, 2) al punto ' = (2/,y’, 2’), allora il valore della nuova funzione Pgf
nel punto r’ deve essere uguale al valore di f nel punto 7:

Prf(r') = f(r).

Ponendo adesso 7 = R~r' e sostituendo ' con 7 otteniamo:

Prf(r) = f(R™'r).

Consideriamo adesso il prodotto di due operazioni Pr e Pg su una funzione
arbitraria:

PsPrf = Ps(Prf) = Ps(g(r)) (33)

dove g(r) = Pgrf(r). Ora, per definizione Psg(r) = g(S~'r) da cui conclu-
diamo che:

PsPrf(r) = Psg(r)=g(S™'r)=Prf(S7'r)=f(R7'S"'r)
= fI(SR)"'7] (34)

Possiamo anche scrivere:

Pspf(r) = fI(SR)™'r] (35)

da cui deduciamo che Psp = PsPgr. € opportuno usare una notazione sem-
plificata. Nel proseguio scriveremo R = Pgr e equazione (28) verra scritta
semplicemente come Rf(r) = f(R™!r) senza causare ambiguita.

11



4 Rappresentazioni del gruppo C;, basate sui
polinomi omogenei

Consideriamo un sistema di riferimento cartesiano OXYZ e un triangolo equi-
latero tale che l’asse C3 (normale al piano del triangolo) punta nella direzione
[111] come nella figura 4, e studiamo come le operazioni di simmetria del gruppo
(s, trasformano una funzione arbitraria f = f(x,y, 2).

Figure 4: Triangolo equilatero con l’asse Cs nella direzione [111].

Guardando all’Eq. (28) si noti come sia necessario calcolarsi le matrici rap-
presentative degli elementi del gruppo Cj,, e a tale scopo ¢ conveniente usare
come base la base canonica, ovvero i versori 1, j, k. A seguito della rotazione
Cs, i ] _7 — k e k — 1 e la matrice rappresentativa dell’operatore Cg &

A 00 1
Cs=11 0 0
01 0

Nota che la matrice & ortogonale, e la matrice inversa e la sua trasposta. A se-
guito della rotazione Cs, il generico punto del piano r = (z,y, z) viene trasfor-
mato in ' = (2/,9,2') = (z,2,y). Inoltre, R~ = (y,2z,2). In accordo
all’equazione (28), possiamo quindi scrivere per la generica funzione f(z,y, 2):

Cgf(x,y,Z) = f(y7z7x)

Come altro esempio consideriamo l'operazione ¢1. Dal momento che il suo
effetto sui vettori di base si puo scrivere come 7 — 2 j — k: ek — _7, la sua
matrice rappresentativa sara:

e possiamo scrivere:

12



Ulf(xayvz) = f(x,z,y)

Procedendo allo stesso modo per tutti gli altri elementi del gruppo, otteniamo
la seguente tabella che riporta il risultato dell’applicazione degli elementi del
gruppo, R, ad una generica funzione di tre variabili, f.

Table 1: Effetto degli operatori di simmetria del gruppo Cs, su una arbitraria
funzione f(z,y, 2).

R [Rf](z,y,2)

E f(r,y,2)
03 f(yazax)
3t f(zay)
01 f(a:,z,y)
02 f(Z,y,lL’)
g3 f(y7:r,z)

Vogliamo adesso calcolare le rappresentazioni ottenute dalle seguenti tre fun-
zioni:

Hz,y,z) = =
folz,y,z) =
f3($7 Y, Z) = Zz (36)

Usando i risultati generali della tabella 1 otteniamo per 1'operazione Cs:

CBfl(xvyuz) = fl(yvzvx):y:fQ
Cgfg(ﬂ?,y,Z) = fQ(yaZ7x):2:f3
03f3($7yaz) = f3(yasz):x:f1-

Quindi nella base { f1, f2, f3}, la matrice rappresentativa dell’operatore Cj & tale
che:

(37)

o O

0 0
[Csfi, Csfa, Csfs]=[fi, for f3] |1 0
0 1

Procedendo allo stesso modo per gli altri elementi del gruppo Cs, otteniamo la
seguente rappresentazione tridimensionale:

13



A 1 00 A 001
DE)= (0 1 0f, D(C3)= (1 0 0
00 1 0 1 0]

A 010 A [1 0 0]
DC;hHY =10 0 1], D(o1)= 10 0 1
1 00 0 1 0]

) 00 1 A [0 1 0]
D(o2)= |0 1 0], D(oz)=|1 0 0
1 00 001

Questa rappresentazione ¢ riducibile. La combinazione lineare:

e = %(fl t ) (38)

¢ una base per la rappresentazione irriducibile A;, dal momento che & invari-
ante rispetto a tutte le operazioni del gruppo Cj,, come & facile dimostrare
dai risultati sopra. Le altre due funzioni che si trasformano in accordo alla
rappresentazione F sono:

& - %(Wl—fz—f?,)
1
= S5 f) (39)

Consideriamo 'effetto dell’operazione Cs sulle funzioni f:EE) ed fQ(E):

G = %(203101 —Csf2 = Csf3)
= Z5Ch—Fi- 1)
che puo essere scritto come combinazione lineare di 1(E) e Q(E) nel seguente
modo:
1 3 1.1 3.1
—Qfl(E) + g = _5[76(%1 —f2=f3)]+ {[Q(ﬁ = f3)]
— 3N~ fa - B+ Gl - o)
= %(2& —f3—=f)

. . E
Procedendo in maniera analoga con f2( ).

14



1
C3f2(E)

Sl

2(03f2 —C3f3)
= 5= )

E N . . . . . E E
Cs f2( ) puo a sua volta essere scritto come combinazione lineare di f1( ) e 2( ),

—§ 1(E) - % Q(E) = —\f[16(2f1 — fo—f3)] — %[%(ﬁ — f3)]
— —5l5s@h = fa = f)l - gl fo)
- L n

V2

Le relazioni sopra possono essere scritte in forma matriciale nel seguente modo:

et cur®)=[s 221 7]

ovvero

(P P = [P (7] DP(C).

Procedendo esattamente allo stesso modo per gli altri elementi del gruppo, si
dimostra che le funzioni ffE) ed fz(E) sono base per la rappresentazione bidimen-
sionale E del gruppo Cj3,. Quindi la rappresentazione tridimensionale ottenuta
usando come base i polinomi omogenei di grado 1 puo essere decomposta come
somma diretta di A; + E. La decomposizione pud essere ottenuto con una
trasformazione lineare T

[ fP gD =h £ )T

dove T' ¢ una matrice ortogonale avente la seguente forma:

2
V3 Ve

o | 1 L
v
Vi V6 V2

A seguito della trasformazione di equivalenza, Eq. (6), con matrice T, le matrici
rappresentative prendono la forma diagonale a blocchi:

. D(Al)(G.) 0
D/ ) = K3 R
GI=1" 0 " by
VG; € Cs,. Per esempio:

(40)
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10 0
D=0 -3 -
0 ¥ 1

2 2

Consideriamo adesso i polinomi omogenei di grado 2. Essi sono:

2 2 2
{x’y’z (41)

Yz, 2T, TY

In maniera analoga a quanto fatto per i polinomi omogenei di grado 1, si puo
dimostrare che l'insieme dei polinomi f; = z2, fo = y?, e f3 = 22, & chiuso
rispetto alle operazioni del gruppo Cs,, e la base {f1, f2, f3} fornisce una rapp-
resentazione riducibile analoga a quella vista per i polinomi omogenei di grado
1. Come conseguenza, tale rappresentazione puo essere ridotta a somma diretta
Ay + E. Allo stesso modo, l'insieme dei polinomi f; = yz, fo = zx, e f3 = xy,
e chiuso rispetto alle operazioni del gruppo Cs,, e le funzioni di base forniscono
una rappresentazione riducibile analoga a quella vista per i polinomi omogenei
di grado 1. Dai polinomi dell’ Eq. (41) si ottiene la decomposizione irriducibile
2A1 +2E. La rappresentazione irriducibile Ay appare nei polinomi omogenei di
terzo grado.

Esercizio: Mostra che

FA) (2, 2) = 2(y® — 2%) + y(2® — 2%) + 2(2? — o)

¢ base per la rappresentazione irriducibile A, del gruppo Cs,. Applicando le op-
erazioni di simmetria del gruppo Cs, alla f, ed usando i risultati della tabella 1,
otteniamo:

EfA2) = (41)f42)
CafA2) = (1) f(42)
Cytf(A2) = (1) f(42)
o1 f(A2) = (Z1) f(A)
oy f(A2) = (—1) f42)
o3 fA2) = (=1) f(42)

che dimostra come f(42) & base per la rappresentazione irriducibile Ay del
gruppo Cf,.

5 Teoria delle rappresentazioni

Nella seguente trattazione considereremo un gruppo finito G = {G1, G, ..., G4}

di ordine g. Alcuni dei teoremi riportati in questa sezione saranno dati senza
dimostrazione.

16



5.1 Rappresentazione unitaria equivalente

Teorema: Una qualsiasi rappresentazione del gruppo finito G puo essere con-
vertita in una rappresentazione unitaria attraverso una trasformazione di equiv-
alenza.

Dal momento che ogni rappresentazione di un gruppo finito G & equivalente
a una rappresentazione unitaria, possiamo restringere la nostra trattazione a
tali rappresentazioni senza perdita di generalita.

5.2 Primo lemma di Schur

Lemma. Date due rappresentazioni irriducibili DM ¢ D®) del gruppo G, di
dimensioni m e n rispettivamente, una matrice rettangolare M che soddisfi:

DW(@)M = MDP(@) (42)
V G € G, deve avere una delle seguenti caratteristiche:
1. La matrice nulla (tutti gli elementi uguali a zero).
2. Una matrice quadrata (m = n), con det (M) # 0.
Notiamo che
1. M = 0 trivialmente soddisfa I'Eq. (42).

2. La condizione det(M) # 0 garantisce l'esistenza della matrice inversa
M~!. Possiamo quindi scrivere:
DP(G) =MD (G)M (43)
e quindi DM e D®) sono rappresentazioni equivalenti.

Possiamo quindi concludere che se DM e D@ non sono rappresentazioni
equivalenti, allora M = 0.

5.3 Secondo lemma di Schur

Lemma. Una matrice M che commuta con tutte le matrici di una rappresen-
tazione D del gruppo G deve essere un multiplo della matrice unita se D & una
rappresentazione irriducibile. Ovvero, se V G € G:

D(G)M = MD(G) (44)

con M = ¢l con ¢ € C e arbitrario, allora la rappresentazione D e irriducibile.
Esercizio: Verifica il secondo lemma di Schur per la rappresentazione irriducibile
FE del gruppo Cs,,
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- 1 0 5 1 B A B e S R}
b =y i pEea=|F TT] oW =| T
2 2 2 2
- 1 0 - 1 V3 - _1 V3
DB (o) = [0 _1] PP =| 8 2| PPe)=| 2 2.
2 2 2 2

La matrice M 2 x 2 avra la seguente forma:

:

con costanti a, b, c,d da determinare. E sufficiente considerare gli elementi C3
e 01, che possono essere presi come i generatori del gruppo Cs,. La condizione
che M e 1 commutino:

a bl {1 0] |1 Offa b
¢ d| |0 =1 [0 —=1||c d
porta alle seguenti relazioni tra i coefficienti:

b=-b —=0b=0
c=—-c —c=0.

La condizione che M e C3 commutino:

SERRE
0 d| |8 _1 | 1110 d

2 2 2
porta alla condizione d = a, ovvero M = al con a numero arbitrario.
Esercizio: Mostra che per la rappresentazione del gruppo Cjs, generata dai
polinomi omogenei di primo grado esiste una matrice M diversa dalla matrice
unita che commuta con tutti gli elementi del gruppo.

La rappresentazione del gruppo Cs3, generata dai polinomi omogenei di primo
grado ¢ la seguente:

o
whol—

A 1 00 A 00 1
DE)= {0 1 0, D(C3)=1{1 0 0
00 1 0 1 0]
A 010 A [1 0 0]
Dy =10 0 1], D(o)=10 0 1
100 0 1 0]
A 00 1 A 010
D(os)= [0 1 0], D(oz)=1[1 0 0
1 00 00 1
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e la matrice M 3 x 3 contiene 9 numeri:

a b c
d e f
g h 1

Anche in questo caso, per ottenere il set di condizioni indipendenti sui coefficienti
sara sufficiente considerare gli elementi generatori C3 e o1. La condizione che
M e C3 commutino:

a b ¢/ |0 0 1 0 0 1| |a b ¢
d e fl {1 0 0l=1]1 0 0 |d e f
g h ¢/ ]0 1 0 0 1 0| |g h
porta alle condizioni:
b=g=1f
e=t=a
d=h =

La condizione che M e 61 commutino porta alla condizione b = ¢, ovvero M
ha la seguente struttura:

M =

oo Q

b b
a b
b a

con due costanti a, b arbitrarie. La matrice M non deve necessariamente essere
la matrice identica.

5.4 1l Grande Teorema di Ortogonalita

Teorema. Gli elementi delle matrici di una rappresentazione unitaria irriducibile
D) di dimensione d,, soddisfano la seguente relazione di ortogonalita:

[e * «@ g
ZDl(j (@) Dl(cl)(G) = d*5z‘k5jz, (45)
G «

dove la sommatoria corre su tutti i ¢ elementi del gruppo G. Se D(®) e D)
sono due rappresentazioni irriducibili non equivalenti del gruppo, allora

S D@ @) (@) =o. (46)
fe]
Le equazioni (45) e (46) possono essere combinate in un’unica equazione:
* g
ZDI(;‘)(G) Dl(cll?) (G) = df aﬁ‘sik(sjl- (47)
G «
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Dimostrazione. Sia B una matrice rettangolare arbitraria, con d, righe e dg
colonne, e costruiamo una matrice M come:

M = Z Dt a) D(ﬁ)(G)
Abbiamo che:

M = Z Z Z DG By (G).

La matrice M siffatta, soddisfa al primo lemma di Shur. Infatti, per un elemento
arbitrario G’ € G abbiamo:

DGM = Y DG D (G BDY(G)
= ) _D"NEGEHBDY(G)
Ora, posto G = GG'~! con G = G"G’, e usando il teorema del riarrangiamento:

DG M = Y DNG"HBDP(G'E)
G//
- Z [)(a)(G//—l)B[)(B)(GN)[)(B)(Gl)
G//

= MDW(a". (48)

Se le due rappresentazioni non sono equivalenti, allora M = 0. Inoltre, dal
momento che B ¢ arbitraria, possiamo scegliere B;; = §;;6;, da cui otteniamo:

> D@ D (@) =0
G

Dal momento che stiamo lavorando con rappresentazioni unitarie, [D(G~1)] ji=
[ﬁT(G)}ﬂ = D;;(G)* e abbiamo I’ equazione (46) Nel caso in cui o = 3, usando
il secondo lemma di Schur, abbiamo M = ¢i, ovvero:

220 DG BaDy (G) = cby.

Come prima, dal momento che B arbitraria, scegliamo B in modo tale che
Bj; = 6,011, e otteniamo:

Z DG MDY (G) = edji.

Per determinare la costante ¢, poniamo j = [ e sommiano sull’indice j.
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ovvero:

da cui gdy; = cd, € c = %6;“-.
Consideriamo ancora il grande teorema di ortogonalita:

g
> DG DR(G) = 7 Sapdindjt.
G (0%
e cerchiamo di associargli una interpretazione geometrica. Possiamo considerare

i numeri:

D(G1), D(Ga),..., D\ (Gy)

’ ij
come componenti di un vettore in uno spazio g-dimensionale. Ogni vettore
contiene tre indici, I’indice della rappresentazione, «, e gli indici di riga e colonna
1, 7. Il numero di questi vettori ¢ dato da:

Ny
2
> da
a=1
ed il teorema di ortogonalita esprime semplicemente 'ortogonalita tra questi

vettori. Dal momento che in uno spazio g-dimensionale ci possono essere al
massimo g vettori mutuamente ortogonali, abbiamo la diseguaglianza:

i d? < g.
a=1

Vedremo in seguito che vale la relazione di uguaglianza:

i d2 =g. (49)
a=1

e I'Eq. (49) & molto utile nella determinazione della tabella dei caratteri del
gruppo G.

6 Caratteri

Sia D una rappresentazione del gruppo G. Denotiamo con X(G) la traccia della
matrice rappresentativa D(G) dell’elemento G € G:

d

X(G) = Tr(D(G)) = Di(G) (50)

i=1
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allora l'insieme delle tracce x(G1), x(G2),...,x(Gg4) per tutti gli elementi del
gruppo G costituisce il carattere della rappresentazione D. 1 caratteri delle rapp-
resentazioni irriducibili sono chiamati caratteri irriducibili o caratteri semplici.
Dal momento che I’elemento identita E € rappresentato dalla matrice unita,
X(E) = d, la dimensione della rappresentazione. I caratteri delle tre rappresen-
tazioni irriducibili A1, Ay, ed E del gruppo Cs, sono riportati nella tabella 2.

Table 2: Tabella dei caratteri del gruppo Cs,,.

=
Csy B C3,04 01,02,03

A, 1 1 1
Ay 1 1 1
E 2 1 0

La traccia di una matrice quadrata soddisfa le seguenti proprieta:

1. Te{TS} = Tr{ST} Infatti:

Te{TS} =D Y TySu=»_ > STy =y (5T); = Te{ST} (51)

i J
2. La traccia ¢ invariante rispetto a una trasformazione di similitudine. Posto
S = QT~!, abbiamo:
Te{TQT '} = Tr{QT T} = Tr{Q}. (52)
Possiamo quindi enunciare le seguenti proprieta dei caratteri:

1. Matrici rappresentative di elementi coniugati hanno la stessa traccia. In-
fatti due elementi coniugati G; e G; di un gruppo G sono relazionati da:

G, = GGG

per qualche elemento G € G. Le matrici rappresentative soddisfano una
corrispondente relazione:

D(Gj) = D(G)D(Gi)D7H(G)
da cui segue che x(G;) = x(G)).

2. Rappresentazioni equivalenti possiedono lo stesso carattere.
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6.1 Prima e seconda ortogonalita dei caratteri

Teorema: prima ortogonalita dei caratteri. 1 caratteri delle rappresen-
tazioni irriducibili soddisfano la seguente relazione di ortogonalita:

S (G XP(G) = gbag (53)
G

dove x(® e x® sono i caratteri delle rappresentazioni irriducibili D(® ¢ D)
rispettivamente, mentre la somma si estende su tutti i g elementi del gruppo G.
Dimostrazione. Usiamo il teorema di ortogonalita, Eq. (47):

« * g
ZDEJ' )(G) Dl(f;)(G) = Iéaﬂéikéjl-
(6%
Poniamo ¢ = j e k = [ e sommiano su i e k:
9
XY D0 = Y Lo
ik

ed infine:

S A@NG) = Lbapda
G (0
- gda[ﬁ

Se il gruppo G possiede n., classi, e se denotiamo il numero di elementi della
classe Cy, con hy 'Eq. (53) puod essere riscritta come:

> hx (€)X P (Ch) = gOas- (54)

Teorema: seconda ortogonalita dei caratteri. 1 caratteri delle rappresen-
tazioni irriducibili soddisfano la seguente relazione di ortogonalita:

« * a g
ZX J(e)x(c)) = 7,0 (55)

dove n, e il numero di rappresentazioni irriducibili del gruppo G. Mentre la

dimostrazione sara posticipata, possiamo usare i due teoremi di ortogonalita

dei caratteri per dimostrare che il numero di rappresentazioni irriducibili di un

gruppo G ¢ uguale al numero di classi di elementi coniugati, ovvero n. = n,..
Dalla prima relazione di ortogonalita,

Ne

> @ (€)X P (Ch) = gbas.
k=1

Se consideriamo n,. vettori in uno spazio di dimensione n. con componenti
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Vi@ (1), Vhax @ (C2)s - Vi XV (Ca)

conw=1,2,...,n,, allora la parte sinistra dell’Eq. (54) rappresenta il prodotto
scalare di due vettori, mentre la parte destra dell’ Eq. (54) puo essere inter-
pretata come la condizione di ortogonalita tra vettori. Dal momento che in
uno spazio di dimensione n,. possiamo avere al massimo n. vettori mutuamente
ortogonali, dobbiamo necessariamente avere n, < n..

Similmente, se consideriamo le n,, componenti:

come componenti di un vettore in uno spazio di dimensione n,., ’equazione. (55)
rappresenta la relazione di ortogonalita tra gli n. differenti vettori. Dal momento
che in uno spazio di dimensione n, ci possono essere al massimo n, vettori
mutuamente ortogonali, n. < n,. Ne segue quindi che

Ny = N (56)

e abbiamo l'importante risultato che il numero di rappresentazioni irriducibili
non equivalenti di un gruppo e uguale al numero di classi di elementi coniugati.

7 Riduzione di una rappresentazione riducibile

Data una rappresentazione riducibile del gruppo G, con matrici della forma

R H) (2.
R (57)

la traccia & data semplicemente da y(G;) = xM(G;) + xP(G;). In generale

una rappresentazione riducibile D puo essere scritta come somma diretta di
rappresentazioni irriducibili, D(®:

D= q.D" (58)

con interi g, > 0. Dal momento che ogni rappresentazione riducibile & equiva-
lente a una rappresentazione diagonale a blocchi,

X(G) =) aax'V(G). (59)

I coefficienti g, possono essere calcolati usando la prima relazione di ortogonalita
dei caratteri:
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g

X/\
B

e
*

=

8
I

sz(a)(g)*qﬁx(ﬂ)(g)

G B

= > asD_ XGNPI (G))
g G

= Y qsl90as] = 90a

B
da cui otteniamo:
1 *
o ==~ > X“(G)'x(G) (60)
9°G
oppure, se la somma e presa sulle classi del gruppo G:
1 &
€= > e (Cr)*X(Ci), (61)
k=1

e notiamo che la riduzione di una rappresentazione riducibile puo essere fatta
usando solamente i caratteri senza la necessita di conoscere tutti gli elementi
delle matrici della rappresentazione riducibile.

Esempio. Come esempio consideriamo la rappresentazione del gruppo Cf, for-
nita dai polinomi omogenei di primo grado, vista precedentemente. Per questa
rappresentazione (che & riducibile) abbiamo y(E) = 3, x(C3) = x(C5') = 0,
x(o1) = x(02) = x(03) = 1. Abbiamo la seguente decomposizione irriducibile:

1

qa, = 6[1><1><3—|—2><1><0—i—3><1><1]:1
1

G, = Gllx1x34+2x1x0+3x(~1)x1]=0
1

g = 6[1><2><3+2><(—1)><0+3><0><1]=1

e la rappresentazione riducibile e’ ridotta a A; + E.
Esercizio. Per il carattere x di una rappresentazione arbitraria D, dimostra
che

D IX(G)P =myg
G

e che:
i D ¢ irriducibile se m = 1.

ii D e riducibile se m > 2.
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Dalla prima relazione di ortogonalita dei caratteri, posto a = 3:
S @) (@) = S N@)P = g.
G G

Se la rappresentazione D ¢ riducibile, D = )" g D@,

PGP - g[gqaw(m*n;qﬂx<ﬁ><a>l
= quaqg[gxmne)*x(m(a)}
= gzﬁ:qamg%ﬁ]

S

Notiamo che (>°_, ¢2) ¢ un intero m > 2.

7.1 Restrizione a un sottogruppo

Sia H un sottogruppo proprio di G e sia D una rappresentazione del gruppo G.
Se consideriamo le matrici D(H;) degli elementi H; di H, allora otteniamo una
rappresentazione del sottogruppo H. Questa rappresentazione ottenuta restrin-
gendo la rappresentazione D ai soli elementi del sottogruppo H € denotata con
D | H, ed & detta rappresentazione indotta (subduced representation). La rap-
presentazione indotta e in generale riducibile anche se D & una rappresentazione
irriducibile di G.

Esempio. Consideriamo G = C3, e H = Cs = {E,01}. La tabella dei
caratteri del gruppo C; e riportata nella tabella 3:

Table 3: Tabella dei caratteri del gruppo Cs.

Cs E o
A1 1

A" 1 A1

Nella notazione usata per indicare le rappresentazioni irriducibili, la rap-
presentazione A’ & simmetrica rispetto a o, mentre A” ¢ antisimmetrica. Se
restringiamo le rappresentazioni irriducibili Ay, Ao, ¢ E del gruppo Cs, al sot-
togruppo Cj, come indicato in Tabella 4, risulta evidente che A; | H = A’,
Ay JH=A" mentre E | H=A + A"

26



Table 4: Carattere delle rappresentazioni Ay, Az, ed E di Cs, nel gruppo Cs.

Cs E o
A, 1 1
Ay 1 -1
EFE 2 0
1
qu = 5[1><2><1+1><O><1]:1
1
qar = §[IX2X1+1XOX71]:1

Queste relazioni sono chiamate relazioni di compatibilita.

8 Rappresentazioni prodotto

Siano D(®) e D) due rappresentazioni irriducibili del gruppo G, di dimensioni
do e dg rispettivamente. Siano poi {¢1,¢2,...,¢a, } € {¥1,¢2,...,%4,} le due
basi delle rappresentazioni D(® e D(#) . Per definizione abbiamo che VG € G:

Z ¢: D (G (62)

Z YD (G). (63)

I d.dg prodotti del tipo ¢;9; sono trasformati nel seguente modo:

G(tn) = Z@ Zw D(G)
ZZM D (e
Zz(ﬁﬂ/}k DBk g1

7 k

dove abbiamo definito
(D@ (G)]ik 1 = DLV (G)DG(G). (64)

e le righe e colonne della matrice ﬁ(axﬁ)(G) sono rappresentate da coppie di
indici. 1l set di vettori ¢;1; e chiuso rispetto alle operazioni del gruppo, ed
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¢ base per una rappresentazione di dimensione d,dg. Le matrici dell’Eq. (64)
costituiscono una rappresentazione, come ¢ facile dimostrare:

D@D A i = DD @kl D D @

EZDW b (@)D (@)D

%
- p@a)paa)
(DB GGk ji-

Questa rappresentazione, denotata con D(®) x D(F) & chiamata rappresentazione
prodotto diretto oppure rappresentazione prodotto. Il carattere della rappresen-
tazione prodotto e determinato ponendo i = j e k = [ e sommando su i e

k:

X(ax,@)(G) _ ZZ[D(O‘X’B)(G)]M,HC = ZZDE?)(G)D](C@)(G)
ik ik

X (@EX(@). (65)

Le rappresentazioni prodotto diretto sono generalmente riducibili. Scrivendo la
decomposizione irriducibile di D@ x DB come:

D@ « DB — Zq DO

dove ¢, da il numero di volte in cui D) entra nella decomposizione irriducibile
di D@ x DB i valori di g, possono essere calcolati come segue:

¢ = EZX(V)(G)*X(QX[E)(G)
= fo CHEXP(@). (66)

Per le rappresentazioni D) per le quali ¢y # 0, appropriate combinazioni
lineari delle funzioni prodotto ¢;v; daranno funzioni di base adattate alla de-
composizione. I coefficienti delle combinazioni lineari sono espressi in termini

di coefficienti di Clebsh-Gordan:

WP = djun{aiBllpym). (67)
jl
Nell’Eq. (67) m specifica i partners della rappresentazione DMep=1,2,..., Q-
Come esempio consideriamo il prodotto E x E del gruppo Cs,. La rappresen-
tazione E & bidimensionale e le basi {¢1, 2} e {11,12} si trasformano, sotto le
operazioni del gruppo Cjs, in accordo alle matrici:
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- 1 0 5 1 B A B e S R}
b =y i pEea=|F TT] oW =| T
2 2 2 2

1
2
V3

2

w

DE) (o)) = [o _1] DE) () = [_

[\J‘HN‘
B

| o=

Dal momento che xy(¥)(E) = 2, x(F)(C3) = xF)(C5 1) = —1 e xF)(0;) =
i =1,2,3, la rappresentazione prodotto ha i seguenti caratteri, x(Z*F)(E) =
X EXEN(C3) = xEXE) (O3 ) =1 e x(FP*E)(g;) = 0, i = 1,2,3. Abbiamo qu1nd1
la seguente decomposizione irriducibile:

M‘% |
Whho |~
m\wm‘%
3
| I—

1

qa, = 6[1X1X4+2X(1)X1+3X1XO]:1
1

qa, = 6[1><1><4+2><(1)><1+3><(—1)><0]:1
1

g5 = 6[1><2><4+2><(—1)><1+3><0><0}:1

ovvero £ x = A; + Ay + E. Le funzioni di base sono:

v = 7(¢1w1 + paths)
wide) = 7(@2&2 — hath1)
v = %(—wl T dat)
v = \[(¢1¢2 + dathn).

8.1 Rappresentazioni prodotto simmetriche e antisimmet-
riche

Consideriamo il caso particolare D(® = D) Possiamo scrivere:

G(d;en) szw DI (G)DY(G) (68)

G(rty) Z Z ori Dy (G) DSV (G). (69)

Sommando e sottraendo le due equazioni sopra otteniamo:

Gy + o) = Y > (b £ i) DS (G) DL (G) (70)
7 k

29



che dimostra che il set di funzioni:

Vo = 950 + oy

Vo = ¢t — oy
sono chiusi rispetto alle operazioni del gruppo, e formano quindi una base per
una rappresentazione del gruppo. Nota che la dimensione della base {\Ilﬁ}
¢ pari a %dada + %da = w
pari a fale — 14, = 7d‘*(d5‘71)
chiamata rappresentazione prodotto simmetrica ed indicata con [D(a) X D(a)],
mentre la rappresentazione basata sulla base {¥;} ¢ chiamata rappresentazione

, mentre la dimensione della base {¥};} ¢

. La rappresentazione basata sulla base {\I/;rl} e

prodotto antisimmetrica ed indicata con {D(®) x D(®)} dal momento che

vl = 2w, (71)

Valgono le seguenti relazioni:

GV + 97) Z Z ¢k [D(G) D (G) + DS (G)D ()]
+ Z Z i DE{” D,i;”(G) +D(Q)DE(@)]
= Z Z V4 [D(G)DY(G) + D(G)DLY (@)

2Gw;

da cui otteniamo:
G} = ZZW (D@D (G) + DEHGDI(@)] (72)

e i coefficienti della combmazmne lineare nell’Eq. (72) formano le matrici della
rappresentazione prodotto simmetrica. Per la rappresentazione antisimmetrica,
procedendo allo stesso modo, otteniamo:

Gy =5 ZZ% D\ (G)DG(G) — DSU(G)D(G). (73)

Per quanto riguarda i caratteri delle rappresentazioni prodotto simmetriche e
antisimmetriche, poniamo ¢ = j e kK = [ e sommiamo su %, k:

Al = ,ZZ DY (G (G) + DY (G)DY(G)

—_

= SIIGP X)) (74

[\)
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per la rappresentazione simmetrica, e

K = Z (@)~ x (6P (75)

Come illustrazione dei concetti introdotti fin qui, consideriamo la rappresen-
tazione prodotto £ x E del gruppo C3,. Raggruppando gli elementi del gruppo
C3, in classi, con C; = {E}, Cy = {C’3,C’3_1}, e C3 = {01,02,03}, abbiamo le
seguenti relazioni:

XEXEN(C)) = L(22 4+ 2) =3 YEXENC) =4(22-2) =1

XEENC) = S(—1)* + (-1)) =0 xEENCy) = J((-1)* = (-1)) =1

XEXEN(C) = 5((0) + (2)) = 1 XUEXEN(Cs) = 5((0)% = (2)) = —1
e da questi caratteri e usando la relazione

1o i
w= > hxP(Cr)*x(Cr)
k=1

per la rappresentazione [F X E] otteniamo:

1

qa, = 6(1><1><3—|—2><1><0+3><1><1):1
1

qu, = 6(1><1><3—f—2><1><0+3><(—1)><1):0
1

g5 = 6(1><2><3—|—2><(—1)><0—|—3><0><1):1

da cui [E x E] = A; + E. Per la rappresentazione {E x E} otteniamo:

1

qa, = 6(1X1X1+2X1X1+3X1X_1):O
1

qa, = 6(1><1><1+2><1><1+3><(—1)><—1):1
1

gy = 6(1><2><1+2><(—1)><1+3><O><71):O

dacui {E x E} = As.

9 Rappresentazione di un gruppo prodotto di-
retto

Consideriamo adesso un gruppo G, prodotto diretto di due gruppi A e B, G =
A x B. Sia poi D® una rappresentazione d,-dimensionale del gruppo A, e
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D®) una rappresentazione dp-dimensionale del gruppo B. Per elementi arbitrari
A € Ae B € B possiamo costruire la matrice rappresentativa per ’elemento
AB € A x B:

(DD (AB)]ix 51 = DY ()DL (B) (76)

che forma una rappresentazione del gruppo prodotto diretto A x B. Infatti

(DD (A1 By ) DD (A Bo)ik i = Z[ﬁ(”b)(AlBl)]ik,/w[D(aXb)(Asz)];w.,jl

- pr 40D (B) Dy (42) D) (B2)

2

a ~(a ~(b (b
= ZD;L DD (A2) Y7 D) (B) Dy
“w v
= D{(A1A2)D) (B1B)
= [DY (A, By Ay By)]ikji-
La dimensione della rappresentazione ¢ data da d,d,, mentre il carattere ¢ dato
da:
X O(AB) = X (A" (B). (77)

La rappresentazione ¢ detta rappresentazione del gruppo prodotto diretto (outer
direct product representation).
Esercizio: Mostra che:

1. Se D@ ¢ D® sono rappresentazioni irriducibili dei gruppi A e B, allora
D(@x?) & una rappresentazione irriducibile del gruppo A x B.
Come criterio di irriducibilita consideriamo la relazione

9 irriducibile se m=1
> IX(G)PP =myg
riducibile se m > 2

Abbiamo:

> IX@)”? YD xAB)P?

G Ac A BeB

= D ) K@@PRY(B))?

Ac A BeB

= (O KPR KB

AecA BeB
= MmaAMpIAgs

= MAMBIAxB-
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Se D@ e D®) sono rappresentazioni irriducibili, my = mg = 1 e la
rappresentazione prodotto diretto ¢ irriducibile.

Queste rappresentazioni esauriscono le rappresentazioni irriducibili del
gruppo A x B.

Il numero di rappresentazioni irriducibili & eguale al numero di classi di
elementi coniugati del gruppo. Per una coppia di elementi coniugati, Ay B;
e A;B; possiamo scrivere, per un qualche AB € A x B:

AxBy = (AB)(A;B;)(AB)™!
= ABA;B;A”'B™!
= (AA,AY(BB;B™)
da cui segue che se n.(A) = n.(A) e n.(B) = n,(B) sono il numero di
classi di A e B rispettivamente (eguali al numero n, di rappresentazioni

irriducibili) il numero di classi del gruppo A x B & quindi pari a n.(AxB) =
ne(A)n.(B) da cui segue che n,.(A x B) = n,.(A)n,(B).

Esempio: Consideriamo D3, = Cs, x Cqp. Date le tabelle dei caratteri di C,
e C1p, (0 Cs), le rappresentazioni del gruppo prodotto diretto sono 6:

Table 5: Tabella dei caratteri del gruppo Dsp = Cs, X Cyy,.

Dsp E C5,C;' o1,00,05 0, C30,,C5'0p Uy, Us,Us
A x A=A, 1 1 1 1 1 1
Apx A=A, 1 1 1 1 1 1
Ex A =F 2 -1 0 2 -1 0
Al x A" =AY 1 1 1 1 1 1
Ay x A" =AY 1 1 1 1 5| 1
Ex A" =E" 2 -1 0 -2 1 0

10

La rappresentazione regolare

La rappresentazione regolare € definita dalle matrici:

dove

(D8 (G)];; = 6(G; ' GGy) (78)

5(G){1 seG=F

0 altrimenti

Gli indici di riga e colonna sono specificati dai numeri i e j legati agli elementi
G; e G; del gruppo G. Gli unici elementi diversi da zero della matrice sono
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tali che G; = GG;. La dimensione della rappresentazione ¢ eguale all’ordine,
g, del gruppo G. La forma esplicita delle matrici si puo ottenere dalla tabella
di moltiplicazione del gruppo. Data la tabella di moltiplicazione, lasciamo la
prima colonna come sta, mentre la prima riga presenta gli elementi inversi. Da
questa tabella si ottiene D(*°8)(G) sostituendo 1’elemento G con 1 e il resto con
0. Consideriamo ancora il gruppo Cj,. Dalla tabella di moltiplicazione:

Table 6: Tabella di moltiplicazione del gruppo Cs,,.

Ca | B (Co) " (C3)™" (o))" (02)7' (03)7"
E E Cg’_l Cg o1 () g3
03 C3 E 03_1 g3 g1 g2
0371 0371 05 E 02 g3 g1
g1 g1 g3 g9 E 03 03_1
g9 g9 g1 g3 Cgl E 03
03 03 02 g1 03 03_1 E

e dalla relazione G;'GG; = E = G = GZ-G;1 otteniamo per ’elemento
C3 la seguente matrice rappresentativa:

0O 01 0 0O
10 00 0O
A (reg) /010 0 0 O
DEEC) =15 0 0 0 1 0
0 00 0 01
0O 001 00
Il carattere della rappresentazione regolare e dato da:
(reg) ; g G=E
) (G) =Y 0(GIGG;) = 79
X (@) ; (G ) {O altrimenti (79)

dal momento che GiGG;1 =F = G = G;lEGi = FE. Inoltre la rappresen-
tazione & riducibile (infatti 3 [x(%8(G)|?> = g% = gg)), e pud essere data la
seguente decomposizione irriducibile:

DEee) — Z ¢a D@

XFB(@) = aax (@) (80)
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= d, (81)

da cui si vede che la molteplicitd g, della rappresenzione D(®) ¢ eguale alla
dimensione d, della rappresentazione D(®). Infine:

0 se G#E

82
Y,d2=gse G=E (82)

X(reg)(G) - Zdax(a)(g) = {

da cui otteniamo 'importante relazione:
N
a2 = 83
a=1

11 Costruzione della tabella dei caratteri

Per determinare i caratteri delle rappresentazioni irriducibili si usano le seguenti
relazioni:

1. Il numero delle rappresentazioni irriducibili non equivalenti, n,., ¢ uguale
al numero di classi di elementi coniugati, n., n, = ne.

2. La somma dei quadrati delle dimensioni delle rappresentazioni irriducibili
¢ eguale all’ordine g del gruppo:
di+di+...+d2 =g

3. Prima relazione di ortogonalita dei caratteri:

3 hix @ () XD (Ch) = gbas (84)
k=1

4. Seconda relazione di ortogonalita dei caratteri:

o « * « g
DX EC) XN (C) = 50 (85)
a=1 t
5. La relazione:
hilix @ (COXN(C)) = do Y fihux ) (Cr) (86)
k
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In molti casi, le prime tre relazioni sono sufficienti per determinare la tabella
dei caratteri. La quarta condizione puo essere usata come complemento. Per
alcuni gruppi, le relazioni 1-4 non sono sufficienti per determinare univocamente
i caratteri. In questi rari casi, la relazione 5 puo essere impiegata.

Esempio: Determinazione della tabella dei caratteri del gruppo Cl,,.

Il gruppo Cs, ha g = 6, e possiede tre classi di elementi coniugati, n. = 3 = n,.,
da cui deduciamo che ci sono tre rappresentazioni irriducibili indipendenti. Gli
unici interi che soddisfano alla relazione d3 + d3 +d3 = 6 sono d; = dy = 1 e
ds = 2. Ci sono 2 rappresentazioni monodimensionali e una rappresentazione
bidimensionale. Una rappresentazione monodimensionale & la rappresentazione
totalsimmetrica, indicata con A;. Possiamo quindi parzialmente riempire la
tabella dei caratteri:

Table 7: Tabella dei caratteri del gruppo Cs,.

Clz{E} 622{03,03_1} C3:O'1,O'20'3
1 1 1
1
2

Per derivare i caratteri della seconda rappresentazione monodimensionale,
notiamo che C3 = E e per i caratteri scriviamo x(C3)3 = 1. Inoltre, dalla

C3C3' = E abbiamo x(C3)x(C5') = 1, da cui x(C3) = ﬁ7 da cui
3

necessariamente x(C3) = +1. Dalla relazione di ortogonalita abbiamo che

Xx(o;) = —1. 1l carattere della rappresentazione bidimensionale ¢ determinato

dalle relazioni di ortogonalita con le rappresentazioni monodimensionali:

> hx@ (€)X P (Cr) =0
k=1

con a = A1 0 Ay. Otteniamo il seguente sistemas:

{1X1X2+2X1XX(E)(C2)+3X1XX(E)(C?,): 0 (87)
Ix1x242x1xxEN(C)+3x(=1)x xBE)NC3)= 0
ovvero
{4 +4XB(C) =0 — xB(Cy) = —1 (58)
6x ) (C5) =0 — xB)(C3) =0

Esercizio: Mostra che rappresentazioni irriducibili di gruppi abeliani sono
monodimensionali. Per gruppi abeliani n,, = n. = g e 'unica soluzione dell’equazione:

di+ds+...+d, =g
edy=dy=...dy = 1.
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