Nelle applicamioni industriali & importante introdurre anche un'sel-~
ira unltd dexrivata da quelle del lavoro e preolsamente la potents
mecoanics defintta come rapporie fra lavoro ocompiute ed intervalle
di tempe in ocul & state Ffatto, Abbiamé r polensa = W » %’

Hel casi in cui 11 lavere varia oon oontinuitid nel tempo & necessar
rio intredurre il rapporto differenziale fra il 1;w.orw¢-éie Itinter~
valle di tempo dts W%ﬁ% . Dioiame piuttoste rapporte differensia~
le che derivate rispetto il tempe per qQuaniw se canosciamo& in
funzions del tempo per caleolare W si fard proprie la derivata fff
Date la sua importanza prati::n all' unjitd 41 potenza viene date un
nome 3 risulia petonsa unitaria il watt che cerrispende al rapporte
fra 11 levoro di un joule ed un secende, Le¢ dimensioni aonol:l'.]m[m] [ﬂ_
Et molte usate 1l maliiplo chilewatt, indicate con K ed uguale a Jie”
wait o pilt recentementie il megawatt M, uguale a 1l2}G watt.

Nel sistems pratico per ragionl storiche 1t unith di potensa & quel~
la cerriaspondents al lavero di 75 chileogrameiri fatite in un seconds
e viene chiamzio cavalle vapere, mimbolicamsnte CV, Steriocamentie es~
ge 3 legato 21l' intreduzione delle prime macchiné a vaporsj intui~
tivements si avrd uns potenza di 1 OV quande sl & in grade di selle~
vare vertlosimente 75 kgp in un seconds, Essende un chilogrameire
uguale a 9,8 joule sard 1 OV = 9,8 x 75 watt = 735 watt., Viceversa
risulta 1 ¥ » 1,36 CV, E! interessants neiare come sssende piceola
1a potensa di un watt rispette alle poienze sviluppatis dzlle macchi-
me pil comumi, sari piccola in tal sense anche 1! unitd di lavoro
a4 1 jeule. Inveos di prendere multipli deoimzli del joule ri prefe-
risce usare dei multipli ricavatl dal segusnis oriterie. Si abbla
una mecching che assorbe @ producse lta potenza cestante di un chile~
watt; se tale mmochina lavora per un' ora essa assorbe 4 produde un

3y
1 era = 1 XWx 3.600 sec. -i“’—g%'—zmom-u r{Oa andy

I1 chilewatt erva { 1 XWh ) cerrisponde quindi 3,6 x 10 joule; usate

lavers 41 un ohilowatt =

anche il watt era corrispondents ovviaments a 3,6 x ‘103 jeule, La
pratioitd di tale unith deriva dsl fatte ohe nermalments ls petense

aseerbite o prodotts dalla magohina vengone indicate dai coestrutteri
e risulia pertanto immediate calcolare 11 laverc assorblte o prodetts
in un oerte tempe semplicemants moliipliocande il tempe in ore di uti-
lizze per la pbensza nominale.
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Toporems doi moments delle gquantlitat di meto,

11 teorems del momente dellia guantite' di meio 46 una conaeguenza
meno direttas del seconde Principie dells dinamica poiché esse deriva
dal teorems dell'impulpe opportunamente estesc dall'introduziene
dei conoetii 4i momente di una forza e momento della quantital di
mote, Tali concetti rientrane nella categoris piu! vasia &1 momente
di un vettore rispetts ad un punis, Sia K un vettere qualsiesi
ed 0 un punio non appartenente alla rette di asione Ju =
Sia P 11 punto di applicazione del
= vetiore ,x_: « Definieme ooms momente
a3 ;f rispetto al punto © il ssgusnte
prodette vettoriale i Ro =% 0) N
}tindice O in baszse sta'! a ricordars
11 punte rispette &l quale M, & siaie
O caleplate, Osserviamo anziiutts che il
vettere ;{:, gontrariamente ad .\_;' s non
é un vetiere applicate in nessun punte particolars nailo spezie.
Dslla definizione del prodetie vetterizle abbilame che 11 medule é
aato da 1 [Mo]=R0\ % | 2|« Aot , 11 oui significate geomoirice
é date dall'mrem dsl parallelogramms coatruite sui lati PO ed \,\—Il o
Da oic'! consegue 1'importants proprietal che § nen varis se il
punto di applicazions P di f" [:E8 apc;ata lunge la retiam di aziene
di}a- , Tisse restande il punte O, U, risulta inclire eriogenzle
al vetteri (P - 0 ) ed A o quindi al piene da sssi individuate,
Supposie era dl mantsnere Tisse il punio P voglismo vedere come
varia 11 momento mﬁa a) varizre 41 0, Sia perianto O' un punto
distinto da Of risulta dalla definizione ‘_lj\’o':(?\' 0‘) N
=
s Della figure osserviamo che 1
P {? &)= v\~ (o—o‘\ -\wxm
0 ~ Wy - ko Flo-0)AR

Mg M.+ (o-0)A %
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Quenta relazlone ¢ importante gquando Bl estends il voncetto 4l momen—
e R il
to ad un sistema di piR vettori J-, M

- - }fﬁ“ applicat] rispetti~
vamente al punti P1,P2,P3.........Pn.31a di nuove 0 un punio di rife-
rimento,ncelto arbitrariemente.ivremo guindi tanti momenti th H“q
.......HM calgolati rispetto ad O aon la definizions data.Sard pa-
turala Jsfinire coms momento risultante Hnm la somms vettoriale m

TG (R L TN N (R T S oL Y S Zb’ Ol

Passando dal punto 0 ad un altro Q! abblamos

LA TR PR S R CR I

M, ‘,Zh SR, (0 o)/\ Zﬁa

Ind{chiamo con R 1la somma vottoriale’ﬂ fi M;  per ocul avremo:

M, - ™, lo- o)m\
Particelarmente importarite 6 il casc in cuni -3;0 perché in tal caae
E—| - ﬁ; per cui daia Ltarbitrarietd dei punti 0,0° si ha l'imporiante
proprietd che il momsnto toitale d&i un sistema di veitori = risultante
milie { norma vettoriale nulla ) & indipendents dal punto &1 riferi-
mente O rispetto al quale viene caloolatojesmo rieulia quindi una
propristd intrinseos del sistema &i vettori dato.Questo risultato
6 molto importante nsl oasc ché i veitori daili siano delle forze.
In un sistema di forze la oui risultante & nulla,il momento totple
del sisteme di forse & indipendente dal punto di riferimento rispetic
el quale viena applicato.Cid é importante in quei casi in cui sl
studia 1'equilibrio dei corpl ciod la ocosidetta statica del mistemi
materiall,.Un caso particolarmente semplice ed interessante sl ha
juando vi sonc solo due forse fi ed i% suguali e contrarie 1 cut
punti di ap%lioaziona perd si irovano su due Tette parallele ma di-
atinte.Tals sistema cosiituisce una coppia di forzs.

Sia b la distanza minime fra le due

g -
P - retta di applicazione.Essendo F2 = +F1
2 A B T.F + %
Fy . r}’,,/”)7 ovvianente R = Fy + Fy =0
\*

. (?,_\—0\{\ ,IM{D-G);\XM

Caloocliamo il momento totala-ﬁg (momentq della coppie ai rorsze)jcome
punto él1 riferimento per il calcolo posgsiamo prendere un punto qual—
eieni,dato ohu-g = 0 ,Pertanto preﬁdiamo Py, { o Py }ooms punto di
riferimento in modo che uno del due momenti parziali sias nullo,

ey =
Sard 1 Kc,: (—?ﬂ«'?‘*\‘f\‘\:} = ("?1"?m\ AT,
Tale momento risulta ortogonele al piane individuato dalle coppia
di forze ed il suc module é uguale al prodetto del modulo dilia(o'%)
per la distanza minima D fra le due rette d'aziane;lir;l=-¥l.irl
aapendo FI-\EA :\g{\.Quindi i pud otteners lo s%tesso momento della
coppia vaeriando ¥ o b in mode che 11 prodotto sia costante .
Ltesperisenza ed anche 1'intuizions ci dice che l'effetto di una
coppia di forze & quello 4l porre in roiazions il corpo al guale la
voppia sienssas viene spplicata.Pilt in generzle vedremoe che l'esiaten~
z& 41 momenti non mulli é responsabile dai moii rotatorl dei corpiﬂ
Riprendendo in epame la relazione,dsta del teorema dell'impulso,
o
Fak = AT

acelga un sistema di, riferimento cartesieno ortogonale e sia 0! un

sposiasmo fare le seguenti considerazioni.Si

punto fisso ma distinto da 1l'origine 0 del sistema di riferimento,
2 Se moliiplichiame vettorialmenie a
sinistra ambo i membri dslla rela-
zione precedenta { P - 0' Jetteniame:
=
(P-8)n Fok= (T O)p [ i)

dove P reppresenta un punio materiale

&y

41 meesa m & velooita ¥,Chismeremec

momento dellfimpulso ﬁf yTispeito

Y ad O',il prodoito vattoriale
L -
x Are (-0 AT Ak

Daserviamo ancora gquanio seguets
(3= )\ Mwi) = ALLF-0 A m Eﬂ-g{ﬁ_o‘j\}\ Ml e
N\EIEE (’v_d\i\»&Lm«?)sr.«&[\moﬂ/\ i



Risults perd anches{P = 0)= (P ~0') + ( 6" =~ 0 ) per qui =1 ha:

d(P ~ 0') = d(P -~ 0) =~ 4{0'= 0) ed eseendo 0’ ed O punti fimsi,{(0'-0)

& un vettors costants & quindi d{0'~0) =« 0 ¢ &(P =0') = a{P - 0)
Ricordando che d(P -0) @ dF = 3dt,riaulta a{P ~ 0} parallelo = ¥ per ouis

(R=0 YA At} A\,K— YA i -A,&mo Amid=

&U"Lo\;\ NW}. é:[[v—oy [ Araid -s-,{\_Lt‘p o) A M\Ar]

4l vettore [W\ (o- 0)!\ M[‘a *viene datoc il nome di momento
angolare dsl punto P (o momento delis quantitd &1 moio) rispetto ad
o' .,Par guanto vieto risulta qlzindi-&,g—r= L\Mf\ 30id esprime il teoo-
rema del momenio dell'impulso 11 quale ci djioe che il momento ele—
mentare dellfimpuiso di una forza ?,calcolato rispetto ad un punto
0" arbitrarie ,E;;aulta uguale alla variazions infinitesima del mo-
yonlcolato rispetto alle stesse punto o'.Dalla re-

lazione ,& % ‘('?wo\y\%".é\k =4 dividgnde per dt otieniamos
("Q,o‘\ A Tg - _b_*.ﬂ
= E

che ssprime il teorema del momento angolare (momento della quentitd

mente angoelare W\

d1 moto).Eapo oi dice ohe il momento di una forza %,rispatto ad un
punte qualsiasl § uguale alla derivata rispettc al tempo del momento
angolare calcolato rispetto allo stessc punto.Pensande la relaszione
; o m? peritte sotto la forma _; -%k(f‘“ f\-% valida per massp costante
m,si he l'enunciate per cui la forza & uguale alla derivata rispetto
al tempo dslla guantitd d4i motojpercid é facile ricordare l'snunciato
del teorema del momento angolare sosiituende alla forza il momento
dells forza o4 alla quantitd di moto 11 momento della quantitd di
moto,precisande perd il punto{del resto arbitrari¢) rispette al qua-
le i momenti rispettivi sono caleolatl.Vediasmo subito un'zpplicasiocne
tanto semplice quanic notevole del teorema del momenio angolare.

53 abbia 1l omuo in oui la forza 3‘" 6 sempre parallela al veiiore
(P~ 0" }jo0id significa che essa § dirstta sempre versc un punto fisso
¢ pertanto costituisce 1l oaso multo importante delle forze cosidetie
vgentralit ,Risulta allera ( P=0")4 1" = 0 perché vettori paralleli

& pertanto sarid anchet %M, a 0o riaultarh (\\t - ooat.
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$i ha pertanto il risultato importante che nel cmsc d¢i forze centrali
qualsiagi sia la dipendenza 4sll'intensitd della forza dalla distan-~
za dgl ocentro di forsza,il moto del punio materiale evviene in mode
da ocnsexvare il momsnioc angolare cioé & un veitore costante nel tempo.
ﬁ preprio questo il ocaso del moto dei pisneti attorno al Sclejinfatui
esgendo 1'mccelsrazions puramsnts normale,tale sard anchke la forze
di atiraszione,per i1 IL° Principioc della Dinamica.Vediamo queli some
le consegusnze della conservazione del momento angolare .Anzitutio,
indicata oon ¥ la velocitd di P,sard :W\‘-(?‘G\f\ oA < ok .
e quindi il moto & iale per cul 3 é& sempre ortogonzle al vettore Mﬂ
costante.(S1 é indicato con O il punto di riferimento del momsnto
angolare e della forza,ooincidente con il centro della forza).Dalla
costanza difﬁlsi deduc'&’cha il moto deve svolgersi in un piano fiaso,
ortegonale al vattore'w\ S1a Q' tale pilanojil vettore 7 et pud sem—
pre decomporre in un termine radia—
le _‘?r sd uno normale ?m rispette
ad un eistema di coordinate polari
nel pia.no/\v svente polo il punto0.
- -3
Sarh anchei mi= wmd, + M

® quindi B‘TL“— t?-—d) Ao AT =

- (P-B\AmiZ, + (- BY A, =

t? ~D\ A rea A—}?M

-
perché il primo termine é mullo in gquantoe( P - 0 )} e v. sono paralle-
1iftra di lerp.Indloato con 3 11 modulo di { P ~ & ) sappiamo che

\ﬁ\:% AE\—E- dovufg/ § ltanomalia di P miesurate rispetto ad un

s et
sape arbitrario.Pertanto: \”WI_\'—‘- g ™M %%\—E = N“%L%ﬁc"

sssando ortogenale sempre & ( P — 0 }.

>
Y, 3
Ricordando che SL%ME_G &’T}T cioé due volte la velocitd '
econcludiamo che: \NVY}\ %.M\

N%Kﬁw&

avende indigato eon k un versora normele al piann’\\\"'.
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Pertanto aoncludimmo ohe,nel cmsc di forze cenirali,il mofo & fale
per cul é valida la I“legge di Kepisro sulls costenza della velooitd
KanJAQS’ﬁel moto 44 un planeta atterne al Sole.Ripetiamo che la vali-
ditd dellas I legge d4 Keplerc é legate al fatio cha ia forza eseroitata

dal Sole & sempre diretta verso il centro del medesime,menire 1'erbita
gqllittica 6 una conmeguenza della proporszionalitk all'inverso del qua-
drato della distanza.Pianeia — Hole.Osserviamo che il teorsma del me-
mento angolare,nel caso di forze centrali,non c¢i dice ancora mulla
el tipo di traiettoria seguiie dal punto materiale,Per trovars l'egqua-
mione dal moto in linea di principio,d sufficiente integrare l'equa~
gione vettoriale (P - O)A.ﬁ? = gost. equivalente a tre equazioni dif-
ferensziall del Rximo ordine nells incognite x/kY), {4y, 6 2 k\

La ocostanza di Mﬂ_ riduce di un erdins le aquazioni generali dslla
Dinamioa per cui si dice che la costanza diﬁﬂ ,0 anche conservazione

del momento angolare,costituisce un integrale primo del meto nel zen~

80 che 6 sufficiente un 'integrazione per risclvers il preoblema del
—
motosin sostanza stabilisce che Nﬂ = gost, squivele ad aver gia fatfie

una integrazione deslls squazioni del mete.E ovvio quindi che uno dei

problemi fondamentali della Dinumica sim quello di ricercare 1lepisteonza

possibile di aldtri oasi di integrali primi del moto.Ritornando al case
generale,vediamo cosa succede qualora il punto ©',centro di riferimente
per il oamlcolo dei momenti,noﬂsia un punto fisso ma possieda a sua
velta ung velocitd ? rispetto alla terna di rifesrimento,suppostia

inersziale. Espendo O 1l'orligine fissa 41 guesta terna,avremoj
-o)f\ mm—-:(‘i?—oy\mr\r+(0 O)f\M\N‘
piod; M\ [W\ } *‘(D“O)}\m"\"

fvbiame ancoras(e-O A« xkﬁ - Amr] Af_ﬁ‘—dﬂlkmi?n
= b‘"u?”d)f\““"f] Ph iz MO A miz,

in quantc 0 non & piu un punto fiaso.

Ricordande quindi uhe: L‘\’-»D)A-ég(fwu\r)-s ("\"_033\ r{é)ot
abbiamet CV-—G)]\\: = eSO Si\fm t\;_l -—%f\(\mt\r‘r Sk /\nmib'

Risulta inoltre ‘.‘_5‘3 "{G-' per cui éhy\\p“um L‘\)JO per definizione.

AL B Lk

Tn definitive sbblamo ltestenaione del teorems dedl -momento angolare,
qﬁan&o il punto di riferimento 0' 8i muove con velocitd ?’rispetto ad

yna terna di asai inerziali jesso sl saprime mediante 1tequazione vetw

toriales V?OXA a_ﬂ,W\-;VAMM

cha s8i riduce =zl casc prscedente 1] V = 0 oppure se risulta sempreﬁ?

parellslo a ?.

TII® Principio delle Dinamica.

Ltapplicazione dei primi du; Principi della Dinamica é sufficiente
g risolvere,a parite difficeltd matematiche,un qualsiaei problema di
moto 41 un punto materials qualora sla nota la risultanie } della
forze applicats zl punto stesso.A questo punto ¢i si pud chiedere come
41 fa ad applicare una data forza ? ad un punto materiaslejla domanda
non é banale o Newton fu i1 prime = rendersene conte.Bzli intuiche,
indipendentemente dalloc siato di moto del punto materiale,l'applica~
zione di ggimplica necessariemente l'applicaszione di un altra forza
~‘§ uguale in medule.ma di verso opposie ed applicata in un punto di-—
gtinte dal punto d4i applicaziens di-%,nppartenante perd alla retta
4'azione di.?iE' interessante notars come Hewton giunse a quesia
donclusions proprio studiando il moto dei pianeti attorno al Solejé
infatti in questo saso che il problema si presenta nellsa sua forma
piti semplice.Dovendo mmmeiters che la causa del moto del pisnsia at-
torne al Sole sim una forza diretta verso il centro dsl Sole(e sempli-
gemente varso il Sole,data la enorme distanza dei pianeti dal Sole),
Fewton poté giungere ad una formulazione pit generale di questd forgza
soltanto facendo 1'jipotesi che la stessa forza,di versc opposto,d
gpplicate al Sole{al ocentro del Sole o pil: precisamente nel baricen-
tro del sistems planeta-Sele) ed é dovuta al piansta.
VY Psrtanto il moto appsrente del Sele at-
j{//,ﬂéf/) torno alla terra é dovuio zlla stessa
v forza,a parie il verso.A tali forze é
o 4 state date il nome di azions ¢ reazione

2 per oui,con una dizjone impropria ma



