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1) Si consideri la mappa 

𝛼(𝑡) =

{
 
 

 
 

 

(𝑡, 0, 𝑒
−
1
𝑡2) ,   𝑡 > 0

(𝑡, 𝑒
−
1
𝑡2 , 0) ,   𝑡 < 0

(0,0,0),          𝑡 = 0

 

a) Provare che 𝛼(𝑡) è una curva differenziabile. 

b) Provare che 𝛼(𝑡) è regolare per ogni 𝑡 e che la curvatura 𝑘(𝑡) ≠ 0, per 𝑡 ≠ 0, 𝑡 ≠ √
2

3
, 𝑡 ≠ −√

2

3
  . 

Verificare che 𝑘(0) = 0. 

c) Mostrare che il limite dei piani osculatori per 𝑡 → 0+ è il piano 𝑦 = 0 ma il limite dei piani 

osculatori per 𝑡 → 0− è il piano 𝑧 = 0 (questo implica che il vettore normale è necessariamente 

discontinuo in 𝑡 = 0). 

 

2) Calcolare la curvatura delle seguenti curve: 

a) 𝛾(𝑡) = (
1

3
(1 + 𝑡)

3

2,
1

3
(1 + 𝑡)

3

2,
𝑡

√2
). 

b) 𝛾(𝑡) = (
4

5
cos 𝑡 , 1 − sin 𝑡 , −

3

5
cos 𝑡). 

c) 𝛾(𝑡) = (𝑡, cosh 𝑡). 

d) 𝛾(𝑡) = (cos3 𝑡 ,  sin3 𝑡). 

 

 

3) Si dimostri che se una curva è biregolare in ℝ3, le rette tangenti non possono passare tutte per un 

punto. 

 

 

4) Stabilire se la curva  𝛾(𝑡) = (cos 𝑡 , sin 𝑡, 𝑡), 𝑡 ∈ ℝ è regolare, e se è piana. Calcolare poi il triedro 

fondamentale in 𝛾(𝑡). Trovare il piano osculatore alla curva in 𝛾(0). 

 

 



 

5) Sia σ una curva regolare parametrizzata rispetto all’ascissa curvilinea, e si assuma la curva biregolare. Si 

dimostri che 𝑘 = |𝜏| in tutti i 𝑡 se e solo se esiste un vettore non nullo 𝑣 tale che 𝑇(𝑡) ⋅ 𝑣 = 𝐵(𝑡) ⋅ 𝑣,

∀𝑡. 

 

6) Sia 𝛾: [0,1] →  ℝ2 una curva semplice chiusa di classe  𝐶1. Supponiamo che  𝛾(0) = 𝛾(1), 𝛾′(0) =

𝛾′(1) e che ‖𝛾′(𝑠)‖ = 1 per ogni 𝑠 ∈ [0,1].  

a) Dimostrare che la funzione  (𝑠1, 𝑠2) ↦ ‖𝛾(𝑠2) − 𝛾(𝑠1)‖ ha un punto di massimo in [0,1] × [0,1]. 

b) Dimostrare che esistono 𝑠1, 𝑠2 ∈ [0,1] con 𝛾(𝑠2) ≠ 𝛾(𝑠1), tali che valgono le eguaglianze  

𝛾′(𝑠1) ⋅ (𝛾(𝑠2) − 𝛾(𝑠1)) = 0  e  𝛾′(𝑠2) ⋅ (𝛾(𝑠2) − 𝛾(𝑠1)) = 0. 


