3.33pt

Michele Grassi icometria 1 (023-PS) Lezione 8 9 1/ 67



Psicometria 1 (023-PS)

Michele Grassi

mgrassiQunits.it
Universita di Trieste

Lezione 8 9

Michele Grassi (UNITS) Psicometria 1 (023-PS) Lezione 8 9



Piano della presentazione

3.33pt

@ Variabili aleatorie discrete

© Distribuzione di probabilita

© Media, varianza e deviazione standard
@ !llustrazione

© Variabili aleatorie continue

@ Distribuzioni binomiali

@ Media e varianza

@ !llustrazione

© Conclusioni

Michele Grassi (UNITS) Psicometria 1 (023-PS) Lezione 8 9



Variabili aleatorie discrete
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Variabili aleatorie discrete

@ Una variabile aleatoria é una regola che assegna un numero a ciascun
evento definito sullo spazio campione di un esperimento aleatorio.

o La variabile aleatoria X, per esempio, corrisponde al numero di eventi
T nell’esperimento che consiste nel lancio di due monete.

Esito Valore z di X

TT 2
TC 1
cT 1
CC 0
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Variabili aleatorie discrete

@ La variabile aleatoria Y, per esempio, corrisponde al numero di eventi

T al primo lancio nell’esperimento (aleatorio) che consiste nel lancio di
due monete.

Esito Valorey di Y
TT
TC
CT
CcC

OO R =
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Variabili aleatorie discrete

@ Talvolta ¢ utile distinguere tra la variabile aleatoria X (denotata da
una lettera maiuscola) e il particolare valore x che essa assume
(denotata da una lettera minuscola).
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Distribuzione di probabilita

o La distribuzione di probabilitd di una variabile aleatoria discreta elenca
tutti i possibili valori x; della variabile, insieme alla probabilita p; di
osservare ciascun valore.

e (Es. 1) La distribuzione di probabilita della variabile X che corrisponde
al numero di eventi 7" nel lancio di due monete oneste, per esempio, &

Esito X; pi = P(X = CL‘Z)

ccC 0 0.25

TC,CT 1 0.50

T 2 0.25
somma 1
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Distribuzione di probabilita

@ Si noti che gli eventi semplici dello spazio campione sono
equiprobabili, ma le probabilita associate ai valori della variabile
aleatoria X non sono uniformi.

e (Es. 2) La distribuzione di probabilita della variabile Y che corrisponde
al numero di eventi 1" nel primo lancio di due monete oneste, per

esempio, €
Esito Yi pi=PY =y)
cc,cT o0 0.50
TC, TT 1 0.50
somma 1
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Distribuzione di pr

@ In generale, una variabile aleatoria discreata ha un numero finito di
valori possibili, 21, x2,...,xk, con probabilita pi,ps,...,pk.

o In base agli assimi della teoria della probabilita, ciascun p; é un valore
compreso tra 0 e 1, e la somma di tutte le probabilita é
p1+p2+...+pr=1.0.

o La probabilita di un particolare evento riferito alla variabile aleatoria si
calcola sommando le probabilita associate a tutti i valori che
costituiscono I'evento. La probabilita di ottenere almeno una volta
testa, per esempio, ¢ P(X =1) 4+ P(X =2) =0.50+ 0.25 = 0.75 .
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Distribuzione di pr

La probabilita di una variabile aleatoria discreta pud essere rappresentata
con un grafico.

esiti<-c(0,1,2)
prob<-c(0.25,0.5,0.25)
plot(esiti,prob,type="h",ylim=c(0,.5),
sub="distribuzione di probabilita",
main="osservare una testa nel lancio di due monete",
xlab="Eventi",
ylab="Probabilita")
points(x=esiti,y=prob,pch=19,col="red")
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Distribuzione di probabilita

osservare una testa nel lancio di due monete

0.4 0.5
|

Probabilita
0.3

0.2
1

0.1

0.0

T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 20

Eventi
distribuzione di probabilita
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Media, Varianza e Deviazione Standard
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e La media p di una variabile aleatoria X, detta valore atteso, E(X), &
definita nel modo seguente:

k
B=2T1p1 +x2p2 + ... + TP = Z%’pi
i=1
@ Per I'esempio precedente avremo:
Ty Pi LDy
ccC 0 0.25 0.00
TC,CT 1 0.50  0.50
Tr 2 0.25 0.50

somma 1 nw=1
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Interpretazione del valore atteso

Il valore atteso di X é la media aritmetica dei valori della variabile

aleatoria nel senso seguente.

o Il valore atteso E'(X) é la media di tutti i valori che X pud assumere,
ciascuno pesato dalla sua probabilita.

@ Se pensiamo alle probabilita come a dei pesi attaccati ad una barra,
allora il valore atteso E/(X) rappresenta il punto di equilibrio (centro
di massa)

@ Se |'esperimento viene ripetuto molte volte e il valore di X viene
calcolato in ciascuna prova, allora la media di questi valori di X sara
tanto pid simile a E(X) quante pil volte |'esperimento verra ripetuto.

v

Michele Grassi (UNITS) Psicometria 1 (023-PS) Lezione 8 9 14 / 67



Interpretazione del valore atteso

Il valore atteso F/(X) & la media di tutti i valori che X puo assumere,

ciascuno pesato dalla sua probabilita.

@ Consideriamo la formula della statistica £ —media (aritmetica)

campionaria:
n
- E Zj /na
i=1

che é la somma di n osservazioni della variabile X, ciascuna pesata
per 1/n.

8l

@ Non conoscendo il modello probabilistico per una variabile osservata z,
la migliore stima della probabilitd di comparsa & 1/n, ossia una
distribuzione uniforme.

@ Se nel campione compariranno due valori uguali (es., 1 = x5 = 2.56),

allora nella formula della media otterremo che il relativo peso
diventera 2/n (infatti x1/n + z2/n = 2.56/n + 2.56/n = 2.56 - 2/n)

4
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Interpretazione del valore atteso

Il valore atteso E/(X) rappresenta il centro di massa (baricentro)

@ Essendo ) p; = 1, possiamo quindi riscrivere E(X) come

k
i=1 LiDi
B(X) == £

che rappresenta la coordinata del centro di massa di un sistema di
punti, ciascuno avente una "massa di probabilita" p;.

@ Con una espressione mutuata dalla meccanica, possiamo affermare che
E(X) rappresenta il baricentro della distribuzione di probabilita.
Questa & un’ ulteriore giustificazione dell’'uso di E(X) per quantificare
il valore intorno al quale ci aspettiamo che la variabile casuale assuma
il valore che verra osservato.

@ |l valore atteso non corrisponde, in generale, né al valore piu probabile,
né a uno dei possibili valori che la variabile casuale puo assumere.
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Interpretazione del valore atteso

Se |'esperimento viene ripetuto molte volte e il valore di X viene

calcolato in ciascuna prova, allora la media di questi valori di X sara
tanto piu simile a F(X) quante pit volte |'esperimento verra ripetuto.

@ come abbiamo detto a riguardo dell’interpretazione frequentista della
probabilita, le frequenze relative f; = n;/n, si approssimano sempre di
pit alle probabilita p; al crescere del numero di ripetizioni
dell’esperimento.

@ Ripetere molte volte I'esperimento e calcolare la frequenza relativa con
cui I'evento di interesse si & verificato & una procedura empirica per
stimare le probabilita.

@ Con n tendente all'infinito, n — oo,

E:sz —>sz == szpz
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Varianza

Definizione

Sia X una variabile aleatoria con funzione di probabilita p(z) e valore
atteso u. Allora, la varianza di X, denotata da V(X) o 0% o soltanto o2, ¢

k
V(X)=) (z:i—n)?-plz:) = E[(X - p)?]
i=1
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Varianza

Formula alternativa

k
V(X) =0 =Y [2? p(z:)] - u? = B(X?) - [E(X))?
=1

sviluppiamo la formula originale

V(X) = X (zi—n)? pla)
= 2 (aF +p = 2aip) - pla;)
= 2 (2f - pla) + 2 (12 plai) =23 (wip - p(w:))
= E(X?) +p2- X p(ai) =203 (wi - plas))
= (X2)+M2 1— 242
= B(X?) - B(X?) - [B(X)]”

Michele Grassi (UNITS) Psicometria 1 (023-PS) Lezione 8 9 19 / 67



Varianza

Proprieta

V(aX +b) =a* 0%

5 Moo . . 2 2
da cui I'implicazione che 0%, = 0%

sviluppiamo con la formula alternativa di V(X)
V(aX +b) = E[(aX +b)?] - [E(aX +1b)]?
sapendo che E(aX +b) = Zle (az; + b)p(x;),
V(X +b) = E[(a®X2+ b +2abX)] — [aE(X) +b-1)]?
= a’E[X?] + 1?4+ 2abE(X) — a*[E(X)]* — b? — 2abE(X)
= 2{B[X?] ~ [B(X)]*} + 6 — 17 + 20bE(X) — 20bE(X)

— 2 2
= a0y
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Deviazione standard

Definizione

La deviazione standard di X &

ox = ag(

@ Per I'esempio precedente avremo:

T pi Tipi Xy — M (w5 — M)Qpi
ccC 0 0.25 0.00 -1 0.25
TC,CT 1 0.50 0.50 0 0.00
TT 2 0.25 0.50 1 0.25

somma: 1 pw=1 0% = 0.50

ox =v0.50 = 0.71
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[[lustrazione

e Consideriamo la variabile aleatoria discreta X avente la seguente
distribuzione di probabilita

Ty bi
1 0.2
2 0.8
somma 1
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[[lustrazione

@ Possiamo pensare alla variabile X pud nel modo seguente:

o |'esperimento consiste nell'estrazione casuale con rimessa (infinite
volte) di una pallina da un’urna contenente 10 palline numerate nel
modo seguente: ) = {1,1,2,2,2,2,2,2 2, 2};

o |'esperimento consiste nell’estrazione casuale senza rimessa di una
pallina da un'urna contenente infinite palline; il 20% di tali palline
porta il numero 1 il rimanente 80% il numero 2.
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[[lustrazione

@ Nei termini della prima delle due rappresentazioni (equivalenti)
descritte in precedenza ¢ immediatamente evidente che media e
varianza di X si calcoleranno sui 10 numeri
0 =1{1;1;2;2;2;2;2;2;2;2} attraverso le formule utilizzate dalla
statistica descrittiva.

@ | pesi 1/n associati a ciascuna osservazione coincideranno con le p(x;)
teoriche note di realizzo nell’esperimento, e quindi le formule di media
e varianza coincideranno con i calcoli di valore atteso e varianza di una
variabile aleatoria discreta.
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[[lustrazione

o |l valore atteso di X &

2
E(X)=> api=x1p1 +2p2=1x02+2x08=18

=1

o La varianzadi X &

2
V(X) = Z?:l (xz - M) i

= (1-1.8)2%x02+(2—1,8)?x0.8=0.16
= (0.4)2
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[[lustrazione

o Gli stessi risultati si ottengono con le formule per il calcolo di media e
varianza della statistica descrittiva, trattando lo spazio campionario )
coma una variabile osservata su un campione di ampiezza n = 10.

x<-c(1,1,2,2,2,2,2,2,2,2)
X

## [11 1122222222
mean (x)

## [1] 1.8

var (x) *9/10

## [1] 0.16

sd(x) *sqrt (9) /sqrt (10)
## [1] 0.4

@ Si noti il denominatore della varianza n = 10, rispetto ai n — 1 = 9 gradi di
liberta. Tale correzione, come detto, é necessaria nella formula della

statistica campionaria s2 e non nel parametro 2.
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[[lustrazione

@ sviluppando la media campionaria degli (n=10) valori X abbiamo:
XR= IX(+IX+2X5+2X15+2%15+2% 35+

+2x%+2x%+2x%+2x1—10

1x (55 %2)+2x (& x8)

1x02+2x08=E(X)=1.8

@ sviluppando la varianza campionaria abbiamo:
s2= (1-18)24+(1-18)24+(2-18)24 +(2-1.8)2L+
+(2-1.8)2% + (2-1.8)2L + (2 - 1.8)2 5+
+(2-18)2L +(2-1.8)2L + (2-1.8)2L
= (1-182x(f5x2)+(2-1.8%x (& x8)
= (1-1.8)%.2+(2—1.8)*08=E[(X —)?] =0.16
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Interpretazione

@ Che cos’é allora che rende X una variabile aleatoria?
o L’esperimento considerato consiste nell’estrazione casuale con rimessa
di una pallina dall'urna Q = {1;1;2;2;2;2;2;2;2;2}. Dunque, il valore
x; ottenuto in ciascuna singola estrazione non pud essere previsto a
priori:

o il valore della variabile aleatoria X non pud essere conosciuto prima di
avere eseguito |'esperimento;
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Interpretazione

@ Possiamo pero sapere cosa succede se un grande numero di estrazioni
vengono effettuate (se un grande numero di valori della variabile
aleatoria viene osservato):

e media e varianza di un grande numero di estrazioni diventeranno
sempre pit simili a ;1 e 02 al crescere del numero di ripetizioni
dell'esperimento (al crescere del numero di valori di X osservati).
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Interpretazione

o Consideriamo un caso concreto di questo processo.

@ Utilizzando R, generiamo una sequenza di valori della variabile
(aleatoria) X, avente la seguente distribuzione di probabilita:

Ty Di
1 0.2
2 0.8
somma 1
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Interpretazione

N =10

s_1<-sample(x=c(1,2),size=10,replace=TRUE, prob=c(0.2,0.8))
mean(s_1)

# [1]1 1.9
s_1<-sample(x=c(1,2),size=10,replace=TRUE,prob=c(0.2,0.8))
mean(s_1)

# [1] 1.9

N =50

s_1<-sample(x=c(1,2),size=50,replace=TRUE,prob=c(0.2,0.8))
mean(s_1)
# [1] 1.8

s_1<-sample(x=c(1,2),size=50,replace=TRUE, prob=c(0.2,0.8))
mean(s_1)
# [1] 1.74
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Interpretazione

N =10

s_1<-sample(x=c(1,2),size=10,replace=TRUE, prob=c(0.2,0.8))
var(s_1)*9/10
# [1] 0.09
s_1<-sample(x=c(1,2),size=10,replace=TRUE,prob=c(0.2,0.8))
var(s_1)*9/10
# [1] 0.21

N =50

s_1<-sample(x=c(1,2),size=50,replace=TRUE,prob=c(0.2,0.8))
var(s_1)*49/50
# [1] 0.1824

s_1<-sample(x=c(1,2),size=50,replace=TRUE, prob=c(0.2,0.8))
var(s_1)*49/50
# [1] 0.1716
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Statistiche e Parametri

Le formule per p, o2 e o sono molto simili alle formule per la media,
varianza e deviazione standard di un campione di osservazioni.

variabile aleatoria variabile in un campione
media p=> ; pi(xi) =53
varianza o2 =" (x; — w)? - p(x;) = 13 (z; — 2)?
deviazione standard Vo? V2
ciao

nota: il denominatore di s® = 711 S(z; — i)2, n, diventa n — 1 gradi di liberta per ragioni che vedremo pit in la.
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Funzione cumulativa di probabilita

Definizione

La funzione cumulativa di probabilita (cdf) F'(x) di una variabile aleatoria
discreta X con funzione di probabilita p(z) &

Fz)=P(X <z)= > p(y)

yly<z

esempio

Le cdf vengon usate per calcolare le probabilita. Per I'esempio relativo al
lancio di due monete, avremo

P(X<1)=P(X =0)+P(X =1) = 0.25+ 0.50 = 0.75
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Variabili aleatorie continue
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Variabili aleatorie continue

o Le variabili aleatorie definite su uno spazio campione continuo possono
essere a loro volta continue
@ La distribuzione di probabilita di una variabile aleatoria continua é
descritta da una curva (funzione) di densita, p(z).
o Non ha senso parlare della probabilita di osservare uno specifico,
particolare valore di una variabile aleatoria continua.
o Invece, |'area sottese alla curva di densita in un dato intervallo di valori
corrisponde alla probabilita di osservare un valore della variabile
aleatoria compreso in quell'intervallo.

36 / 67
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Variabili aleatorie continue

Significato La funzione di densita puo essere considerata come il limite a
cui tende un istogramma discreto.

Densita’
Densita’

Densita’
000 001 002 003 004 005

000 001 002 003 004 005
000 001 002 003 004 005

r T T T T 1 r T T T T 1 r T T T T 1
100 120 140 160 180 200 100 120 140 160 180 200 100 120 140 160 180 200

dati dati dati
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Variabili aleatorie continue

Sia X la misura dell’altezza delle persone.

@ Possiamo rendere discreta X misurando I'altezza in centimetri, oppure
in millimetri.

@ Tanto piu precise saranno le nostre misurazioni, tanto piu
I'istogramma che potremmo produrre avendo a disposizione un grande
numero di misure si approssimera ad una curva continua.

@ Questa curva continua é la funzione di densita di probabilita (fdp).
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Variabili aleatorie continue

o Le variabili aleatorie continue, allo stesso modo delle variabili discrete,
hanno una media, varianza e deviazione standard.

o Le formule per la media e la varianza di una variabile aleatoria
continua sono simili alle formule corrispondenti per le variabili discrete
(sostituendo gli integrali alle somme).

o0

72 = V() = B[(X - )] = | (@ wPpla) da.

—00

E la deviazione standard di X
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Funzione cumulativa di densita

@ La funzione cumulativa di densita F'(x) di una variabile aleatoria
continua X per ogni numero x € definita da
x

Flx)=P(X <z)= / p(x) dx

—00

@ Per ciascun z, F(z) ¢ |'area sottesa alla curva alla sinistra di z.
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Calcolo delle probabilita con la fed.

@ Sia X una variabile aleatoria continua con fdp p(x) e fcp F(z).
Allora, per ogni numero a,

P(X >a)=1-F(a)
e per ogni coppia di numeri a e b, con a < b,
Pla< X <b)=F()— Fl(a)

e Nella figura seguente € rappresentata |'area sottesa alla funzione
densita di probabilita normale standardizzata nell’intervallo compreso
tra 1 e 2. Tale area corrisponde alla probabilita P(1 < Z < 2).
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Distribuzione normale standardizzata

P(1<Z<2)=F(20)— F(1.0) =
0.9772 — 0.8413 = 0.1359 per Z ~ N(0;1).

0.3 0.4
L I}

densita di probabilita
0.2

0.1

0.0

A
N
o
N
N
~
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Distribuzione normale standardizzata

P(1<Z<2)=F(20) - F(1.0) =
0.9772 .

P(Z <2)=0.9772499

densita di probabilita
0.2 0.3

0.1

0.0
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Distribuzione normale standardizzata

P(1<Z<2)=F(20)— F(1.0) =
0.9772 — 0.8413 .

P(Z<1)=0.8413447

0.3 0.4
I}

densita di probabilita

0.1

0.0
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Distribuzione normale standardizzata

P(1< Z<2)=F(20) - F(1.0) =
0.9772-0.8413=0.1359 per Z ~ N(0;1).

0.9772499 - 0.8413447 = 0.1359051

densita di probabilita
0.2
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Distribuzioni binomiali

Distribuzioni binomiali
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Distribuzioni binomiali

@ Le distribuzioni binomiali sono una famiglia di distribuzioni di
probabilita.

@ Una variabile aleatoria binomiale X si osserva nelle seguenti

condizioni:

e c'@ un numero fisso di n osservazioni;

le osservazioni sono indipendenti le une dalle altre;
ciascuna osservazione corrisponde ad uno di due esiti possibili,
convenzionalmente chiamati "successo" e "insuccesso";
la probabilita di un successo, denotata da p, rimane costante per tutte
le osservazioni.

Michele Grassi (UNITS) icometria 1 (023-PS) Lezione 8 9 45 / 67



Distribuzioni binomiali

@ La variabile X corrisponde al numero di successi in n prove e dunque &
un numero compreso tra 0 e n.

@ La distribuzione binomiale con parametri n e p fornisce I'elenco delle
probabilita associate a ciascun possibile valore X.

@ Alcune distribuzioni binomiali sono rappresentate graficamente nelle
figure seguenti.
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Distribuzione binomiali

n=4; p=0.5 n=4; p=0.2

Q -

™ _

@ . e o
< <
5 5
= © =
; gz

° o °

o o
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Numero di successi in n = 4 esperimenti
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Distribuzione binomiali

n=10; p=0.5 n=10; p=0.2
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Numero di successi in n = 10 esperimenti
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Distribuzioni binomiali

@ Consideriamo |'esperimento che consiste nel lanciare due monete
oneste e nel contare il numero X di eventi "testa".

@ Lo spazio campione dell’esperimento ¢ Q = {TT,TC,CT,CC} e
ciascun evento nello spazio campione ha probabilita 1/4.
@ La distribuzione di probabilita di X ¢

T Di

0 1/4
1 1/2
2 1/4

somma 1

@ Questa é la distribuzione binomiale per n =2 e p = 0.5.
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Distribuzioni binomiali

o Consideriamo ora la distribuzione binomiale con n =4 e p =0.2.
[cfr. Figura]

@ Possiamo immaginare questa distribuzione come quella che descrive
I'esperimento in cui vengono lanciate 4 monete disoneste, tali per cui
la probabilita di osservare "testa" & 0.2.

@ Come in precedenza, contiamo il numero di eventi "testa"
effettivamente osservati.
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Distribuzioni binomiali

@ Per calcolare la distribuzione di X potremmo elencare tutti gli eventi
dello spazio campione €2, contando gli eventi (sul totale) che
soddisfano ciascuna modalita di X.

o In questo caso lo spazio campione contiene 2 x 2 x 2 x 2 =2% =16
eventi.

o Questa strategia (punto campione), pero, diventa difficilmente
praticabile al crescere di n.

e Possiamo invece usare un metodo diverso. Consideriamo, ad esempio,
P(X = 2), ovvero la probabilita dell’evento che consiste nell’osservare
due esiti "testa" in 4 lanci
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Distribuzioni binomiali

@ Due teste vengono osservate, per esempio, nella sequenza TTCC.
Dato che i lanci sono indipendenti, tale evento ha una probabilita di

P(TTCC) =0.2 x 0.2 x 0.8 x 0.8 = 0.2% x 0.8 = 0.0256

@ Due teste vengono osservate, perd, anche nella sequenza TCTC, a cui
associamo la stessa probabilita:

P(TCTC) =0.2x 0.8 x 0.2 x 0.8 = 0.22 x 0.8% = 0.0256
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Distribuzioni binomiali

@ Qualunque sequenza contenente 2 teste e 2 croci, non importa in
quale ordine, avra probabilita

0.22 x 0.8%2 = 0.0256.

@ In quanti modi diversi si possono ottenere 2 teste in 4 lanci?

@ Dato che lo spazio campione ¢ piccolo, possiamo semplicemente
contare tutte le combinazioni:

TTrCC CTTC CCTT TCCT TCTC CTCT
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Distribuzioni binomiali

@ In conclusione, la probabilita di ottenere due teste in 4 lanci &

3
>
[

N/
I

P(TTCCUCTTCUCCTT UTCCT UTCTC UCTCT)
= 0.0256 + 0.0256 + 0.0256 + 0.0256 + 0.0256 -+ 0.0256

= 6 x0.0256

= combinazioni x prob. di ogni sequenza = 0.1536
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Distribuzioni binomiali

@ Esaminiamo ora una regola generale, basata sul calcolo combinatorio,
che consente di trovare le probabilita della distribuzione binomiale.

@ Il numero di possibili combinazioni di k successi e n — k insuccessi &
data dal coefficiente binomiale:

(1) = m

dove nl =n x (n—1) x...x 3 x 2 x 1. Per convenzione 0! = 1;

T 00
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Distribuzioni binomiali

@ La probabilita di ciascuna sequenza di k successi e n — k insuccessi in
n prove €:

pk (1 . p)n—k

o si ricordi che a® = 1 per ciascun numero a # 0.
o Se k o n — k sono uguali a 0, dunque, il fattore corrispondente p° o
(1-p)Perl
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Distribuzioni binomiali

o Utilizzando i due risultati precedenti, otteniamo la formula per
calcolare le probabilita della distribuzione binomiale:
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Distribuzioni binomiali

@ Per esempio, la probabilita di ottenere k = 2 successi in n = 4 prove
con probabilita di successo p = 0.2 sara:

P(X =2)= <;1>0.22(1 —0.2)42

4!
= ——  0.220.82
21(4 — 2)!

4x3x2x1
= =7 7.920.82
(2x1)(2x1)

= 0.1536
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Distribuzione binomiale

@ La distribuzione binomiale con parametri n =4 e p = 0.2 diventa
quindi

P(X =k)
0.4096
0.4096
0.1536
0.0256

4 0.0016

somma 1.0000

W N RO

dbinom(x=0:4,size=4,prob=0.2)
## [1] 0.4096 0.4096 0.1536 0.0256 0.0016
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Media e varianza

@ La distribuzione di Bernoulli o bernoulliana & un caso speciale della
distribuzione binomiale, dove n = 1.

@ Simbolicamente, X ~ B(1,p) ha lo stesso significato di
X ~ Bern(p).

e Similmente, ciascuna distribuzione binomiale, B(n,p), ¢ la
distribuzione della somma di n prove di bernoulli tra loro indipendenti,
ciascuna con la stessa probabilita p di successo.
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Media e Varianza

@ La variabile aleatoria bernoulliana Xpern assume quindi due possibili
esiti, 0 (nessun successo) e 1 (successo), con

P(XBern = 1) = b
P(XBern = 0) = 1l-p

@ la cui media e varianza si ricavano facilmente come
E(XBern)= 1xp+0x(1—p)=p
Var(Xgerm) = (1 —p)*p+ (0 —p)%(1 —p)

= (1-p[1-pp+p’]

(1-p)p—p*+p*] =p(1—p)
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Media e varianza

o Come detto, una variabile aleatoria binomiale X ~ B(n,p), con
parametri n e p, & un processo di Bernoulli, ossia una serie di n
variabili aleatorie indipendenti X; di uguale distribuzione di Bernoulli
(Bern(p)), dette appunto prove di Bernoulli.

e Le modalita di X ~ B(n,p) sono la somma degli esiti di "successo"
(o 1 0 0) in ciascuna prova X; ~ Bern(p):

XB = XBernl + XBernQ + ...+ XBernn-
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Media e Varianza

@ Percio, la media e varianza della variabile binomiale X sono presto
ricavate:

E(XB) = E(XBern 1) + E(XBern 2) + ...+ E(XBern n) = np
Var(Xp) = Var(Xpen1) +Var(Xpemn 2) + ...+ Var(Xgern n)

= np(l-p)
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[[lustrazione

o La distribuzione binomiale con parametri n =4 e p = 0.2 avra quindi

p=4x%x02=0.8
02 =4x0.2x%x0.8=0.64
oc=+0.64=0.8

E solo una peculiaritd di questo particolare esempio che p e o siano uguali.
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[[lustrazione

samp_1<-rbinom(n=100,size=4,prob=0.2)

mean (samp_1

## [1]1 0.86
4x .2

## [1] 0.8
samp_2<-rbinom(n=100,size=4,prob=0.2)

mean (samp_2)

## [1]1 0.68

samp_3<-rbinom(n=1000,size=4,prob=0.2)
mean (samp_3)
## [1]1 0.812
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[[lustrazione

samp_4<-rbinom(n=100,size=4,prob=0.2)
samp_4
## [11 0112
0011
## [631 0010
2010
sqrt (4+0.2%0.8
## [1] 0.8
sqrt (var (samp_4) *99/100)
## [1] 0.7112665

samp_5<-rbinom(n=100,size=4,prob=0.2)
sqrt (var (samp_5) *99/100)
## [1] 0.7141428

samp_6<-rbinom(n=1000,size=4,prob=0.2)
sqrt (var (samp_6)*999/1000)
## [1] 0.8170135

Michele Grassi (UNITS) Psicometria 1 (023-PS) Lezione 8 9



[[lustrazione

samp_7<-rbinom(n=10000,size=4,prob=0.2)
sqrt (var (samp_7)*9999/10000)
## [1] 0.8062912

mean (samp_7)
## [1] 0.8038

samp_8<-rbinom(n=10000,size=4,prob=0.2)
sqrt (var (samp_8) *9999/10000)
## [1] 0.7925528

mean (samp_8)
## [1] 0.8001

samp_9<-rbinom(n=10000,size=4,prob=0.2)
sqrt (var (samp_9) *9999/10000)
## [1] 0.7943017

mean (samp_9)
## [1] 0.7978
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Conclusioni

- La distribuzione di probabilita di una variabile aleatoria discreta elenca
tutti i possibili valori che la variabile pud assumere insieme alla probabilita
di ciascun valore.

- La distribuzione di probabilita di una variabile aleatoria continua &
rappresentata da una funzione di densita.

- La media di una distribuzione di probabilita & detta valore atteso. - La
distribuzione binomiale € la distribuzione di probabilita della variabile
aleatoria discreta che rappresenta il numero di successi in n prove
bernoulliane.

- Il valore atteso e la varianza di una distribuzione binomiale con parametri
nepsono pu=npeac’=np(l—p).

- le note statistiche campionarie Z e s tendono a questi valori, al crescere
del numero di osservazioni estratte.
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