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1. Si consideri la superficie 𝑆 con la parametrizzazione  

𝜑(𝑢, 𝑣) = (𝑢 −
𝑢3

3
+ 𝑢𝑣2, 𝑣 −

𝑣3

3
+ 𝑣𝑢2, 𝑢2 − 𝑣2). 

Calcolare la prima e la seconda forma fondamentale e calcolare le curvature principali. Mostrare 

che le curve coordinate sono linee di curvatura in 𝑆 (𝛼(𝑡) è una linea di curvatura se 𝛼′(𝑡) è un 

autovettore della seconda forma fondamentale calcolata nel punto 𝛼(𝑡), ∀𝑡). 

 

2. Sia 𝑆 una superficie regolare e sia 𝛼 ∶  𝐼 → 𝑆 una curva biregolare in 𝑆 parametrizzata in 

lunghezza d’arco tale che 𝜆1𝜆2 > 0 nel punto 𝛼(0). Mostrare che  

|𝛼′′(0)| ≥ 𝑚𝑖𝑛{|𝜆1|, |𝜆2|}, 

 dove 𝜆1, 𝜆2 sono le curvature principali della seconda forma fondamentale. 

 

3. Siano 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, costanti non nulle con 𝑎 > 𝑏. Si consideri la superficie generata dalla rotazione di 

una circonferenza di centro (𝑎, 0) e raggio 𝑏 sul piano 𝑥𝑧. Dare una parametrizzazione di un aperto 

di tale superficie. Di che superficie si tratta?  

Calcolare la prima forma fondamentale, la seconda forma fondamentale, la curvatura Gaussiana e 

la curvatura media.  

 

4. Trovare tutte le superfici minime di rotazione. 

 

5. Dimostrare che la curvatura gaussiana di una superficie rigata è in ogni punto minore o uguale a 0. 

Una superficie rigata 𝑆 è una superficie parametrizzata da 𝜑: ℝ2 → ℝ3 della forma 𝜑(𝑢, 𝑣)  =

 𝑄(𝑢) +  𝑣 𝑟(𝑢), dove 𝑄, 𝑟: ℝ → ℝ3 sono funzioni differenziabili. Si supponga 𝑆 regolare. 

 

 



6. Siano 𝑎, 𝑏 ∶ ℝ → ℝ applicazioni 𝐶∞. Si consideri in ℝ3 la superficie Σ grafico dell’applicazione 

(𝑢, 𝑣) ↦ 𝑎(𝑢) + 𝑏(𝑣), ∀(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2 

a. Si determini un campo continuo di vettori unitari su 𝛴, si calcolino la prima e la seconda 

forma fondamentale di 𝛴 e la sua curvatura gaussiana;  

b. Si diano condizioni necessarie e sufficiente affinché la curvatura gaussiana di 𝛴 sia 

identicamente nulla.  

c. Si verifichi che condizione necessaria e sufficiente affinché la curvatura media 𝐻 sia nulla è 

che esista una costante 𝑐 tale che  

𝑎′′ = 𝑐(1 + (𝑎′)2), 𝑏′′ = −𝑐(1 +  (𝑏′)2)  

e provare a risolvere l’equazione differenziale. 

 

7. Si consideri la superficie in ℝ3 definita da 

𝑥2 + 𝑦2 = 1 

Dopo aver riconosciuto la superficie, se ne caratterizzi lo spazio tangente in ogni punto, ed infine si 

scriva esplicitamente un diffeomorfismo tra questa superficie e ℝ2 ∖ {0}. Si riesce ad avere un 

diffeomorfismo che sia anche un’isometria locale?  

 


