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1 Introduzione
Un problema matematico & caratterizzato da un insieme di possibili dati D e

dal fatto che per ogni dato x € D del problema vi & un corrispondente risultato
(una corrispondente soluzione) y appartenente ad un insieme E.

Problema matematico

xeD yeE

Dati Risultati

Pertanto, un problema matematico & caratterizzato dalla (e puo essere iden-
tificato con la) funzione dato-risultato f : D — FE che associa ad ogni dato
x € D il corrispondente risultato y € E.

Si assumera ora che i dati siano vettori di R™, vale a dire D C R™, e che i
corrispondenti risultati siano vettori di R™, vale a dire £ C R™.

In questo modo, se un problema ha molti dati x1, ..., 2, € R e molti risultati
Yi,---,Ym € R, questi vengono raggruppati in unico vettore di dati, il dato



x = (x1,...,%y,), € in un unico vettore di risultati, il risultato y = (y1, ..., Ym)-
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Esempio. Il problema matematico di risolvere ’equazione di secondo grado
ay® + by +c=0,
ha come insieme di possibili dati
D={(a,b,c) eR*:a#0 e b*>—4dac>0}

e il risultato corrispondente al dato (a, b, ¢) & la coppia (y1, y2) di radici dell’equazione.
Per cui, la funzione dato-risultato f : D C R? — R? ¢ data da

—b— Vb2 —4ac —b+ Vb? —4dac

2a 2a

f(a,b,c)( ), (a,b,c) € D.

La teoria del condizionamento studia, in un problema matematico carat-
terizzato da una funzione dato-risultato f, come viene perturbato il risultato
y = f(x) a fronte di una perturbazione del dato x € D.

Questa teoria e estremamente importante dal punto di vista applicativo, in
quanto un dato non sara mai noto in maniera esatta, ma si disporra invece solo
di una sua approssimazione.

Si pensi al caso in cui il dato € un vettore le cui componenti derivano da mis-
urazioni di grandezze fisiche. Poiche il dato disponibile Z ¢ solo un’approssimazione
del dato vero x, anche il risultato disponibile 5 = f(Z) € solo un’approssimazione
del risultato vero y = f(x).

La teoria del condizionamento permette di dedurre l'ordine di grandezza
dell’errore che ha il risultato disponibile 3y a partire dall’ordine di grandezza
dell’errore che ha il dato disponibile z.

2 Analisi con piu indici di condizionamento

Consideriamo un problema matematico caratterizzato da una funzione dato-
risultato f : D C R™ — R, dove D & un aperto.

Sia € D e sia y = f (x). Assumiamo ora di perturbare il dato z in & € D
e sia y = f () il risultato perturbato.



Il fatto che D sia aperto non impone vincoli sulla direzione della pertur-
bazione T — x, in quanto x & sempre circondato da una palla di centro = intera-
mente inclusa in D.

Vogliamo studiare quanto la perturbazione sul dato influisca sul risultato.

Nel seguito si assumera f di classe C?.

Assumiamo x1,...,z, # 0 e y # 0. Introduciamo gli errori relativi

'%i_xi

€ = ,iE{l,...,n},

%

sulle componenti del dato e ’errore relativo

sul risultato. Vogliamo vedere come l'errore § dipende dagli errori €;, ¢ €

{1,...,n}.

2.1 Indici di condizionamento

Essendo f di classe C?, si ha

y—y=r[(@) - f(z) Zigxf (x) - (@ — ) + R(T,2),
i=1 "
dove il resto R (Z, z) dello sviluppo di Taylor & tale che
R(#2) =0 (7 -al), |7 al -0, (1)
dove || - || & una norma arbitraria su R"™.
In Analisi IT si & visto che (1) vale quandosiusa || - || = || - ||5- Dall’equivalenza

delle norme su R™, si ha che (1) vale per una norma arbitraria || - || su R”. Us-
ando la norma || - ||, (1) vuol dire: esistono d > 0 e C' > 0 tali che

IR (%,z)| < C || —x|°,, per Z € D tale che |7 — x| <d.

Quindi
n of _ _
> B (x) - (T; —x;) + R(Z, x)
~ =1 N——
5§ = y—y — =EiTq
Y Y
"o (@) R@
; T, T
_ Z oz, ? £; + ( } )
i=1 Yy Yy
Mostriamo ora che il termine R(z’m) puo essere trascurato.



Introducendo il vettore € = (e1,...,&,), si ottiene

17—zl = ieglf.i.}.(,n}lmi_xi':ie{rnl?)fn}‘gix”
= pmax el zi] < llelloo %]l oo -

Slelloo 1zl oo

Per cui, se
”5”00 < W
o0
e quindi
12 — 2l < llelloo 2]l < Tl 7]l = d,
2| oo
si ha
~ ~ 2 2
_ |R(x>x)‘ < CH.’L‘—Z‘HOO < C(”l‘Hoo H8H20

‘R (7, 2)
Y

lyl |yl Yl

Essendo interessati solo all’ordine di grandezza di 6 ed essendo gli errori
.. . .. . N . . R(Z
relativi g;, ¢ € {1,...,n}, numeri piccoli, si puo trascurare il termine %

rispetto agli altri termini in

2L (2) 2 R(%, )
5:Zé)zi l'EiJr LRy
=1 y Yy

in quanto esso maggiorato in modulo da un multiplo di [|¢]|2, = (max;eq1,.. 0 |&s |)2,
mentre gli altri termini sono multipli degli errori ¢;.

Scriviamo allora

6£iKi(f7x)'€i7
i=1
dove gf (z) 2; gf (z) z;
Ki(f,z):= 1y = }(m) ,te{l,...,n},

e = significa uguale a meno di un termine il cui valore assoluto & minore o uguale
di un multiplo di HEHiO, per ||l = max;e(i,... n} |€:| sufficientemente piccolo.

I numeri K; (f,z), i € {1,...,n}, sono detti indici di condizionamento di f
(del problema matematico corrispondente) relativi al dato x.

Essi indicano come ’errore relativo sul risultato y sia condizionato dagli (sia
sensibile agli) errori relativi sui dati z1, ..., z,.

Nel caso n =1, si ha

d=K (f7 l‘) =

dove




K (f,z) =

Come primo esempio di indice di condizionamento, consideriamo la funzione
f R — R data da
f(z) =azx, x € R,

dove a € R\ {0}. Si ha, per z € R con z # 0,

K (f,2) = f}((‘i))x == =1

Esercizio. Se x1,...,Zy,y sono grandezze fisiche con delle dimensioni, qual
¢ la dimensione degli indici di condizionamento?

Esercizio. Siano f: D CR - Reg: FE CR — R, con D e E aperti e
f(D) C E. Consideriamo la funzione composta g o f : D — R. Provare che per
x € D tale che z # 0, f(x) #0 e g(f(x)) # 0 si ha

K(go f,x) = K(g, f(z)) - K(f,z).

Esercizio. Sia f: D C R — R strettamente monotona, dove D & un aperto.
Consideriamo la funzione inversa f~!: E = f(D) — D. Provare che per x € D
tale che x #0 e f(z) # 0 si ha
1

K(f,x)

K(f~ f(2) =

Suggerimento: usare ’esercizio precedente.

Esercizio. Quale relazione intercorre tra l'indice di condizionamento di f :
D CR — R e gli indici di condizionamento di

g9(x) = af(x), v € D,

h(z) = faz), v € 1D,

dove a # 0.

Esercizio. Siano f,g: D C R — R, con D aperto. Consideriamo le funzioni
prodotto e somma fg, f + ¢ : D — R. Provare che per x € D tale che x # 0,

f(z) #0e g(x) #0si ha
K(fg,x)zK(f,x)—FK(g,x)
e per x € D tale che x #0, f(z) #0, g(z) #0 e f(x) + g(x) #0si ha

f(z)
f(@) +g(x)

g()

K(f+9.2) = 7@ + 9(2)

K(f,z)+ K(g,x).



2.2 Buon e mal condizionamento

La funzione f (il problema matematico corrispondente) si dice ben condizionata
sul dato x se tutti gli indici di condizionamento di f relativi al dato = hanno
ordine di grandezza non superiore all’unita.

Il dire che un numero a ha ordine di grandezza non superiore all’unita ¢ un
modo per dire che non ¢ un numero grande, cioé che non si ha |a| >> 1. Vié un
po’ di imprecisione voluta in questo, nel senso che tutti accordano nel dire che
0.1,1, 10 sono numeri non grandi e 103,104, 10° sono numeri grandi, ma numeri
in mezzo possono essere interpretati sia come non grandi che come grandi.

Se f e ben condizionata sul dato x, allora da

=1

segue che l’errore relativo ¢ sul risultato ha ordine di grandezza non superiore
al massimo ordine di grandezza degli errori relativi ¢;, ¢ € {1,...,n}, sui dati.

La funzione f (il problema matematico corrispondente) si dice mal con-
dizionata sul dato x se non € ben condizionata sul dato x, vale a dire se esiste
un indice di condizionamento di f relativo al dato x che ha ordine di grandezza
superiore all’unita.

Se f € mal condizionata sul dato x, allora § ha “in generale” ordine di

grandezza superiore al massimo ordine di grandezza degli €;, i € {1,...,n}.
Specifichiamo meglio 'uso di “in generale” fatto sopra.
Se esiste j € {1,...,n} tale che |K; (f,z)| >> 1, allora, per errori ¢;, i €

{1,...,n}, talichee; =0 peri# jeec; #0,si ha
§=K;(f.z)- ¢

e quindi |§] >> [¢;]. Quindi, in tal caso, f € mal condizionata sul dato = e
¢ ha ordine di grandezza superiore al massimo ordine di grandezza degli ¢;,
ie{l,...,n}.

D’altra parte, se esistono j,k € {1,...,n} con j # k tali che K;(f,z) =
Ki(f, ) e |K;(f,z)| = |Kip(f,x)| >> 1, allora, per errori €;, i € {1,...,n}, tali
chee; =0 peri#jkeec; =—cp #0,siha

6£Kj(fax)'€j+Kk(f7m)'€k:O-

Quindi, in tal caso, f & mal condizionata sul dato x ma J non ha ordine di
grandezza superiore al massimo ordine di grandezza degli ¢;, i € {1,...,n},
anzi ha ordine di grandezza inferiore. Esercizio. Qual ¢ 'ordine di grandezza di
67
Il motivo per cui § pud non avere ordine di grandezza superiore al massimo
ordine di grandezza degli ¢;, i € {1,...,n}, & che termini K; (f,z) - ¢; con
n

|K; (f,x)| >> 1 possono compensarsi nella somma > K; (f,z) - &;.
i=1



Esercizio. Nel caso n = 1, si puo dire che

f mal condizionata sul dato = =
0 ha ordine di grandezza superiore al massimo ordine di grandezza degli ¢;7

Esercizio. Ancora nel caso n = 1, si puo dire, per una f strettamente
monotona, che

f mal condizionata sul dato 2 = f~! ben condizionata sul dato f(z)

f ben condizionata sul dato z = f~! mal condizionata sul dato f(z)?

Esercizio. Sempre nel caso n = 1, cosa si puo dire del buon o mal condizion-
amento di g o f a partire dal buon o mal condizionamento di f e g7 E del buon
o mal condizionamento di fg e f 4 g a partire dal buon o mal condizionamento

di feg?
2.3 Indici di condizionamento delle operazioni aritmetiche

Vediamo ora gli indici di condizionamento delle operazioni aritmetiche.

Addizione:
f(x) =21 +x9, v € R%

Si ha, per z € R? con z1, 22 # 0 e x1 # —x2,

f)
oy - BEn_ n
’ f(x) T1+xy a1 ta 14+ P
f)
Ko(fa) = 22D Lm o ]
’ f(x) ritxr witar 1+ 3
e quindi
. X1 i) 1
6: . . = . . .
e 61—|—x1+m2 €2 1+% 61—|—1+% €9
Sottrazione:
f(ll?)zl’lfil;’Q,l'G]R%
Si ha, per z € R? con z1, 22 # 0 e x1 # 2,
A (2)z 1. 1
Ki(fe) = 2O _To a1
f(x) T1—r2 w1—z2 1-F
I (2)z ~1)- 1
Ko (f,x) = b (@ (D)omy  m _
f(x) T1 — Ta T —x 1-7t



e quindi

. 1
P — c€1 — 2 cEg = > €1+ == " €2.
Tr1 — T2 X1 — T2 1-— ﬁ 1 é
Per cui, per addizione e sottrazione + si ha
. X1 X9 1 1
0= == s = - E9.
e M mte 2 ixm S Tipm e
Moltiplicazione:
f(z) = 2129, 2 € R%
Si ha, per z € R? con 1,23 # 0,
)
o (@) T 3y xy
K T _ ox1 _ -1
1 (f ) f (.1‘) 120
)
g (T) T2 ay - an
Ky (f,z) = 22 = =1
2 (f ) ,f (JC) 1Ty
e quindi
0 =¢€1 +¢9.
Divisione:
f(x)z%, zeD={zeR” 2y #0}.
Si ha, per z € D con x1 # 0,
O (pyay L oay
Kl (f?x) = axl = IZ(E :1
f(z) o
O (1) ay (—%) )
KQ (f7 LC) = 2 = 2@ =-1
f(z) o
e quindi
0 =¢€1 —€9.
Opposto:
f(x)=—z, zeR.
uesto ¢ 1l caso a = —1 della funzione f(x) = ax vista in precedenza: si ha, per
e il 1 della funzi ista i d ih
x € Rcon x #0,
K(fz)=1
e quindi
§=c¢.
Reciproco:

f(m):é, zeD={zxecR:xz#0}.



Si ha, per z € D,

e quindi

Per cui, con le operazione aritmetiche il mal condizionamento & presente solo
nel caso di un’addizione x1 + x> con 1 ~ —x3, 0 nel caso di una sottrazione
x1 — To con r1 ~ xo. Ricordare che, comunque, stiamo assumendo x; # —xo
per 'addizione e x1 # x5 per la sottrazione in modo da avere y # 0.

Per capire cosa accade, si consideri la sottrazione y = x1 — x5 con

xry = bo.bl N bk—lbk

Ty = bo.bl RPN bk—lck7

dove by, b1, ...,bg_1, by, ci sono cifre decimali con by # 0 e by # ¢i. Si perturbi
adesso x1 e 9 in

T1=bo.bi ... bp_1brbri

52 = bo.b1 e bk_lckck_,_l,

dove bg11 € ci41 sono cifre decimali con bgiq # Cpy1-

Si ha
_ Ti—m b 107RD br+1 k-1
g1 = = = - 10
Iy bo.bl...bkflbk bO-bl'--b}cflbk
o -1 —k—1
o = To —T1 _ Ck+1 0 _ Cki1 10-k1
i) bo.bl ...bkflck bo.bl ...bkflck
ma
s - Y97y
Y
(bk — Ck) 21078 + (bk-i—l — Ck+1) L1077k - (bk — Ck) -107*
o =y=T1—T2 =Y=Tr1—x2
o (bk — Ck) . 107]@
_ (b1 — cpyr) - 10771 _ bkt —ch 10-1
(bk — Ck) -10—* bk — Ck

e quindi § & piu grande di €7 e g5 di k ordini di grandezza.

In situazioni come queste si parla di cancellazione numerica, in quanto
I’esplosione dell’errore relativo su y = xy — x5 rispetto all’errore relativo su x; e
xo € dovuta alla cancellazione delle cifre significative iniziali uguali by, by ..., bg_1
nel momento in cui si fa la differenza.



Tale cancellazione porta in posizione piu significativa le perturbazioni by
e ci+1: si ha

X bo.bl NN bk—lbk —

o bO-bl---bk—lck
Yy 0.0 ... O(bk—ck)

51 : bo.bl N bkflbkbqu —

fg : bo.bl .o bk_lckck_,_l

v 0.0 ... 0(br—cg)(brs1 — Crt1)-
Mentre in Z; e X5 le perturbazioni sono nella k 4+ 2—esima cifra significativa, in
y finiscono nella seconda cifra significativa.

Esercizio. Spiegare perche nel caso di addizione, sottrazione e f(x) = az, si
puos sostituire = con = nella relazione tra Uerrore d e gli errori €;. Suggerimento:

considerare come puo essere espresso il resto R (Z,x) in termini di derivate di f
oppure osservare che

Esercizio. Provare che nel caso di una somma x1 +x2 con z1 € xo dello stesso
segno, risulta
|0] < max {[e1], [e2]} .

Suggerimento: si ha

5] = L1 £ + L2 el < ! L2
1+ X2 ! 1+ X2 = T1 + X2 r1 + a2
= o g
|z1 + x2| |1 + 2
|z1] |z2]
(e el + T (] eal}

Esercizio. Determinare gli indici di condizionamento delle funzioni f,g :
R™ — R date da

f@)=x1+x2+ -+, g(x) =2122" 20, v €R".

2.4 Indici di condizionamento delle funzioni matematiche
elementari

Vediamo ora gli indici di condizionamento di alcune funzioni matematiche ele-
mentari.

10



Potenza ad esponente a € R:

fx)=2a% x>0.

Si ha, per = > 0,

e quindi
d=a-e.
Per cui la potenza ad esponente reale v ¢ ben condizionata su ogni dato (a meno

che |a| >> 1). Nel caso particolare & = 1, dove n & un intero positivo, si ha
che la radice n—esima ¢ ben condizionata su ogni dato.

Esponenziale:
f(x)=¢€", zeR.

Si ha, per z € R con x # 0,

e quindi
d==x-¢.

Per cui, la funzione esponenziale ¢ mal condizionanta se e solo se |z| >> 1.
Logaritmo:
f(x)=logz, z>0.
Si ha. per z > 0 con x # 1,

flx)r 1.z 1

x

K(fz) = f(x) - log z B log =

e quindi
1

- log x '

Per cui, la funzione logaritmo & mal condizionata se e solo se x ~ 1.

Seno:
f(x)=sinz, z €R.

Si ha, per x che non & un multiplo di 7,

f'(x)x cosx-x x
K(fz)= ==
f(x) sin & tan x
e quindi
.z
= - £
tanx

11



Per cui, per |z| non grande, la funzione seno & mal condizionata se e solo se
2 ¢ vicino a un multiplo non nullo di 7. Per x ~ 0 la funzione seno ¢ ben

condizionata in quanto
. T
lim =1.
z—0 tan x

Coseno:
f(x) =cosz, z €R.

Si ha, per z # 0 e z che non ¢ & pitt un multiplo di ,

K(f,:v) = ff((xx))x = (—sciélsscx)-gc = —ztanx

e quindi
6= —xtanz-e.

Per cui, per |z| non grande, la funzione coseno ¢ mal condizionata se e solo se
x ¢ vicino a 3 pilt un multiplo di 7.

Esercizio. Per ognuna delle seguenti funzioni di una variabile, determinare
I’indice di condizionamento e i punti z in cui € mal condizionata:

1) tan;

2) arcsin, arccos, arctan;

3)

dove a,b,c € R;
4) sinh, cosh, tanh;

5)
f(z) =sinzcosz, x € R.

Esercizio. Per ognuna delle seguenti funzioni di due variabili, determinare
gli indici di condizionamento e i punti x in cui ¢ mal condizionata:

1) f(z) = (v1 — z9)e™ %2, x € R2,

2) f(x) =sin(z22), * € R%

12



3) f(w)=27?, € D={xeR?: 2y >0}

Esercizio. Determinare gli indici di condizionamento della funzione norma
euclidea || - [J2 : R™ = R e i punti di R™ in cui ¢ mal condizionata.

Esercizio. Si consideri un polinomio
p(x) = ana™ + ap 12"+ +ag, ¥ €R,

di grado n. Dire se p ¢ ben o mal condizionato su x piccolo e su x grande.
Suggerimento. Considerare i limiti di K(p,z) per  — 0 e per x — oo.

3 Analisi con un unico indice di condizionamento

Consideriamo ora il caso di un problema matematico caratterizzato da una
funzione dato-risultato f: D C R™ — R™, dove D & un aperto.

Si potrebbero considerare le componenti f; : D C R®" — R di f, ¢ €
{1,...,m}, e, per ciascuna di esse, applicare le considerazioni svolte nella prece-
dente sezione. Cosi facendo, pero, la funzione f avrebbe mn indici di condizion-
amento.

Sarebbe invece auspicabile misurare la sensibilita del risultato del problema
rispetto a perturbazioni sul dato utilizzando pochi, se non un solo indice. Questo
anche nel caso di funzioni f : D C R®™ — R, qualora n non sia un numero
naturale piccolo.

Procediamo allora come segue dove si assumera che f sia di classe C2.

3.1 Indice di condizionamento

Sia x € D il dato, y = f («) il risultato, € D il dato perturbato e §y = f ()
il risultato perturbato. Osservare che x e T sono vettori di R™ e che y e 3 sono
vettori di R™.

Assumiamo z # 0 e y # 0 e fissiamo una norma | - ||z, su R™ e una norma
I llgm s R™.
Sia _
@ = g
]l gn
I’errore relativo sul dato e _
Tyl
1Yz

Ierrore relativo sul risultato.
Vogliamo vedere come 'errore § dipende dall’errore €.
Essendo f di classe C? si ha

y-y=[(2)(@—-2)+R(@ ),

13



dove

9 %)
N O G
flay=| Lo | eRTT
8 ™m 6 m
So(a) - G (@)

¢ la matrice jacobiana di f in = e il resto R (z,x) € R™ dello sviluppo di Taylor
¢ tale che

~ ~ 2 ~
IR @ 2)lem = O (17— 2l ) , 17 = 2llgn =0,

cioe esistono d > 0 e C' > 0 per cui

IR (%, 2)|gm < C|IT — 2|2, per & € D tale che ||7 — zg. < d.
Pertanto,
17— yllgm = If (2) (@ —2)+ R (T, 2)|pm

< @) @ = 2)llgm + 1R (@, 2)lzm

< I @IHE = 2zlge + 1R @ 2) g »
dove || - || € la norma di operatore su R™*™ relativa alle norme || - ||z su R" e
Il - llgm suR™. Quindi

”yH]Rm B ”yH]Rm $ HyHRm
=¢||z||zn
! n R ~7 m
_ @zl 1B G 2)lpen
[Yllgm 7]/
Mostriamo ora che il secondo termine % ¢ trascurabile rispetto al primo
termine.
Se
d
€<
]| e
e quindi
I — ol = € llallgn < 0 lallg. = d
T —Z|pn = €l|Z|lpn < —— [|Z|lpn =

¥ T el

si ha

~ ~ 2 2 2
|R(Z,2)| gm Clz—zllg.  Clellzllg.)”  Cllzllgn o
< = = -e”.

[9llgm - [F72] yllgm |

. N cqe . . R(Z,x .
Si puo quindi trascurare il termine W in
R

I @l ez BE ) g

6<
19l 19l



in quanto esso maggiorato da un multiplo di 2, mentre l’altro termine & un
multiplo dell’errore €.
Scriviamo allora

§<K(fx) e

dove 1 @l 2l _ 17 @I le]
_ T z||gn _ xT T||lgn
K(f,x): 9]l I1f (@)l gm

e < significa minore o uguale a meno di un termine non negativo minore o
uguale di un multiplo di €2, per ¢ sufficientemente piccolo.

Il numero K (f,x) & detto indice di condizionamento di f (del problema
matematico corrispondente) relativo al dato z nelle norme | - ||g. su R™ e
I llgm su R™.

Esercizio. Quale relazione intercorre tra 1'unico indice di condizionamento
di una funzione f : D C R™ — R, dove n = 1, visto nella precedente sezione, e
I'indice di condizionamento della stessa funzione vista come f: D C R™ — R™,
dove m =n =1, nellanorma | - | su R” = R e R™ = R, visto in questa sezione?

3.2 Buon e mal condizionamento

Le nozioni di buon e mal condizionamento sono analoghe a quelle viste nel caso
di piu indici di condizionamento.

La funzione f (il problema matematico corrispondente) si dice ben condizion-
ata sul dato z se 'indice di condizionamento di f relativo al dato x ha ordine
di grandezza non superiore all’unita.

Per cui, se f € ben condizionata sul dato z, allora da

§<K(fz) e

segue che l'errore relativo ¢ sul risultato ha ordine di grandezza non superiore
all’ordine di grandezza dell’errore relativo ¢ sul dato.

La funzione f (il problema matematico corrispondente) si dice mal con-
dizionata sul dato x se non ¢ ben condizionata sul dato x, vale a dire se I'indice
di condizionamento di f relativo al dato x ha ordine di grandezza superiore
all’unita.

Se f e mal condizionata sul dato z, allora § ha “in generale” ordine di
grandezza superiore all’ordine di grandezza di €.

Sull’'uso di “in generale” fatto sopra, osserviamo quanto segue.

Se K(f,z) >> 1, allora non si puo concludere che § ha ordine di grandezza
superiore all’ordine di grandezza di e, dal momento che si ha K (f,z) - € con

ordine di grandezza superiore all’ordine di grandezza di € , ma ¢ § K (f,z)-e
e quindi § potrebbe avere ordine di grandezza inferiore a quello di K (f,z) - e.
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Ora perod mostriamo che per un opportuno dato perturbato z si ha davvero
che § ha ordine di grandezza superiore all’ordine di grandezza di €.
Ricordando che

weRn\{0}  Jlullgn
sia z € R™ \ {0} tale che
£ () 2[lgm
7 (@) = W2 e,
£ () .

Per ogni v € span (z) = {tz : t € R} si ha

1" (@) wllgm = 1 @) llgn -

Infatti, per u =tz con t € R, si ha

If @ ullgm = If @) tellgm =1t () 2]lgm
= I @) zllgm = 11 @)1 |2]l e
= I @Illtzllen = 15 @ g -

Si consideri ora un dato perturbato ¥ € D tale che T — x € span (z).
Proveremo che

§=K(fz)e,

dove = significa uguale a meno di un termine il cui valore assoluto & minore o
uguale di un multiplo di €2, per ¢ sufficientemente piccolo.
Si ha
d=K(f,x)e+d— K (f,x)e,

dove la differenza 6 — K (f,z) e ¢ tale che

- , -
6o K (foye] = [Ttz 1 @l el | 1E ol

Y1l gm [yl gm || g
_ My =yllem =1 @7 =2l | _ 19— yllgm = I (@) @ = 2)|[pn|
1Yl gm Yl gm

essendo T — x = span (2)
1y —y - f' (=) (& —2)|

< £ segue da|[ul| — [lofl| < [[u —v]]
1llgm
IR G2
[l
Sopra si ¢ mostrato che
~ 2
fc @ IR (@, 2)||gm < Clele. o
]| [llgm [llgm
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Quindi, se

_ 7 —allgn _ lt2llen _ [tlll2llen o d
1| ]| g lzllgs  ~ llllgn’
vale a dire
d
] < 55—
12l gn
si ha )
Cllzlgn
0 — K (f,2)e] < - - &2
1llgm
da cui segue
d=K(f,x)e.

Si conclude che se K(f,z) >> 1, allora ¢ ha ordine di grandezza superiore

all’ordine di grandezza di € per un dato perturbato £ = x +tz € D con |t| <
d
ll2llgn -

Esaminiamo ora la questione se le nozioni di buon e mal condizionamento di
f su un dato x possono essere considerate indipendenti dalle particolari norme

| - lgn sSuR™ e || - ||gm su R™ che sono usate.

Date norme || - [l e || - [ su R™ e ||« i e || - [l suR™, siano || - |
e - ||(2) le norme di operatore su R™*" relative alle norme || - ||]§§1,2 su R" e
Il - ||]§£17,)L su R™ e alle norme || - ||I(R272 suR"e]| - ||§5ﬂ)7 su R™, rispettivamente.

Siano poi

1 1 2 2
Kuwﬁ@_ﬁvwmm)gfw e K@ (f.0) = 1 @Izl

If ()15 If ()18

i corrispondenti indici di condizionamento.
Dall’equivalenza delle norme su R™ e R™ si ha che esistono ¢,C,d, D > 0
tali che

1 2 1
Vu e R™:clulll) < ull$) < Cullid

Yo € R™:d|v| & < D)

)
< vl R -

Rm

Per quanto visto in un precedente esercizio di “Analisi Numerica: norme” si ha
allora anche

vA e R LA < ag® < 2 a0
C c
Quindi
£ @I 212 2 @)V elz)$  ep

K(z)(f,.’t): < *7K(1)(f,aj)
If @)l d|lf (@))% od
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£ @) =12
d

KW (f,z) = (ARGl Nl <__© < _Dre (f.x).
If @) - IIf(m)H<2) cd

Per cui
1 ol _ KO (f2)

= <
D~ ¢D = KO (f,2)

CD
<=,
= cd’

Sipuo concludere che KW (f,x) e K3 (f, ) hanno lo stesso ordine di grandezza
se la costante €2 1a quale ¢ indipendente da f e da z, ¢ dell’ordine di grandezza
dell’unita.

Pertanto si ha che

f & ben condizionata sul dato x nelle norme M

0

f & ben condizionata sul dato x nelle norme )

se la costante € =7 D & dell’ordine di grandezza dell’unita.

Esercizio. Trovare la costante g nel caso in cui le norme (I siano norme
oo e le norme @ siano norme 1.

3.3 Esempi
Riprendiamo il caso dell’addizione
f(x) =z + 29, 2 € R2

Usiamo le norme || - suR*>e |||, = |suR Perz e R?\ {0} con

1 # Ta, si ha

los

e quindi
1% _ @ llelloe _ 2max{|a], |za[}
(fiz) = = :
|f (@)l |71 + @2
Siano ora ¢, j € {1, 2} tali che |z;| = max {|z1], |x2|} e |z;| = min {|z4], |z2|}.
Risulta

2max {|z1], |z2|} _ 2 |z _ 2
z;

K (f,x) =

Viene confermato quanto trovato precedentemente: si ha mal condizionamento
se e solo se x; ™~ —x;.
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Riprendiamo ora il caso della moltiplicazione
f(x) =229, x € R2.

Come nell’addizione usiamo le norme || - || suR?*e || - | =] |suR.

Per x € R% con 21 # 0 e x3 # 0, si ha
= 2@ L@ |-z o]
L @) =11 @)l = la2| + |21
e quindi

_ @l el _ (ol + [21]) max {jz. ], |z2[}

|f ()] |21 22|

Usando |z;| e |z;| come nell’addizione, si ha

K (f,x)

K (f,z) = (|za] + |z1|) max {|x1] , |xa|} _ (Jzi| + |24]) |24 gy Jml

lz122] |2l |z |25]

Per cui, si ha mal condizionamento se e solo se |z;| >> |z;|, in apparente con-
trasto con quanto stabilito nella precedente analisi a pit indici di condiziona-
manto, vale a dire che la moltiplicazione & ben condizionata su ogni dato.

Per spiegare questo, consideriamo

z = (1,0.001) e Z = (1.001,0.002).

e quindi
Hisulta 0.001,0.001 0.001
__lE—slle 00010000, 0001 o
%]l oo [[(1,0.001)]| 1
e
Y — .001002
5 =yl 0000002, o

ly]  0.001

Questa esplosione dell’errore sul prodotto non si puo vedere nella precedente
analisi, dal momento che in essa si considerano i contributi all’errore § dati dagli
errori relativi

51 — X o 0.001

g = —=——=0.001
X1 1

c o ffg — T2 _ 0001 -1

T Tz, 0001

delle componenti del dato.

Pur essendo in tale analisi la moltiplicazione ben condizionata, si ha un
grande errore § a causa del grande errore €5 della seconda componente: ricordare
che 6 =1 + ¢5.
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Invece, qui in questa nuova analisi si considera il solo errore relativo sul dato

oo Tl max{]zy — 2], |25 — 2]}
max {|z1], [wal}

dove gli errori assoluti di ciascuna componente non sono rapportati alla grandezza
della componente, ma alla massima grandezza delle componenti.

L’errore € ¢ piccolo in quanto lerrore assoluto Zs — xo, pur essendo grande
rispetto a x5, & piccolo rispetto a max {|z1], |z2|}.

Una situazione di questo tipo si ha considerando la forza di attrazione grav-
itazionale che il Sole esercita sulla Terra. Tale forza & proporzionale al prodotto
mrmg, dove mr ¢ la massa della Terra e mg ¢ la massa del Sole. Se la massa
della Terra dovesse raddoppiare, anche la forza di attrazione gravitazionale rad-
doppierebbe, ma questo accadrebbe a fronte di una piccolissima perturbazione
della massa complessiva del sistema Terra-Sole, essendo mg >> mr.

Come ulteriore esempio, consideriamo f : R? — R? data da
f(x) = (x% + a2 22 —x%) , € R

Usiamo la norma || + ||z = || - ||, su R?%.
Si ha, per x € R?\ {0},

9f1 of
) o (1) o (@) | [ 200 2
I @ = 1 @), = max{ 2| + 2] . 2]+ |20 }

=2|z1|+2|x1|=4|z1| =2|x2|+2|z2|=4|z2]|

= 4dmax {|z1|,|z2|}

da cui

K (foa) = W @Dl _ Amax {an] faal} (ol + Joa])

If (@), |23 + 23| + |23 — 23]
N—_——

=|z1]?+|z2|?
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Con |z;| e |x| come sopra, si ha

dmax {|z1], [wa|} (|z1] + |z2])
|21|* + |2o|® + |23 — 23|
4| (|| + |x4])

2 2
|zs|” + Ja5]° + |22 — 22

K(f,ﬂj) =

2
|2i|” 4 |24 ;]

’ 2 2
jil” + |z, ]° + |22 — 22|

2
|z:|” + |4 |z

2 2 2 2
2| ™ + |25]" + || — [y

2
|zil” + [l ||

24 + |5 ]” + |2

_ 2(1+xﬂ"> <4
||

Per cui, f € ben condizionata su ogni dato.

2
— |z

Esercizio. Determinare 'indice di condizionamento della funzione

T1

f(m)zx—2, zeD={zeR” 2y #0},

nelle norme || - ||, su R? e || - ||, = |- | su R. Dire dove la funzione ¢ mal

condizionata.

oo

Esercizio. Determinare 'indice di condizionamento della funzione
2
f (@) = (x1 + 22, 2122) , T € R?,

nella norma || - ||, su R?. Dire dove la funzione & mal condizionata.

4 Analisi del problema lineare

Consideriamo ora un problema matematico caratterizzato da una funzione dato-
risultato f : R™ — R™ lineare, cioe si ha

f(x) = Az per ogni z € R"

per un’unica matrice A € R"*"  detta la matrice associata a f.

Poiche la funzione lineare f & individuata dalla sua matrice associata A,
d’ora in avanti si fara riferimento alla matrice A, piuttosto che alla funzione f.

Nonostante il caso del problema lineare possa essere inquadrato nel trat-
tamento delle precedente sezione per problemi con funzioni dato-risultato f :
D CR"™ — R™, qui ripartiremo dall’inizio per meglio evidenziare le caratteris-
tiche del problema lineare e solo dopo lo ricondurremo a caso speciale di quanto
precedentemente visto.
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4.1 Indice di condizionamento

Sia x € R™ un dato, y = Az il corrispondente risultato, * € R™ il dato pertur-
bato e y = Az il risultato perturbato.

Assumiamo z # 0 e y # 0 e fissiamo una norma || - ||g. su R™ e una norma
| - |lgm suR™. Sia poi || - || la norma di operatore su R™*™ relativa alla norme
I llgn suR™ e || - [lgm suR™.

Introduciamo 'errore relativo sul dato

_ I~ llge
B

e errore relativo sul risultato

o 7=yl

191l gm

Vogliamo vedere come 'errore § dipende dall’errore €.

Si ha
J—y=AT— Az =A(T —x)
e quindi
=¢|lz|[pn
5= ly -y R™ _ |A(z — z)] R IA] |Z — ] Rn _ 1A ||| -
lyllgm [yllgm = [T T
Per cui,
<K (A zx)e
dove ) )
K (A,z) = [Allzlen _ 1ALl
1Yl [Az]| g
e detto indice di condizionamento di A relativo al dato = nelle norme || - ||Rn
suR" e || - [|jgm suR™.
Notare che si ha
K(Az)>1,
essendo ]
x m
e < Al
zlgn

Quanto ora trovato corrisponde a considerare il caso particolare di una fun-
zione lineare f(xz) = Az nelle considerazioni svolte per una generale funzione
dato-risultato f : D C R™ — R™.

Infatti, si ha f/ () = A e quindi
_ @ zlen A ]lg-

= =K (A zx).
[ AZ]| | Az [gm

K(f,x)
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e, nella relazione 9 § K(f,x)e che vale per una funzione f generale, si puo

rimpiazzare < con < in questo caso particolare avendosi

R(@ ) =f @ ~ f(2) [ («) (F —2) = AT~ Az~ A(F — 2) = 0.

4.2 Buon e mal condizionamento

Le nozioni di buon e mal condizionamento sono del tutto analoghe a quelle
precedentemente viste. La matrice A (il problema matematico corrispondente)
si dice ben condizionata sul dato x se 'indice di condizionamento di A relativo
al dato x ha ordine di grandezza non superiore all'unita.

Per cui, se A ¢ ben condizionata sul dato x, allora da

0 < K(A x)e

segue che l’errore relativo ¢ sul risultato ha ordine di grandezza non superiore
all’ordine di grandezza dell’errore relativo € sul dato.

La matrice A (il problema matematico corrispondente) si dice mal condizion-
ata sul dato z se non € ben condizionata sul dato x, vale a dire se l'indice
di condizionamento di A relativo al dato x ha ordine di grandezza superiore
all’'unita.

Se A ¢ mal condizionata sul dato z, allora § ha “in generale” ordine di
grandezza superiore all’ordine di grandezza di €.

Infatti, per un dato perturbato & = = +tz € R™, t € R, con z € R™ \ {0}
tale che

| Az g
1Al = S,
B/
risulta
0=K (A x)e.
Questo segue dall’aversi
[A @ = 2)llgm = A7 — llgn

(Esercizio. Provare questo) e quindi

s _ 5=yl 147 Avlgn _ JAG - D)l
Yl gm | Az || g | Az || gom
=¢l|z||gn
All ||z A
41T~ ol _ DA ol e g o
[ellen  TAaln

Si conclude che se K(A,x) >> 1, allora, per un dato perturbato & = x + tz,
teR,sihad>>e.
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Esercizio. Provare che per un dato perturbato x = = + tz, t € R, si ha
0 = e. Quindi, anche se K(A,x) >> 1, per questa particolare perturbazione di
x risulta § = €.

Esercizio. Determinare 'indice di condizionamento della matrice

/110 9%3
A_{O 1 1]€R

nelle norma || - ||, su R? e R?. Dire per quali dati la matrice & mal condizionata.

Esercizio. Nell’esercizio precedente determinare dati perturbati  per i quali
0 = K(A,z)e. Suggerimento: in “Analisi Numerica: norme”, nel teorema che
fornisce la formula per la norma [|A||; di una matrice A veniva anche dato un
vettore z tale che ||Az|1 = || All1]|z]]1-

5 Indice di condizionamento (assoluto) di una
matrice quadrata

Sia A € R"*™\ {0} esia || - || una norma su R™. Si considera A # 0, altrimenti
Ax = 0 per ogni z € R™.
Definiamo 1’indice di condizionamento (assoluto) di A nella norma | - ||
come
K“ -l (A) = sup K (A, ;E),

zeR™\{0}
Ax#0

dove K (A, z) & l'indice di condizionamento di A relativo al dato x nelle norme
|- ]lsuR™el - | suR™=R"
Notare che qualunque sia il dato € R™ \ {0} con Ax # 0 risulta

I < Ky (4)-¢€

essendo 6 < K(A,z)-ee K(A,z) < K. (4).
Osserviamo poi che si ha K . | (A) > 1, essendo K (A4, ) > 1 per qualunque
dato x € R™ \ {0} con Az # 0.

Teorema 1 Si ha
| Al - [|A=Y|| se A & non singolare
400 se A é singolare,

dove || - || in ||A]| e ||[A7Y|| & la norma di operatore su R™ ™ relativa alla norma
Il suR™.

Dimostrazione. Risulta

A[ [l ]
Ky (4 = sup K(A,z)= sup —— =|A] .
Il zeR™\ {0} serm\{o} [l AZ]| ver\{0} [|Az]|
Az#0 Azx#0 Az#0
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Proviamo ora che

llz| HA71|| se A & non singolare

erm\jo} Az S
* Aw;&} +o0 se A e singolare.

Sia A non singolare. Si ha

A1
M=l = sup 7” yH posto y = Ax
aerm\{o} [|A7]| vern\(o} 19l
Az#0
= A7

Sia A singolare. Si ha che esiste z* € R™ \ {0} tale che Az* =0 e quindi

=l _

lAz=]

+00

Tuttavia, questo non permette di concludere che

ezl
sup = 400
ver™\{0} [|Az]|
Az#0

in quanto ’estremo superiore ¢ preso sugli © € R™\ {0} tali che Az # 0 e quindi
bisogna argomentare in un altro modo.

Cominciamo con il provare che

]l

z€R™\ {0} HAx||2 B
Ax#0

Data una SVD A = VEUT di A, risulta

]l ]l ]l

sup = SUp T———-—— = sup ————— essendo V ortogonale
ser\(0} [ 47l sern\(o} [VEUTzZ]ly  zernigoy [BUT ],
Az#0 Az#0 Az#0
Uz
= sup U]l posto z = ULz ed essendo U7 non singolare
zeR™\{0} X2,
AUz=VXz#0
Uz
= sup U=l essendo V' non singolare
z€R™\{0} 122]];
2z#0
_ . (31 «
= sup essendo U ortogonale.
z€R™\{0} 12z],
2z#0
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Sia e > 0 e sia 2* € R™ \ {0} tale che

0

. € | ¢ 7 — esima componente, r = rank(A)

Lo < n — esima componente

Essendo A singolare, si ha r < n e quindi € non e sull’'ultima componente, la
quale € uguale a 1.

Si ha - ) }
0 0
0
- e | | o€
Yz* = diag (o1,...,0:,0,...,0) 0l = 0
0 0
L 1 - L 0 -
e quindi
1270, _ v1te?
2]l ore
Avendosi
* 1 2
ol _ Il o 1 YIRS
z€R™\ {0} | Az |, z€R™\ {0} 1221, [22*]], Oré
A0 2240
ed essendo lim._.q 7@;62 = 400, si ottiene SupzeE;;éQ} \||,‘ﬁﬁ2 = +o0.
Proviamo ora che anche per la norma generica || - || si ha
L el
p = +o00
ser\{0} [|Az]|
AxF#Q
Essendo || - ||, e || - || norme su R™ equivalenti, esistono costanti ¢, C' > 0 tali
che
Vu € R™ : cllully < flull < Clluf,
da cui

Il o _cllzlly
[Az|| — C[| Azl

per ogni xz € R™\ {0} tale che Az # 0
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e quindi

] cllzlly, _ ¢ [l

sup > sup @ ——m———— = —= Ssup = 400
ser\(0} [A2] 7 wemriioy CllAzll; € o5y 1421,
Az#0 Azx#£0 Az£0

Esercizio. Sia A € R™*™ \ {0} e sia K (A,z) l'indice di condizionamento
di A relativo al dato z € R™ \ {0} tale che Az # 0 nelle norme || - ||z su R"
e |l - lgm su R™ Guardando alla dimostrazione del precedente teorema, prima
mostrare che

|2, { < 400 se rank (4) =n

verm\ (0} |Az|[, | = +o0 se rank (A) <n ~
Az#0

poi concludere che

su 2| gn < 400 se rank (A) =n
IGRWF{O} | Az||gm | = +oo se rank (A) <n
Az#0
e infine che
sup K(A,x){ < 400 serank (A) =n
2€R™\ {0} = 400 se rank (A) <n
Az#0

Sia A € R™ "™ non singolare. Si ha

K. (A= sup K(Az)= sup K(Az)=|Al|A7"
ZGE";BQ} zeR™\{0}

(osservare che per z € R™ \ {0} si ha Az # 0 essendo A non singolare).
Osserviamo che esiste z* € R™ \ {0} tale che

K(A,x*) = K” -l (A)
e quindi

K” | (A) = me%{lﬂ&\)%g}f( (A,l‘)

Infatti, basta considerare y € R™ \ {0} tale che

1Ay
lyl

1A= =

e prendere z* = A~1y. Risulta

A 2] _ JA][IA™ gl 1
K(A xz") = = = ||A]| ||A =K. (A).
(.00 = Rl ARSI paggaty = sy )
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Sia A non singolare e consideriamo || - || = - |2
Come conseguenza della formula per 'indice di condizionamento di A data
nel precedente teorema si ottiene

01
Ky, (A) ==
dove 01,09, ...,0, sono i valori singolari di A (poiche A & non singolare, A ha
r = rank (A) = n valori singolari non nulli).
Infatti,
Ky, (4) = 1Al A7z
con

|| A, = massimo valore singolare di A = o

e
1
|[A=t||2 = massimo valore singolare di A~! = —
On
Per cui, se A & una matrice ortogonale si ha
Ky, (4) =1,
dal momento che A ha i valori singolari o7 = -+ = g, = 1, essendo questi le

radici quadrate degli autovalori di ATA = I,.
Questo € uno dei motivi per cui le matrici ortogonali sono importanti e
implica che

e le matrici ortogonali minimizzano tra tutte le matrici quadrate ’indice di
condizionamento nella norma || - ||, avendosi

VB e R . KH . Hz(B) >1;

e per una matrice ortogonale A risulta, qualunque sia il dato z € R™ \ {0}
con Ax # 0,
6<e¢

quando gli errori 0 e £ sono misurati nella norma || - |2.

Osserviamo poi che se A ¢ simmetrica si ha

pmaX
Ky, (A) = ;

Pmin
dove
Pmax = max {|A| : A & autovalore di A}
Pmin = min {|A| : A & autovalore di A}.

Infatti, per tali matrici, i valori singolari sono i moduli degli autovalori.
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Esercizio. Siano A, B € R™ "™ non singolari e sia || - || una norma su R™.
Mostrare che
Ky (AB) < Ky (4) - Ky . (B).
Suggerimento. Usare il fatto che AB & non singolare e quindi K . | (AB) =
IABI| - || (AB) ™.

(1) e |

Esercizio. Siano date norme || - || |® su R". Essendo tali norme

equivalenti, esistono ¢, C' > 0 tali che
n 1 2 1
Vu e R :cflul ™ < flul® < Ol

Mostrare che, per ogni A € R"*™ \ {0}, si ha

c\? c\’
Suggerimento: maggiorare e minorare
2 2
KO (4, ) = 1AL 2]
’ | A
in termini di " a
K (40— 1AL 1
’ | A
Esercizio. Sia A € R™*™ non singolare e sia || - || una norma su R™. Quale

relazione sussiste tra K| . || (aA), dove a € R\{0}, e K| . | (4)? Quale relazione
sussiste tra K . | (A7) e K. (A)?

Esercizio. Sia A € R™*" non singolare. Quale relazione sussiste tra K . |, (AT)
e K| . (A)7 Quale relazione sussiste tra K . |, (AT) e K . I, (4)7

Esercizio. Sia A = diag (a11,a99, ..., ann), dove ai1,ass, ..., apy, sONo tutti
non nulli, una matrice diagonale non singolare. Determinare K . || (A), K . |, (4)

5.1 Buon e mal condizionamento (assoluto)

Sia A € R™*™ non singolare e sia || - || una norma su R™.
La matrice A si dice ben condizionata se I'indice di condizionamento di A
ha ordine di grandezza non superiore all’unita.
Per cui, se A & ben condizionata, allora, per ogni dato z € R™ \ {0} con
Ax #£ 0, da
I < Ky (4)-¢€

segue che l’errore relativo ¢ sul risultato ha ordine di grandezza non superiore
all’ordine di grandezza dell’errore relativo € sul dato.
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La matrice A si dice mal condizionata se non € ben condizionata, vale a dire
se l'indice di condizionamento di A ha ordine di grandezza superiore all'unita.

Se A & mal condizionata, allora esiste un dato x € R™\ {0} tale che ¢ ha “in
generale” ordine di grandezza superiore all’ordine di grandezza di e.

Infatti, se consideriamo il dato z = A=y, dove y € R™ \ {0} & tale che

—1
Iyl

si ha, come si e visto,
K(A,a:) = KH - (A)

Quindi, per tale dato x e per un dato perturbato z = z+tz, t € R, dove z € R*\{0}

¢ tale che
_ 147

Al = ,
Izl

risulta, come si & visto, 6 = K (A,z) e e quindi

5=K” - (A)E

Per cui, se K| .| (A) >> 1, allora per un tale dato = e per un tale dato
perturbato 7 si ha che ¢ ha ordine di grandezza superiore all’ordine di grandezza
die.

Esercizio. Esaminare la questione se le nozioni di buon e mal condiziona-
mento di una matrice A € R™*™ possono essere considerate indipendenti dalla
particolare norma || - || su R™ usata. Suggerimento: considerare quanto provato
in un precedente esercizio.

5.2 Un esempio

Consideriamo la matrice
_|a 1 2%2
A= [ 1 b } cR

con |a| > |b|.
Assumiamo A non singolare, cio¢ det(A) = ab—1 # 0.
Determiniamo K . | (A). Si ha

NN

Quindji, essendo |a| > |b], risulta

Al = max{la] +1,[b] + 1} = [a| + 1
la] +1

A = .

max {|b| + 1, ]a| + 1} =

o
|ab — 1]
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Si conclude che

(laf + 1)

K. .
I lab — 1

(4) = [AlloolA™ oo =

ll o

Per cui:
1) Se p = ab & vicino a 1, allora A & mal condizionata.

2) Se p non ¢ vicino a 1 e |p| non ¢ grande, allora A & mal condizionata se e
2,
solo se |a|” & grande.

2
3) Se |p| & grande, allora A ¢ mal condizionata se e solo se % = % ¢ grande.

Esercizio. Trovare, nelle tre situazioni 1), 2) e 3) sopra, dei valori a e b per
cui K . _ (A4) ha ordine di grandezza 104,

Esercizio. Si consideri @ = 1.01 e b = 0.99. Determinare un dato z € R? e
una dato perturbato 7 € R* tale che § = K. | _(A) -e.

Esercizio. Determinare K . || (A) e K| ., (A).

Esercizio. Data la matrice

B:|:1 -1 :| eR2><2
1 c

con ¢ # —1, determinare K . I (B) e dire per quali ¢ si ha B mal condizionata.

Esercizio. Data la matrice

o a+b a—b 2%2
C{a—b a—&-b}eR

con [a| > [b] > 0, determinare K ., (C) e dire per quali a e b si ha C' mal
condizionata.
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