Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Stima con il metodo della massima verosimiglianza

Con riferimento alla classe di eta |x,x +1| per scrivere la verosimiglianza delle osservazioni

(ri,ﬁ,ti,ki,) i=1,...,nx
definiamo, perognii =1,...,n,, i n.a.
TW durata aleatoria di permanenza dell'individuo i nella collettivita tra le eta |x,x+1]

1 sel'individuoi escepermorte
c®) =12 sel'individuoi esceperaltracausa
0 altrimenti

Nota: T ha determinazioni 10,s; — ;]

Indicato con T>§i+)r. la durata di permanenza nella collettivita per I'i -esimo individuo

presente all'eta x+r; si ha

TO = min (T(i) S; — ri)

x+ry? -l
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Nell'ipotesi che per ogni individuo i la durata aleatoria di permanenza nella collettivita sia
descritta dallo stesso modello di sopravvivenza, si ha

0 t<0
0 _ ©) o
P(TO <t)=4P(Te,, <t) 0<t<s;—m
1 t = Si — 71
dove P (Tx(?,,i < t) = tq,(c?,,i.
Si definiscono
S={i | I'individuoi &in vitaall'etax + s} survival
D ={i | I'individuoi escepermorteall'etax +t; } death

W ={i| I'individuoi esceperaltracausaall'etax +k | withdrawal
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Se l'individuo i e presente nella collettivita all’'eta di uscita pianificata (quindi ieS):

TW = Si— T P(T(i) =Si— ri) = Si_TiPD(C?Ti = Si—Tipalc(fgi ' Si_ripﬁlc(-l‘-A;')i
Se l'individuo i esce per morte all’eta esatta x+t; (quindi ieD):

TW =t - freli-nd)=q p)((?ri 2D (x+t)= p'x(fr)i le)—r p;g\g 2D (x+1)
Se I'individuo i esce per altra causa all’eta esatta x+k;:

T(i) = ki - 1ET,C(ki — i ’2) - ki =T, p)((:-)ri u’l(W) (X + k| ) = ki =i p'x(fz @i = p;((‘l\f\?l IJJ(W) (X+ k| )

In ipotesi di indipendenza stocastica dei n.a. T |a verosimiglianza delle osservazioni e

L =TliesP(T® =s; = 1) " iep frc @t — 1 1) * Tiew fr.c (ki — 13, 2)
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Si ha

L:.rl S~ p)((?ri Dl_l ti—r p)((i)ri w(d)(X+t|)D|_| k -, p)((z_)ri HJ(W)(X'FI(')
1LIS 1D iCW

_ r(d !
) igls § px(+r)i 4, px(x)l =
[} d !
01 - Pen b= P G ()0
[
(d !
90 o P R B (xk)
[

_ r(d r(d d (d
=[1s-r px(+r)i UM ¢ - px(+r)i B )(x+ti)D_|‘| Kk —r pX(”)i O
10S 1D 1w
REICE pg‘g I - px(J\rA2 UM k-, pﬂﬁ 2 (x+ k)
1S 1D 1w
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Quindi
L= (@ g
con
d) _ r(d r(d d r(d
L) _.l_l Sl px(+r)i Dﬂ G, pX(+r)i Hj( )(X+ti)D-|_| Ki =, pX("'r)i
ILIS 1D 1w
e

L) :.rl S p;((rg DH G =T p;g\g Dl_l ki —1; p;((J\rAQ HI(W)(X-'_ki)
IS 1D 1w

Quindi per stimare le probabilita assolute p;(d) Si porra

maxL(d)

mentre per stimare le probabilita assolute p;(W) Si porra

max L")
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Stima di massima verosimiglianza delle probabilita assolute p'(d)

d) _ r(d (d d (d
LD = = [l s px(+f)i Dl_l Gi =T px(+r)i D"I( )(X+ti)D-|_| k=, px(”)i
IS 1D 1w

Si nota che le informazioni sulle uscite per altra causa sono trattate come le informazioni
sulla sopravvivenza all’eta di uscita pianificata

A)Nell'ipotesi di interpolazione esponenziale 4@ (x+t)= 449 , 0<t<1

o(d) — O (s -
o PLD =6

la verosimiglianza e

L(d) = e‘ﬂﬁd)(ﬁ —T;) Dl—l (e‘ﬂﬁd)(ti =) (d)j DFI e‘,de)(ki —r;)
i0s 0D iow

=exp{- &d)(Z(S —h)+ X -n)+ Z(K ‘f)ﬂ[ﬁﬂ(d))

i0s iLD
dove d, =#D
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

La log-verosimiglianza e allora

S iI00D

IogL(d)—{ w[z(s “)* 200+ 2k - j}d joglu(®)

Risolvendo I'equazione di verosimiglianza si trova

2D = dy
2(§—n)+ X(G—n)+ Z(k. ~)
i0S iI00D
dove (s )+ X( —r,)+ Z(k| —I;) e detta esposizione totale esatta
i0S i0D

Osservazione: l'esposizione totale esatta coincide con il numero centrale degli esposti al
rischio secondo I'impostazione attuariale

Ex= >{@-r)-X(-5)- Z@0-k)- Z@-t)= (s 1)+ Xt -r)+ X (k1)

iosSOobow 10S iowW i0D I0S i0D

Quindi la frequenza (grezza) centrale di decesso my = —%

coincide con la stima di massima verosimiglianza “)(<d)
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Osservazione

Sia D, il n.a. dei decessi nella classe di eta |x,x +1|, in ipotesi di distribuzione di Poisson

di parametro ,u)(<d)EXC si ha

d)=C dx C d
P(D, = d,) = (%4 )Ex) o HUES (Ex) oS (/J(d))dx L)
o d,! d,! X

Pertanto ai fini della stima di massima verosimiglianza dell’intensita istantanea di

mortalita sono equivalenti le ipotesi esponenziale e di distribuzione di Poisson per il n.a.

dei decessi D, con E(D,) :,uXEXC
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

B) Nell'ipotesi di interpolazione lineare

—s (@ (d)
4m: § dx (D (x+1 )= %
S T px+ri q,(d) H ( I) 1—ti q,(d)

indicato con d, =#D, la ver05|m|glianza e

(d) (d) ) _k g
@ == 3% J-tqu % | 1qu
ns1-r @ tpl1-r o 1-t @ ) itw1-r g

— 1_[ (1 lq’i‘”) 1-1_[(1 Slq’,(cd)) ‘i[(l—sz'gcd)) (qlgcd))

IESUDUW LES IEW

Dalla log-verosimiglianza

logLD) = - Zlog(l— '(d))+ Zlog(l S q'(d))+ Zlog( -k q'(d))+d Iog( (d))
iosoDOwW iow
si ottiene I'equazione di log-verosimiglianza che puo essere risolta per via numerica
r. S . d
> @ -y 8 X =0
|

iosOopowl-—r, gy’ i0sl- 3q(d) oW 1— qu'(d) '(d)
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Stime di massima verosimiglianza per dati raggruppati

Con riferimento alla classe di eta |x,x+1| nel caso di dati raggruppati, i dati sono:

Ny numero di individui osservati
dy numero di decessi osservati
W, numero di individui usciti per altra causa

Con riferimento all'i-esimo individuo, i = 1,...,n,, si definisce il seguente n.a.

1 sel'individuoi escepermorte pc® =1)=q{®
c®) =12 sel'individuoi esceperaltracausa pc) =2) =gV
0 altrimenti Pc®) =0)=1-g{® -

In ipotesi di indipendenza stocastica dei n.a. c®a verosimiglianza delle osservazioni e

L= Pc® =10 Pe® =2)qPE® =0) = (g@ ™ (g0 )™ [L- (@ - g >
iD iOW i0S



Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Dalla log-verosimiglianza

logL =d Iog( (d))+w Iog( (W)) (n, —d, —w,

)loglL- (@ - ()

si ottiene il sistema di equazioni di verosimiglianza che fornisce le stime delle probabilita

di eliminazione per causa di morte e, rispettivamente, per altra causa.

d,

n—d—x_O

Wy _

)((d) 1 q(d) (W)

x—d —WX -0

\ )((W) 1- q(d) (W)

Le stime coincidono con quelle ottenute con il metodo dei momenti nel caso particolare

n=0eg=1perognii=1,...,n,

Se si vogliono stimare le probabilita assolute, si devono formulare le opportune ipotesi
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

In ipotesi di uscite non informative si ha

(d) _ ,(d) N p;((W) 24 (x+u)du

(W

=1,
:
= [y PP g™ ™ (x +u)du
0

A) Nell'ipotesi di distribuzione uniforme per le probabilita assolute di uscita per morte

e, rispettivamente, per altra causa si ha
'(d)

1-4 q,(d)
(W)

1-u q'(W)

P =1-ug(® D (xru)=

JPM =1-ug™ W (x+u)=

e quindi

, 1., , 1,
q(d)_q(d)( : X(W)) q(w)_q(w)( : x(d)j
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

La log-verosimiglianza diventa allora

logL =d Iog( (d))+W |09( (W)) (ny —dy — Wy '09(1 Ay - (W))

=d |og( <d>)+d Iog( 1 '(W>j+w |og( (w))+WX|og(1_% 'x(d)j"'

I I I 1 I
+(nx_dx_W )Iog(l q(d)( 2 x(W)j_ x(W)(l_E x(d)jj

Risolvendo il sistema di equazioni di verosimiglianza si ottengono le stesse stime
ottenute con il metodo dei momenti nel caso particolare r;, =0 e 5 =1 per ogni

i=1,...,n,.

o2 -
MO % - 2n.d, con  ben, +0x_ W
Ny 2 2

o2 -
4o =D % - 2n,w, con  ben, - Gxy W

Ny 2 2
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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

A) Nell'ipotesi di intensita di uscita per morte e per altra causa costanti si ha
1 (x+u) = 40 ol(@) = exp[ o

29 (x4 ) = (W o) = exp[ 49y

e quindi
= (d)iy( )(1 eXP[ (/f(d)+ﬂ(w))]) W = (d)iy( )(1 eXp[ (/-’(d)+ﬂ(w))])

Sostituendo nella log-verosimiglianza
logL =d Iog( (d))+W |09( (W)) (N —dy —w, '09(1 ay) - (W))

e derivando, si ottiene il sistema di equazioni di verosimiglianza le cui soluzioni
coincidono con le stime ottenute con il metodo dei momenti nel caso particolare r;, =0 e

§ =1lperognii=1,...,n,

d, W,

,u(d) — IOg( N, —dy - Wx)dx"'Wx ,U(W) _ log( n, —d, — ijdx+wx
Ny Ny
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