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Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici – uscite per morte e per altra causa 

 
Stima con il metodo della massima verosimiglianza 
 

Con riferimento alla classe di età ] ]1, +xx  per scrivere la verosimiglianza delle osservazioni 

    ( ),,,, iiii ktsr    � = 1, . . . , �� 

definiamo, per ogni � = 1, . . . , ��, i n.a. 

)(iT  durata aleatoria di permanenza dell’individuo i  nella collettività tra le età ] ]1, +xx   

 








=
altrimenti0

causa altraper  esce  individuol' se2

morteper  esce  individuol' se1
)( i

i

C i    

Nota: )(iT  ha determinazioni �0, 
� − ��  
Indicato con )(i

rx i
T +  la durata di permanenza nella collettività per l’i-esimo individuo 

presente all’età irx +  si ha 

     �(�) = ��� ������(�) , 
� − �� 
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Nell’ipotesi che per ogni individuo i  la durata aleatoria di permanenza nella collettività sia 
descritta dallo stesso modello di sopravvivenza, si ha 

���(�) ≤ �� = � 0 � ≤ 0� ������(�) ≤ �� 0 < � < 
� − �1 � ≥ 
� − �
 

dove � ������(�) ≤ �� = �����( )! . 

Si definiscono 

{ }isxiiS +=  etàall' in vita è  individuol'      survival 

{ }itxiiD +=  etàall' morteper  esce  individuol'     death 

{ }ikxiiW +=  etàall' causa altraper  esce  individuol'    withdrawal 
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Se l’individuo i  è presente nella collettività all’età di uscita pianificata (quindi �"#): 

 �(�) = 
� − �  ���(�) = 
� − �� = $����( ) = $����%(&) ∙(�)�� $����%(*)(�)��(�)��  

Se l’individuo i  esce per morte all’età esatta itx +  (quindi �"+): 

 �(�) = �� − �  ( ) ( ) ( )i
dw

rxrt
d
rxrti

d
rxrtiiCT txpptxprtf

iiiiiiiii
+⋅′⋅′=+⋅=− +−+−+−

)()()()()(
, 1, µµτ  

Se l’individuo i  esce per altra causa all’età esatta ikx + : 

 �(�) = ,� − � ( ) ( ) ( )i
ww

rxrk
d
rxrki

w
rxrkiiCT kxppkxprkf

iiiiiiiii
+⋅′⋅′=+⋅=− +−+−+−

)()()()()(
, 2, µµτ  

 

In ipotesi di indipendenza stocastica dei n.a. )(iT  la verosimiglianza delle osservazioni è 

 - = ∏ ���(�) = 
� − ���∈0 ∙ ∏ 12,3(�� − � , 1)�∈4 ∙ ∏ 12,3(,� − � , 2)�∈6   
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Si ha 

  L ( ) ( )∏ ∏ +⋅⋅+⋅⋅∏=
∈ ∈

+−+−
∈

+−
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i
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rxrki
d
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Si

rxrs kxptxpp
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)()()()()( µµ τττ  

  ⋅∏ ′⋅′=
∈

+−+−
Si

w
rxrs

d
rxrs

iiiiii
pp )()(  

    ( )⋅∏ +⋅′⋅′⋅
∈

+−+−
Di

i
dw

rxrt
d
rxrt txpp

iiiiii

)()()( µ  

     ( )∏ +⋅′⋅′⋅
∈

+−+−
Wi

i
ww

rxrk
d
rxrk kxpp

iiiiii

)()()( µ  

  ( ) ⋅∏ ′⋅∏ +⋅′⋅∏ ′=
∈
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∈
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∈
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d
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rxrt

Si

d
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iiiiiiiii
ptxpp )()()()( µ  

    ( )∏ +⋅′⋅∏ ′⋅∏ ′⋅
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Quindi 

      )()( wd LLL ⋅=  

con 

  ( ) ∏ ′⋅∏ +⋅′⋅∏ ′=
∈

+−
∈

+−
∈

+−
Wi

d
rxrk

Di
i

dd
rxrt

Si

d
rxrs

d
iiiiiiiii

ptxppL )()()()()( µ  

e 

  ( )∏ +⋅′⋅∏ ′⋅∏ ′=
∈

+−
∈

+−
∈

+−
Wi

i
ww

rxrk
Di

w
rxrt

Si

w
rxrs

w kxpppL
iiiiiiiii

)()()()()( µ  

Quindi per stimare le probabilità assolute )(d
xp′  si porrà 

      )(max dL  

mentre per stimare le probabilità assolute )(w
xp′  si porrà 

      )(max wL  
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Stima di massima verosimiglianza delle probabilità assolute )(d
xp′   

   ( ) ∏ ′⋅∏ +⋅′⋅∏ ′=
∈

+−
∈

+−
∈

+−
Wi

d
rxrk

Di
i

dd
rxrt

Si

d
rxrs

d
iiiiiiiii

ptxppL )()()()()( µ  

Si nota che le informazioni sulle uscite per altra causa sono trattate come le informazioni 
sulla sopravvivenza all’età di uscita pianificata 

A)Nell’ipotesi di interpolazione esponenziale ( ) )()( d
x

d tx µµ =+  , 10 ≤< t  

   )()( )(
ii

d
x

iii

rsd
rxrs ep −−

+− =′ µ  

la verosimiglianza è 

  ∏ ∏⋅




⋅∏=

∈ ∈

−−−−

∈

−−

Di Wi

rkd
x

rt

Si

rsd ii
d

xii
d
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d

x eeeL )()()()()( )()()( µµµ µ  

    ( ) xdd
x

Wi
ii

Di
ii

Si
ii

d
x rkrtrs )()( )()()(exp µµ ⋅
















 −+ −+ −−=
∈∈∈

 

dove Ddx #=   
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La log-verosimiglianza è allora 

  ( ))()()( log)()()(log d
xx

Wi
ii

Di
ii

Si
ii

d
x

d drkrtrsL µµ +















 −+ −+ −−=
∈∈∈

 

Risolvendo l’equazione di verosimiglianza si trova 

 −+ −+ −
=

∈∈∈ Wi
ii

Di
ii

Si
ii

xd
x rkrtrs

d

)()()(
ˆ )(µ  

dove  −+ −+ −
∈∈∈ Wi

ii
Di

ii
Si

ii rkrtrs )()()(  è detta esposizione totale esatta 

Osservazione: l’esposizione totale esatta coincide con il numero centrale degli esposti al 
rischio secondo l’impostazione attuariale 

 ( ) ( ) ( ) ( )  −+ −+ −= −− −− −− −=
∈∈∈∈∈∈∪∪∈ Wi

ii
Di

ii
Si

ii
Di

i
Wi

i
Si

i
WDSi

i
C
x rkrtrstksrE )()()(1111  

Quindi la frequenza (grezza) centrale di decesso   
C
x

x
x

o

E
m

θ=  

coincide con la stima di massima verosimiglianza  )(ˆ d
xµ  
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Osservazione 

Sia xD  il n.a. dei decessi nella classe di età ] ]1, +xx , in ipotesi di distribuzione di Poisson 

di parametro C
x

d
x E)(µ  si ha 

  
( ) ( ) ( ) )()(

)( )()(

!!
)( ddd

x
E

x

dC
xE

x

dC
x

d
x

xx Le
d

E
e

d

E
dDP

xC
x

d
x

x
C
x

d
x

x

∝=== −− µµ µµ  

Pertanto ai fini della stima di massima verosimiglianza dell’intensità istantanea di 

mortalità sono equivalenti le ipotesi esponenziale e di distribuzione di Poisson per il n.a. 

dei decessi xD  con C
xxx EDE µ=)(   
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B) Nell’ipotesi di interpolazione lineare 
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indicato con Ddx #= , la verosimiglianza è 

  ∏
′−
′−⋅∏ 














′−
′

⋅
′−
′−⋅∏

′−
′−=

∈∈∈ Wi
d

xi

d
xi

Di
d

xi

d
x

d
xi

d
xi

Si
d

xi

d
xid

qr

qk

qt

q

qr

qt

qr

qs
L

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(
)(

1

1

11

1

1

1
 

=  8 �1 − �  �′�(&)�): ∙�∈0∪4∪6 8 �1 − 
�  �′�(&)� ∙�∈0 8 �1 − ,�  �′�(&)� ∙�∈6  ��′�(&)�&<
 

Dalla log-verosimiglianza 

 ( ) ( ) ( ) ( ))()()()()( log1log1log1loglog d
xx

Wi

d
xi

Si

d
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WDSi

d
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si ottiene l’equazione di log-verosimiglianza che può essere risolta per via numerica 
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Stime di massima verosimiglianza per dati raggruppati 
 

Con riferimento alla classe di età ] ]1, +xx  nel caso di dati raggruppati, i dati sono: 

xn   numero di individui osservati 

xd   numero di decessi osservati 

xw   numero di individui usciti per altra causa 

Con riferimento all’i-esimo individuo, � = 1, . . . , ��, si definisce il seguente n.a. 

 








=
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causa altraper  esce  individuol' se2

morteper  esce  individuol' se1
)( i

i

C i   
)()()(

)()(

)()(

1)0(

)2(

)1(

w
x

d
x

i

w
x

i

d
x

i

qqCP

qCP

qCP

−−==
==
==

 

In ipotesi di indipendenza stocastica dei n.a. )(iC  la verosimiglianza delle osservazioni è 

( ) ( ) ( ) xxxxx wdnw
x

d
x

ww
x

dd
x

Si

i

Di Wi

ii qqqqCPCPCPL
−−

∈∈ ∈
−−=∏ =⋅∏ ∏ =⋅== )()()()()()()( 1)0()2()1(  
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Dalla log-verosimiglianza 

 ( ) ( ) ( ) ( ))()()()( 1loglogloglog w
x

d
xxxx

w
xx

d
xx qqwdnqwqdL −−−−++=  

si ottiene il sistema di equazioni di verosimiglianza che fornisce le stime delle probabilità 

di eliminazione per causa di morte e, rispettivamente, per altra causa. 
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Le stime coincidono con quelle ottenute con il metodo dei momenti nel caso particolare 

0=ir  e 1=is  per ogni � = 1, . . . , �� 

Se si vogliono stimare le probabilità assolute, si devono formulare le opportune ipotesi. 
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In ipotesi di uscite non informative si ha 

  

( )

( ) +⋅′⋅′=
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A) Nell’ipotesi di distribuzione uniforme per le probabilità assolute di uscita per morte 

e, rispettivamente, per altra causa si ha 

)()( 1 d
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d
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e quindi 
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La log-verosimiglianza diventa allora 

 ( ) ( ) ( ) ( ))()()()( 1loglogloglog w
x

d
xxxx

w
xx

d
xx qqwdnqwqdL −−−−++=  

  ( ) ( ) +






 ′−+′+






 ′−+′= )()()()(

2
1

1loglog
2
1

1loglog d
xx

w
xx

w
xx

d
xx qwqwqdqd  

( ) 














 ′−′−






 ′−′−−−+ )()()()(

2
1

1
2
1

11log d
x

w
x

w
x

d
xxxx qqqqwdn  

Risolvendo il sistema di equazioni di verosimiglianza si ottengono le stesse stime 
ottenute con il metodo dei momenti nel caso particolare 0=ir  e 1=is  per ogni 

 � = 1, . . . , ��. 
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A) Nell’ipotesi di intensità di uscita per morte e per altra causa costanti si ha 

( ) )()( d
x

d ux µµ =+    [ ]up d
x

d
xu

)()( exp µ−=′  

( ) )()( w
x

w ux µµ =+    [ ]up w
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w
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e quindi 
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+
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x
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Sostituendo nella log-verosimiglianza 

( ) ( ) ( ) ( ))()()()( 1loglogloglog w
x

d
xxxx

w
xx

d
xx qqwdnqwqdL −−−−++=  

e derivando, si ottiene il sistema di equazioni di verosimiglianza le cui soluzioni 
coincidono con le stime ottenute con il metodo dei momenti nel caso particolare 0=ir  e 

1=is  per ogni � = 1, . . . , ��. 
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