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Vortice Forzato (Rigido) 

L’equazione che lo definisce è 

costtV
r
=  

Questa non trova applicazione nelle turbomacchine ma viene trattato perchè 
rappresenta un caso limite.  

Abbiamo alcune implicazioni tra cui il fatto che la velocità assiale non è 
costante ma varia con il raggio per cui 
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 

in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 

radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
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= + + +  

 

( )0 a t
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dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 

dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 

e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 

di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 

Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 
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Vortice Forzato (Rigido) 
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Questo ragionamento ci porta al vortice libero.  

Posso ritenere che il termine 0dh
dr

 sia noto perchè o è nullo o impongo una certa 

legge di variazione. 

ds
dr

 è leggermente più critico perchè significa che l’entropia non varia con il 

raggio. Non significa che non ci sono dissipazioni di energia ma vuol dire che la 
dissipazione di energia sia indipendente dal raggio (stesso valore sia in 
prossimità del mozzo che della periferia). È un’ipotesi più forte perchè 
sappiamo che le dissipazioni di energia sono più concentrate nelle zone dello 
strato limite. 

Con questa equazione possiamo affrontare due problemi tipici: 

1) Problema “diretto” (o problema di verifica) : nota la geometria  di una 
macchina e la distribuzione radiale dell’angolo α  determinare la 
distribuzione radiale di tutte le grandezze del flusso e termodinamiche; 

 

2) Problema “inverso” (o problema di progetto) : assegnata una certa 
distribuzione di una grandezza fluidodinamica o termodinamica trovare 
qual’è la geometria della schiera che la realizza. 
 

Questi due tipi di problema portano all’utilizzo di vortici diversi. 

 

Vortice Libero 

Ricordiamo che abbiamo trovato che per una macchina assiale l’equazione per 
l’equilibrio radiale è la seguente 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

È di particolare interesse il caso in cui il termine sinistro è nullo. Facciamo dei 
ragionamenti supponendo che 

0 0dh dsT
dr dr

− =  

Vediamo il caso in cui vogliamo rispettare questa equazione progettando la 
macchina secondo il principio del vortice libero. 
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 
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Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 
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Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 
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Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 

Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 
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Troviamo 
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   
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La aV  segue questa legge nel caso del vortice forzato. 

Vediamo come si arriva a 
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ti
i

ai

V tg
V

α=  

Troviamo 

22
21 2 tan 1

2
a

i
i

V r
r

α
   
 = − −  
     

 

 

La aV  segue questa legge nel caso del vortice forzato. 

Vediamo come si arriva a 
i

h
h

 nel caso del vortice forzata: 

2 2 211
2 ti t a

i i

h V V V
h h
= + − + 2

aV−( )  

Introduciamo l’equazione che caratterizza il nostro vortice, troveremo: 

2 22 2

1 1 1
2 2
ti t ai a

i i ti i ai

V V V Vh
h h V h V

      
   = + − + −   
         

 

 

Ricordando che 

t

ti i

V r
V r

=  

 

Sostituendo e facendo alcune semplificazioni 

22

1 1
2
ti

i i i

Vh r
h h r

  
 = + − 
   
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A noi interessa poter calcolare l’andamento delle velocità ma anche 
l’andamento con il raggio delle grandezze termofluidodinamiche come 
l’entalpia. 

Per quanto riguarda la variazione di entalpia con il raggio ricordiamo che 
abbiamo assunto 

0 cosh t=  

Quindi  

22

2 2

2 2 2

2 2

2
11

2

i
i

i
i

ti t a
i i

VVh h

V Vh h

h V V V
h h

+ = +

−
= +

= + − + 2
aV−( )

2 2

21 1
2
ti t

i ti

V V
h V

=

 
= + − 

 

 

Ricordando che  

            t i
t ti i

ti

V rV r V r
V r

⋅ = ⋅ ⇒ =  

Troviamo  

22

1 1
2
ti i

i i

V rh
h h r

  = + −     
 

Questa è l’equazione che ci dà la variazione dell’entalpia con il raggio nel 
dimensionamento a vortice libero. 

 

Nota l’entalpia possiamo poi calcolare le altre grandezze in funzione del raggio. 
Vediamo il seguente diagramma 
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Vortice Forzato
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ti
i

ai

V tg
V

α=  

Troviamo 

22
21 2 tan 1

2
a

i
i

V r
r

α
   
 = − −  
     

 

 

La aV  segue questa legge nel caso del vortice forzato. 

Vediamo come si arriva a 
i

h
h

 nel caso del vortice forzata: 

2 2 211
2 ti t a

i i

h V V V
h h
= + − + 2

aV−( )  

Introduciamo l’equazione che caratterizza il nostro vortice, troveremo: 

2 22 2

1 1 1
2 2
ti t ai a

i i ti i ai

V V V Vh
h h V h V

      
   = + − + −   
         
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t

ti i

V r
V r

=  

 

Sostituendo e facendo alcune semplificazioni 

22

1 1
2
ti

i i i

Vh r
h h r

  
 = + − 
   
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Vortice Forzato (Rigido) 

L’equazione che lo definisce è 

costtV
r
=  

Questa non trova applicazione nelle turbomacchine ma viene trattato perchè 
rappresenta un caso limite.  

Abbiamo alcune implicazioni tra cui il fatto che la velocità assiale non è 
costante ma varia con il raggio per cui 

              t ti
t ti

i i

V V rV V
r r r
= → =  

Ricordando che  

0 0

0

dh
dr
dsT
dr


=


 =


 

Abbiamo 

2
2 0

2
a ti ti

i i

V V Vd d r
dr r dr r

  
+ =  

   
 

22

2
2
a ti

i

V Vd r
dr r

  
= − ⋅  

   
 

Integrando 

22
22

2
a

ti
i

V rV C
r

  
= − +  

   
 

C  è la costante di integrazione. Poniamo 

2
2

2

a ai

i

ai
ti

V V
r r

VC V

=

=

⇒ = +

 

Ricordando che  

2
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ti
i
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V tg
V
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i
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α
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La aV  segue questa legge nel caso del vortice forzato. 
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h
h

 nel caso del vortice forzata: 

2 2 211
2 ti t a

i i

h V V V
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2 22 2

1 1 1
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t

ti i

V r
V r
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Sostituendo e facendo alcune semplificazioni 

22

1 1
2
ti

i i i

Vh r
h h r
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 = + − 
   
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h
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1 1 1
2 2
ti t ai a

i i ti i ai

V V V Vh
h h V h V

      
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V r
V r
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Sostituendo e facendo alcune semplificazioni 
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1 1
2
ti

i i i

Vh r
h h r

  
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   
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Non abbiamo il limite fisico per quanto riguarda le pressioni. Tuttavia questo 
tipo di vortice presenta un limite fisico per quanto riguarda le velocità. 

 

Possiamo osservare che se aumenta r  abbiamo un’inversione del flusso per cui 
abbiamo una codizione sul valore massimo del raggio.  

 

 



Vortice Forzato
 

105 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

    Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 

 

Non abbiamo il limite fisico per quanto riguarda le pressioni. Tuttavia questo 
tipo di vortice presenta un limite fisico per quanto riguarda le velocità. 

 

Possiamo osservare che se aumenta r  abbiamo un’inversione del flusso per cui 
abbiamo una codizione sul valore massimo del raggio.  

 

 

 

104 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

    Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 
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i
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2 22 2
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   = + − + −   
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ti i

V r
V r
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Sostituendo e facendo alcune semplificazioni 

22

1 1
2
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i i i

Vh r
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Ci fornisce la pressione in funzione del raggio per un flusso a bortice libero. 

Abbiamo che 

ti
ti

i

VM
a

=  

con le grandezze riferite al raggio di riferimento. Possiamo allora fare delle 
osservazioni: 

-         r p↑ ⇒ ↑  

-                    gradiente forza centrifugatiM p↑ ⇒ ↑ ⇒ ↑  

- Se prendo tiM  esiste un valore di r  in corrispondenza del quale si 

raggiunge l’annullamento della pressione (condizione fisica limite). 
Questo rappresenta il limite che deve essere rispettato progettando a 
vortice libero. Se andassimo al di sotto di questo r  accadrebbero dei 
fenomeni non descritti dall’equazione. 

- Il flusso a vortice libero diventa più assiale all’aumentare di r  

È possibile dimensionare la macchina con un flusso con portata di massa 

costante e quindi con aV  variabile. Allora avremmo componente radiale  

0rc ≠  

Inoltre anche se 

0 0dh
dr

≠  

Nella sezione diversa questa proprietà non sarebbe rispettata. 
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Vediamo che abbiamo un groviglio di curve. Se operariamo con Ma basso (tali 
da risentire dell’effetto della comprimibilità ma non tali da introdurre delle 
variazioni di struttura delle linee di flusso)  cioè  

0,36 0, 49Mu< <  

Abbiamo un’unica curva di funzionamento. Quando il numero di Mach aumenta 
le curve tendono a diventare verticali in corrispondenza di valori di ϕ  (quindi di 
portata) diversi. 

 

Abbiamo un fenomeno noto come ingolfamento del compressore. Intendiamo il 
raggiungimento di quella condizione di funzionamento in cui non è più possibile 
variare la portata variando il rapporto delle pressioni attorno alla macchina. 
Questo perchè in qualche punto si raggiungono le condizioni di flusso sonico e 
quindi, ricordando lo studio dell’ugello convergente-divergente, abbiamo un 
blocco sonico delle portata. 

Il fatto che il blocco di portata avvenga per valori diversi della portata o per gli 
stessi valori dipende da dove si verifica l’ingolfamento (o nell’organo statorico 
o nell’organo rotorico). Se consideriamo un compressore centrigugo 
monostadio fintanto che l’ingolfamento avviene nel diffusore all’aumentare del 
numero di Mach abbiamo un’aumento del valore di portata di ingolfamento. Se 
l’ingolfamento avviene nella girante allora la portata di ingolfamento rimane 
bloccata ad un valore. 

Questo tipo di curve non sono molto pratiche allora più spesso si vanno a 
definire altre cifre che perdono un pò di generalità (valgono solo per quella 
macchina provata con quel fluido) ma mantengono la generalità dal punto di 
vista della condizione di prova. 

Partiamo dalle definizioni 

01
01 01

D DM
a kRT
ω ω

= =  

0101
3 2 2 2

01 01 01 01 01 01 01 01 01

m RTmRTm m
D M a D M kRT D M kD

ϕ
ρ ω ρ ρ ρ

= = = =
ɺɺɺ ɺ

 

1 1

02 02
01

01 01
0

2 2 2 2 2 2
01 01 01

11 1
1 1

k k
k k

i s

p pk RT
k p k p

L h
D D M kRT M

ψ
ω ω

− −   
      − −      − −   ∆       = = = =  

Mti
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ti
i

ai

V tg
V

α=  

Troviamo 

22
21 2 tan 1

2
a

i
i

V r
r

α
   
 = − −  
     

 

 

La aV  segue questa legge nel caso del vortice forzato. 

Vediamo come si arriva a 
i

h
h

 nel caso del vortice forzata: 

2 2 211
2 ti t a

i i

h V V V
h h
= + − + 2

aV−( )  

Introduciamo l’equazione che caratterizza il nostro vortice, troveremo: 

2 22 2

1 1 1
2 2
ti t ai a

i i ti i ai

V V V Vh
h h V h V

      
   = + − + −   
         

 

 

Ricordando che 

t

ti i

V r
V r

=  

 

Sostituendo e facendo alcune semplificazioni 

22

1 1
2
ti

i i i

Vh r
h h r

  
 = + − 
   
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ti
i

ai

V tg
V

α=  

Troviamo 

22
21 2 tan 1

2
a

i
i

V r
r

α
   
 = − −  
     

 

 

La aV  segue questa legge nel caso del vortice forzato. 

Vediamo come si arriva a 
i

h
h

 nel caso del vortice forzata: 

2 2 211
2 ti t a

i i

h V V V
h h
= + − + 2

aV−( )  

Introduciamo l’equazione che caratterizza il nostro vortice, troveremo: 

2 22 2

1 1 1
2 2
ti t ai a

i i ti i ai

V V V Vh
h h V h V

      
   = + − + −   
         

 

 

Ricordando che 

t

ti i

V r
V r

=  

 

Sostituendo e facendo alcune semplificazioni 

22

1 1
2
ti

i i i

Vh r
h h r

  
 = + − 
   

 

 

 

 

 

 

k-1 
2

2

=1+
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Se impongo 

0 0dh
dr

=  

è possibile che questa si mantenga su una sezione successiva? 

Consideriamo la sezione 1 a monte del rotore 

01

1 1

cos

t

h t
V K r

=

= ⋅
 

ed imponiamo il vortice forzato 

tV K
r
=  

Potremmo applicare tutte le equazioni trovate. Consideriamo la sezione 2 a 
valle del rotore 

2 2tV K r= ⋅  

Il lavoro scambiato sarà 

( ) ( )
( )

02 01 2 1 2 1

2
2 1 012

t th h u V V r K r K r

K K r h

ω

ω

− = − = − =

= − = ∆
 

Se abbiamo 

2h r∆ ∝  

Allora la variazione di entalpia non sarà uniforme e quindi 

02 cosh t≠  

Avremo 

( ) ( )

( ) ( )

02 01012 02

2
22

2 1 2 22
2

a t
a t

a

d h hd h dh dV V dV V r
dr dr dr dr r dr

Vd dK K r K K r
dr dr

ω

−∆
= = = + =

 
= − = + 

 

 

Questa rappresenta l’equazione dell’equilibrio radiale nel caso considerato. 

( )2 2 2
2 2 2 12aV K K K r Cω = − − − +   

Imponendo la conservazione della massa possiamo trovare la costante di 
integrazione 

Imponendo:

cosa accade nella sezione a valle?

Sezione 1
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Se impongo 

0 0dh
dr

=  

è possibile che questa si mantenga su una sezione successiva? 

Consideriamo la sezione 1 a monte del rotore 

01

1 1

cos

t

h t
V K r

=

= ⋅
 

ed imponiamo il vortice forzato 

tV K
r
=  

Potremmo applicare tutte le equazioni trovate. Consideriamo la sezione 2 a 
valle del rotore 

2 2tV K r= ⋅  

Il lavoro scambiato sarà 

( ) ( )
( )

02 01 2 1 2 1

2
2 1 012

t th h u V V r K r K r

K K r h

ω

ω

− = − = − =

= − = ∆
 

Se abbiamo 

2h r∆ ∝  

Allora la variazione di entalpia non sarà uniforme e quindi 

02 cosh t≠  

Avremo 

( ) ( )

( ) ( )

02 01012 02

2
22

2 1 2 22
2

a t
a t

a

d h hd h dh dV V dV V r
dr dr dr dr r dr

Vd dK K r K K r
dr dr

ω

−∆
= = = + =

 
= − = + 

 

 

Questa rappresenta l’equazione dell’equilibrio radiale nel caso considerato. 

( )2 2 2
2 2 2 12aV K K K r Cω = − − − +   

Imponendo la conservazione della massa possiamo trovare la costante di 
integrazione 
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Se impongo 

0 0dh
dr

=  

è possibile che questa si mantenga su una sezione successiva? 

Consideriamo la sezione 1 a monte del rotore 

01

1 1

cos

t

h t
V K r

=

= ⋅
 

ed imponiamo il vortice forzato 

tV K
r
=  

Potremmo applicare tutte le equazioni trovate. Consideriamo la sezione 2 a 
valle del rotore 

2 2tV K r= ⋅  

Il lavoro scambiato sarà 

( ) ( )
( )

02 01 2 1 2 1

2
2 1 012

t th h u V V r K r K r

K K r h

ω

ω

− = − = − =

= − = ∆
 

Se abbiamo 

2h r∆ ∝  

Allora la variazione di entalpia non sarà uniforme e quindi 

02 cosh t≠  

Avremo 

( ) ( )

( ) ( )

02 01012 02

2
22

2 1 2 22
2

a t
a t

a

d h hd h dh dV V dV V r
dr dr dr dr r dr

Vd dK K r K K r
dr dr

ω

−∆
= = = + =

 
= − = + 

 

 

Questa rappresenta l’equazione dell’equilibrio radiale nel caso considerato. 

( )2 2 2
2 2 2 12aV K K K r Cω = − − − +   

Imponendo la conservazione della massa possiamo trovare la costante di 
integrazione 

Sezione 2
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Se impongo 

0 0dh
dr

=  

è possibile che questa si mantenga su una sezione successiva? 

Consideriamo la sezione 1 a monte del rotore 

01

1 1

cos

t

h t
V K r

=

= ⋅
 

ed imponiamo il vortice forzato 

tV K
r
=  

Potremmo applicare tutte le equazioni trovate. Consideriamo la sezione 2 a 
valle del rotore 

2 2tV K r= ⋅  

Il lavoro scambiato sarà 

( ) ( )
( )

02 01 2 1 2 1

2
2 1 012

t th h u V V r K r K r

K K r h

ω

ω

− = − = − =

= − = ∆
 

Se abbiamo 

2h r∆ ∝  

Allora la variazione di entalpia non sarà uniforme e quindi 

02 cosh t≠  

Avremo 

( ) ( )

( ) ( )

02 01012 02

2
22

2 1 2 22
2

a t
a t

a

d h hd h dh dV V dV V r
dr dr dr dr r dr

Vd dK K r K K r
dr dr

ω

−∆
= = = + =

 
= − = + 

 

 

Questa rappresenta l’equazione dell’equilibrio radiale nel caso considerato. 

( )2 2 2
2 2 2 12aV K K K r Cω = − − − +   

Imponendo la conservazione della massa possiamo trovare la costante di 
integrazione 
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Se impongo 

0 0dh
dr

=  

è possibile che questa si mantenga su una sezione successiva? 

Consideriamo la sezione 1 a monte del rotore 

01

1 1

cos

t

h t
V K r

=

= ⋅
 

ed imponiamo il vortice forzato 

tV K
r
=  

Potremmo applicare tutte le equazioni trovate. Consideriamo la sezione 2 a 
valle del rotore 

2 2tV K r= ⋅  

Il lavoro scambiato sarà 

( ) ( )
( )

02 01 2 1 2 1

2
2 1 012

t th h u V V r K r K r

K K r h

ω

ω

− = − = − =

= − = ∆
 

Se abbiamo 

2h r∆ ∝  

Allora la variazione di entalpia non sarà uniforme e quindi 

02 cosh t≠  

Avremo 

( ) ( )

( ) ( )

02 01012 02

2
22

2 1 2 22
2

a t
a t

a

d h hd h dh dV V dV V r
dr dr dr dr r dr

Vd dK K r K K r
dr dr

ω

−∆
= = = + =

 
= − = + 

 

 

Questa rappresenta l’equazione dell’equilibrio radiale nel caso considerato. 

( )2 2 2
2 2 2 12aV K K K r Cω = − − − +   

Imponendo la conservazione della massa possiamo trovare la costante di 
integrazione 

Lavoro scambiato:

ovvero: 

 

106 
PROGETTO DI MACCHINE 

 

    Gianluca Caizzi – n. matricola 85300110 A.A. 2010/2011 

Se impongo 

0 0dh
dr

=  

è possibile che questa si mantenga su una sezione successiva? 

Consideriamo la sezione 1 a monte del rotore 

01

1 1

cos

t

h t
V K r

=

= ⋅
 

ed imponiamo il vortice forzato 

tV K
r
=  

Potremmo applicare tutte le equazioni trovate. Consideriamo la sezione 2 a 
valle del rotore 

2 2tV K r= ⋅  

Il lavoro scambiato sarà 

( ) ( )
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02 01 2 1 2 1

2
2 1 012

t th h u V V r K r K r
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ω

ω

− = − = − =

= − = ∆
 

Se abbiamo 

2h r∆ ∝  

Allora la variazione di entalpia non sarà uniforme e quindi 

02 cosh t≠  

Avremo 

( ) ( )

( ) ( )

02 01012 02

2
22

2 1 2 22
2

a t
a t

a

d h hd h dh dV V dV V r
dr dr dr dr r dr

Vd dK K r K K r
dr dr

ω

−∆
= = = + =

 
= − = + 

 

 

Questa rappresenta l’equazione dell’equilibrio radiale nel caso considerato. 

( )2 2 2
2 2 2 12aV K K K r Cω = − − − +   

Imponendo la conservazione della massa possiamo trovare la costante di 
integrazione 
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Se impongo 

0 0dh
dr

=  

è possibile che questa si mantenga su una sezione successiva? 

Consideriamo la sezione 1 a monte del rotore 

01

1 1

cos

t

h t
V K r

=

= ⋅
 

ed imponiamo il vortice forzato 

tV K
r
=  

Potremmo applicare tutte le equazioni trovate. Consideriamo la sezione 2 a 
valle del rotore 

2 2tV K r= ⋅  

Il lavoro scambiato sarà 

( ) ( )
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02 01 2 1 2 1

2
2 1 012

t th h u V V r K r K r

K K r h

ω

ω

− = − = − =

= − = ∆
 

Se abbiamo 

2h r∆ ∝  

Allora la variazione di entalpia non sarà uniforme e quindi 

02 cosh t≠  

Avremo 

( ) ( )

( ) ( )

02 01012 02

2
22

2 1 2 22
2

a t
a t

a

d h hd h dh dV V dV V r
dr dr dr dr r dr

Vd dK K r K K r
dr dr

ω

−∆
= = = + =

 
= − = + 
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Questa rappresenta l’equazione dell’equilibrio radiale nel caso considerato. 

( )2 2 2
2 2 2 12aV K K K r Cω = − − − +   

Imponendo la conservazione della massa possiamo trovare la costante di 
integrazione 
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Se impongo 

0 0dh
dr

=  

è possibile che questa si mantenga su una sezione successiva? 

Consideriamo la sezione 1 a monte del rotore 

01

1 1

cos

t

h t
V K r

=

= ⋅
 

ed imponiamo il vortice forzato 

tV K
r
=  

Potremmo applicare tutte le equazioni trovate. Consideriamo la sezione 2 a 
valle del rotore 

2 2tV K r= ⋅  

Il lavoro scambiato sarà 

( ) ( )
( )

02 01 2 1 2 1

2
2 1 012

t th h u V V r K r K r

K K r h

ω

ω

− = − = − =

= − = ∆
 

Se abbiamo 

2h r∆ ∝  

Allora la variazione di entalpia non sarà uniforme e quindi 

02 cosh t≠  

Avremo 

( ) ( )

( ) ( )

02 01012 02

2
22

2 1 2 22
2

a t
a t

a

d h hd h dh dV V dV V r
dr dr dr dr r dr

Vd dK K r K K r
dr dr

ω

−∆
= = = + =

 
= − = + 
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Questa rappresenta l’equazione dell’equilibrio radiale nel caso considerato. 

( )2 2 2
2 2 2 12aV K K K r Cω = − − − +   

Imponendo la conservazione della massa possiamo trovare la costante di 
integrazione 
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Quindi introduciamo la conservazione dell’energia. Differenziando le grandezze 

in direzione radiale diventa 

1ds dh dpT
dr dr drρ

= −  

 

Combinando le tre equazioni nei riquadri troviamo l’equazione dell’equilibrio 

radiale. 

0 1 t a
t a

dh
dr

dh dV dVds dpT V V
dr dr dr dr drρ

= + + +
!"#"$

 

2
0 t t a

t a
dh V dV dVdsT V V
dr dr r dr dr

= + + +  

 

( )0 a t
a t

dh dV Vds dT V V r
dr dr dr r dr

− = + ⋅  

Questa è l’Equazione dell’equilibrio radiale. Compaiono i gradienti radiali 

dell’entalpia di ristagno, dell’entropia e una combinazione della velocità assiale 

e tangenziale. 

 

Importanza termini 0dh
dr

 e dsT
dr

 

Talvolta possiamo trovar scritto 

( ) 0a t
a t
dV V dV V r
dr r dr

+ ⋅ =  

Questo vuol dire che lungo il raggio non c’è variazione di ristagno e variazione 

di entropia (non contrasta con nessun principio fisico) 

( ) 00a t
a t
dV V dhd dsV V r T
dr r dr dr dr

+ ⋅ = = −  

Questo significa imporre in fase di progetto di non avere il gradiente 0dh
dr

 cioè 

imporre che il valore di entalpia di ristagno sia uguale lungo una sezione. 

Questa molto spesso è una precisa scelta di progetto. 



Vortice Forzato
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Se impongo 

0 0dh
dr

=  

è possibile che questa si mantenga su una sezione successiva? 

Consideriamo la sezione 1 a monte del rotore 

01

1 1

cos

t

h t
V K r

=

= ⋅
 

ed imponiamo il vortice forzato 

tV K
r
=  

Potremmo applicare tutte le equazioni trovate. Consideriamo la sezione 2 a 
valle del rotore 

2 2tV K r= ⋅  

Il lavoro scambiato sarà 

( ) ( )
( )

02 01 2 1 2 1

2
2 1 012

t th h u V V r K r K r

K K r h

ω

ω

− = − = − =

= − = ∆
 

Se abbiamo 

2h r∆ ∝  

Allora la variazione di entalpia non sarà uniforme e quindi 

02 cosh t≠  

Avremo 

( ) ( )

( ) ( )

02 01012 02

2
22

2 1 2 22
2

a t
a t

a

d h hd h dh dV V dV V r
dr dr dr dr r dr

Vd dK K r K K r
dr dr

ω

−∆
= = = + =

 
= − = + 

 

 

Questa rappresenta l’equazione dell’equilibrio radiale nel caso considerato. 

( )2 2 2
2 2 2 12aV K K K r Cω = − − − +   

Imponendo la conservazione della massa possiamo trovare la costante di 
integrazione 
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1 22

rs rs

a a
rh rh

m V rdr V rdr
πρ

= =∫ ∫
ɺ

 

h: hub (mozzo) 

s: skroud (raggio massimo) 

 

nel caso del problema diretto avremo l’angolo di flusso costante 

tan cosr

a

V t
V

α= =  

 

 

 

Vortice “generico” 

Possiamo definire diversi tipi di vortici chiamati vortici generici. Consideriamo 
una sezione a monte di un rotore e scriviamo 

1

,  = sono due costanti

n
t

bV a r
r

a b

= ⋅ −
 

Mentre a valle del rotore 

2
n

t
bV a r
r

= ⋅ +  

 

Il lavoro che viene realizzato nel rotore in base a questo tipo di vortice sarà 

( )02 01 2 1 2u t tL h h u V V b ω= − = − = ⋅ ⋅  

Con questo tipo di definizione di vortice si conserva la proprietà di avere lavoro 
costante indipendente dal raggio. Definiamo due leggi generali di distribuzione 
a monte e a valle del rotore tali per cui anche se non sono delle distribuzioni a 
vortici libero si mantiene una delle proprietà fondamentali del vortice libero 
(cioè avere lavoro costante).  

 

 

il valore di C posso calcolarlo da:



Vortice generico
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1 22

rs rs

a a
rh rh

m V rdr V rdr
πρ

= =∫ ∫
ɺ

 

h: hub (mozzo) 

s: skroud (raggio massimo) 

 

nel caso del problema diretto avremo l’angolo di flusso costante 

tan cosr

a

V t
V

α= =  

 

 

 

Vortice “generico” 

Possiamo definire diversi tipi di vortici chiamati vortici generici. Consideriamo 
una sezione a monte di un rotore e scriviamo 

1

,  = sono due costanti

n
t

bV a r
r

a b

= ⋅ −
 

Mentre a valle del rotore 

2
n

t
bV a r
r

= ⋅ +  

 

Il lavoro che viene realizzato nel rotore in base a questo tipo di vortice sarà 

( )02 01 2 1 2u t tL h h u V V b ω= − = − = ⋅ ⋅  

Con questo tipo di definizione di vortice si conserva la proprietà di avere lavoro 
costante indipendente dal raggio. Definiamo due leggi generali di distribuzione 
a monte e a valle del rotore tali per cui anche se non sono delle distribuzioni a 
vortici libero si mantiene una delle proprietà fondamentali del vortice libero 
(cioè avere lavoro costante).  
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1 22
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h: hub (mozzo) 
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Vortice “generico” 

Possiamo definire diversi tipi di vortici chiamati vortici generici. Consideriamo 
una sezione a monte di un rotore e scriviamo 

1

,  = sono due costanti

n
t

bV a r
r

a b

= ⋅ −
 

Mentre a valle del rotore 
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n

t
bV a r
r

= ⋅ +  

 

Il lavoro che viene realizzato nel rotore in base a questo tipo di vortice sarà 

( )02 01 2 1 2u t tL h h u V V b ω= − = − = ⋅ ⋅  

Con questo tipo di definizione di vortice si conserva la proprietà di avere lavoro 
costante indipendente dal raggio. Definiamo due leggi generali di distribuzione 
a monte e a valle del rotore tali per cui anche se non sono delle distribuzioni a 
vortici libero si mantiene una delle proprietà fondamentali del vortice libero 
(cioè avere lavoro costante).  
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1 22

rs rs

a a
rh rh

m V rdr V rdr
πρ

= =∫ ∫
ɺ

 

h: hub (mozzo) 

s: skroud (raggio massimo) 

 

nel caso del problema diretto avremo l’angolo di flusso costante 

tan cosr

a

V t
V

α= =  

 

 

 

Vortice “generico” 

Possiamo definire diversi tipi di vortici chiamati vortici generici. Consideriamo 
una sezione a monte di un rotore e scriviamo 

1

,  = sono due costanti

n
t

bV a r
r

a b

= ⋅ −
 

Mentre a valle del rotore 

2
n

t
bV a r
r

= ⋅ +  

 

Il lavoro che viene realizzato nel rotore in base a questo tipo di vortice sarà 

( )02 01 2 1 2u t tL h h u V V b ω= − = − = ⋅ ⋅  

Con questo tipo di definizione di vortice si conserva la proprietà di avere lavoro 
costante indipendente dal raggio. Definiamo due leggi generali di distribuzione 
a monte e a valle del rotore tali per cui anche se non sono delle distribuzioni a 
vortici libero si mantiene una delle proprietà fondamentali del vortice libero 
(cioè avere lavoro costante).  
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I casi che possiamo segnalare sono: 

- 0n =   “zero power blanding” 
- 1n =   “fast power blanding” 

 

 

1n =     “Palettatura a grado di reazione costante” (? Non è del tutto vero) 

Se applichiamo il vortice libero o il vortice forzato e troviamo l’andamento delle 
velocità con il raggio e calcoliamo qual’è il valore medio del grado di reazione 
corrispondente ai diversi valori del raggio troveremo che sono tutte palettature 
a grado di reazione variabile con il raggio. Può essere interessante costruire 
una palettatura che abbia grado di reazione costante ed una soluzione che si 
avvicina a questo è il caso in cui 1n = . 

In questo caso avremo 

1

2

t

t

bV a r
r
bV a r
r
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Vediamo qual’è il valore della forza radiale che si esercita su questo elemento 

fluido. Allora scriviamo 

( ) 2
2

dp dp dr r dr d dz prd dz pd dzsen
dr

dpr drd dz
dr

θ
θ θ θ

θ

 + + − − = 
 

=

 

Considerando 
2 2
dsen θ θ≃  e trascurando i termini di ordine superiore trovati 

sviluppando il primo termine. Questa rappresenta la risultante delle forze 
dovuta all’azione delle pressioni. Questa forza radiale viene equilibrata dalla 

forza centrifuga agente sull’elemento che vale 

2
tVrd drdz
r

ρ θ ⋅  

 

Facendo l’equilibrio uguagliando le due espressioni trovo 

21 tVdp
dr rρ

=  

 

Ricordiamo la definizione dell’entalpia di ristagno 

( )
2

2 2
0

1
2 2 t a
Vh h h V V= + = + +  

supponendo che il flusso sia cilindrico abbiamo un’ulteriore ipotesi : 0rV = . 

Andando a differenziare lungo il raggio 

0 t a
t a

dh dV dVdh V V
dr dr dr dr

= + +  

 

Ricordiamo ancora che il primo principio della termodinamica ci permette di 
scrivere 

1Tds dh dp
ρ

= −  
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realizzare una palettatura in cui la variazione del grado di reazione con la 
palettatura è modesta. 

 

Problema “diretto”: angolo di flusso costante 

La condizione di angolo di flusso costante la possiamo scrivere come 

tan cost

a

V t
V

α= =  

Si tratta di un problema diretto cioè assegnato un certo valore degli angoli 
trovare qual’è l’andamento delle grandezze del flusso. Questo caso è molto 
interessante perchè è molto comune. Avere delle palettature ad angolo di 
flusso costante vuol dire avere delle palettature non svergolate. Lo 
svergolamento viene realizzato perchè in ogni sezione bisogna realizzare delle 
determinate condizioni per avere dei determinati vortici. Pale di questo tipo 
hanno dei costi non trascurabili mentre è più semplice realizzare pale che non 
presentano svergolature. Chiaramente si realizzera un tipo di vortice 
particolare. Si possono realizzare pale di questo tipo quando il rapporto tra i 
diametri si avvicina all’unità cioè quando lo sviluppo radiale della pala rispetto 
le dimensioni della macchina è piccolo. 

Assegnato il valore dell’angolo, in un problema diretto bisogna chiedersi quale 
sarà l’andamento delle velocità con il raggio. Si può dimostrare che con questo 
tipo di vortice le distribuzioni delle velocità sono le seguenti: 

2sen
a t i

i ai ti

V V rV
V V V r

α
 = = =  
 

 

Siamo sempre in condizioni 

0 0

0

dh
dr
dsT
dr


=


 =


 

L’equazione di equilibrio radiale può essere scritta come 

( )2

0
2

ta t d rVV Vd
dr r dr
 

+ = 
 

 

Ricordando il triangolo delle velocità 

Angolo costante significa bordo d’attacco rettilineo, come si 
presenta il deflusso?  

Come variano Va e Vt al variare di r rispettando l’equilibrio 
radiale?
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cosa

t

V V
V Vsen

α

α

=

=
 

Introducendo nell’equazione l’ipotesi dell’angolo di flusso costante otteniamo 

( )2 2cos 0
2

d rVsend V Vsen
dr r dr

αα α 
+ = 

 
 

Si arriva a 

2 0dV V sen
dr r

α+ =  

È l’equazione che dobbiamo integrare. Questa è un’equazione differenziale 
analoga a 

( ) ( )' 0y x y xϕ ψ+ + =  

il cui integrale generale è 

( ) ( ) ( )x dx x dx
y e C x e dx

ϕ ϕ
ψ

−  ∫ ∫= −  ∫  

Nel nostro caso abbiamo 

( ) 0xϕ =  

Quindi integrando la nostra equazione di partenza otteniamo 

2
2

sen dr senrV e C r C
α

α− −∫= ⋅ = ⋅  

Per quanto riguarda il valore della costante di integrazione, imponendo che 

2      se                 i
i i sen

i

VV V r r C
r α−

= = → =  

 

Anche in questo caso si può può vedere la variazione dell’entalpia con il raggio 
ottenendo 

222

21 1
2

sen
ti i

i i

V rh
h h sen r

α

α

   = + −  
   
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Vediamo l’andamento delle grandezze termodinamiche 

 

A differenza dei casi analizzati in precedenza per questo tipo di distribuzione 
non esistono limiti teorici sui valori minimi e massimi del raggio. È un caso 
intermedio tra il vortice libero e quello forzato. 

 

 

 

 



turbina vortice libero 
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A sinistra abbiamo i triangoli di velocità relativi a diversi valori del raggio. Se 
osserviamo l’andamento della tV  vediamo che questo stadio rispetta la legge 

del vortice libero. tV  diminuisce all’aumentare del raggio rispettando la legge 

del vortice libero. La componente assiale della velocità (altezza dei triangoli) è 
costante. In uscita questo stadio è stato realizzato per ottenere velocità 
assoluta del flusso assiale. Ne deriva una forma della pala fortemente 
svergolata. Al mozzo della pala abbiamo un profilo fortemente incurvato. Sulla 
base di queste velocità possiamo calcolare il grado di reazione. Il profilo in 
prossimità del mozzo ha un grado di reazione molto vicino a 0 (stadio ad 
azione) ed abbiamo la tipica forma delle pale delle turbine De Laval (profilo 
simmetrico). Mano a mano che aumentiamo il raggio aumenta il grado di 
reazione e all’apice della pala abbiamo grado di reazione pari a circa 0,5. 

 

 

 



compressore vortice libero
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Turbofan è un tipo particolare di motore per propulsione aerea. Abbiamo una 
turbina a gas nella quale il primo stadio del compressore è costituito dalla 
porzione più vicina al mozzo della prima palettatura in ingresso (fan). La 
porzione vicina al mozzo funge da compressore mentre la porzione più esterna 
è il fan. Abbiamo una palettatura per compressore quindi sarà un profilo poco 
incurvato. Abbiamo una velocità assoluta in ingresso assiale. Infatti se questo 
è il primo stadio di una macchina non c’è motivo perchè la corrente entrante 
abbia una componente tangenziale. Poi il flusso in uscita rispetta la legge del 
vortice libero. Il grado di reazione varia e vale 0,5 al mozzo e 0,8 all’apice della 
pala. 

Queste sono pale svergolate. Ricordiamo che si possono realizzare pale non 
svergolate (angolo di flusso costante) quando i rapporti tra altezza della pala e 
raggio medio è dell’ordine di 1/10. Il vortice libero è la tipologia più diffusa. 
Tuttavia se vogliamo una pala a grado di reazione costante useremo la 
trattazione per vortice generico. Oppure potrebbere associarsi a considerazioni 
di carattere fluidodinamico delle considerazioni di tipo strutturale relative al 
fatto di voler concentrale le sollecitazioni maggiori al mozzo anzicché la 
periferia. 


