Perequazione mediante modelli lineari generalizzati
PEREQUAZIONE MEDIANTE MODELLI LINEARI GENERALIZZATI

Siano
(x oppure m, x=aa+1,..,0—-1

le stime iniziali di una tavola di sopravvivenza ottenute in un approccio di tipo non
parametrico

U

n, I'esposizione (es. il numero iniziale di esposti al rischio) nella classe di eta X
Definiamo dei GLM per perequare le stime iniziali.

Un GLM e definito dalle seguenti ipotesi:

* ipotesi probabilistiche: distribuzioni delle variabili risposta appartenenti alla
famiglia esponenziale lineare

e ipotesi strutturali:  struttura di regressione e funzione di collegamento

lllustriamo alcuni modelli probabilistici e le conseguenti ipotesi strutturali adatte per la
perequazione delle stime iniziali.
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Modelli con distribuzione binomiale scalata

La distribuzione Binomiale scalata € una distribuzione della famiglia esponenziale lineare.

Infatti, se
x=Bnp =  P(X= x):@ X p™  conx=0,1,..,n
sihacheilna. Y :§ ha distribuzione Binomiale scalata: Y = B(n, p)/n
n _ 1
Py =y)= VY- p)v =0,-,..,1
(Y=y) (nyjp (L-p) con  y=0,-

Poiché

tvo1={ )2 e 1ol ] .2t

e una distribuzione della famiglia esponenziale lineare con

P

parametro canonico 8 = Iog(—j funzione comulante b(6) = Iog(1+ eﬂ)

1-p
peso a=n parametro di dispersione ¢=1
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Consideriamo le osservazioni
Yx = Ox
ed i pesi
w, =|n, |  dati dalle esposizioni troncate
conx=aqa+1,..,0w—1.
Siano
Yy | n.a. variabili risposta, x =a,a+ 1, ..., — 1

 ipotesi probabilistiche: Y, stoc. indip. con distribuzione Binomiale scalata con

pesi Cuy parametro di dispersione ¢=1
parametro canonico & = Iog[lgg){} funzione comulante b(8) = Iog(1+ eﬂ)
Si ha allora:
E)=b(0)=— 5 =q,  val¥)='1(0)= L a-a)
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

e ipotesi strutturali

Funzione di collegamento g(as)=n7 con g funzione monotona, derivabile e

Ny previsore lineare

Funzione di collegamento canonica o logit o log-odds

g(ay) = Iog[ij

Funzione log-log complementare

9(ox) = log(~log(1-ay))
Funzione Probit

9(q,) =2 Yq,) essendo ® la funzione di ripartizione della distribuzione

normale standard

Previsore lineare ny=z,6 con z, vettore delle determinazioni delle variabili
esplicative relative alla classe di eta x

Se si tiene conto soltanto dell’eta, si ha usualmente: n, = By + B1x + Byx? + - + B, x™
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Esempio: il modello di Gompertz

Abbiamo visto che per il modello di Gompertz si ha

log(-log py ) = Iog(g (e" —1) ) +a X

Si puo stimare tale modello con un GLM per le osservazioni y, =@y, x =a,a+1,..,0 —1

Variabili risposta: Y, con distribuzione Binomiale scalata con
E(Y,)=a, epesi «, =|n/datidalle esposizionitroncate

Funzione di collegamento: log-log complementare  g(q,) = log(-log(1—q,))

Previsore lineare: Ny = Bo + B X essendo

Bo = Iog(g (e” — )j
Bi=a

Il modello puo essere esteso considerando 1, = By + f1x + Box? + -+ B, x™

r .
cioe una formula di perequazione del tipo: GMZ,’O(X) =Ya;X 1
i=1
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Esempio: il modello di Wilkie

In tale modello si ipotizza % = exp| pol (X))
— MX

dove pol(x) & un polinomio in x, spesso lineare o di grado 2

Si puo stimare tale modello con un GLM per le osservazioni y, =0y, x =a,a+1,...,w — 1

Variabili risposta: Y, con distribuzione Binomiale scalata con
E(Y,)=0, epesi «,=|n]datidalle esposizionitroncate

Funzione di collegamento: logit (%) = Iog[q—zj
X

Previsore lineare: Ny = Bo + B1x + Box? + -+ Lrpx™

Poiché

9(qx) =Ny < log (f’;x) = Po + Prx + fox® + -+ Prpx™

Ax
© = exp(Bo + fix + Bpx® + o+ Byx™)

S )
Si ha una formula di perequazione del tipo: GM 93(x) = ex;{Zai X "1j
i=1
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Modelli con distribuzione di Poisson
Sia
. ,uy
Y = Poi(u) = P(Y=y)= y| cony=0,1,..
E una distribuzione della famiglia esponenziale lineare, infatti
|
P(Y =) =”79 s =gexp{ylog(ﬂ)—ﬂ}

parametro canonico 8 = log(u) funzione comulante b(g) = ¢’

peso a=1 parametro di dispersione ¢=1

Abbiamo visto che se D, & n.a. dei decessi nella classe di eta |x,x+1], in ipotesi di
distribuzione di Poisson di parametro ,u(o')EC
d)=C ( c)
P(Dy = dy) = Z ;EI T s ES e o o
!

essendo L9 la funzione di verosimiglianza, con parametro l'intensita istantanea di
mortalita e Ef Il numero centrale di esposti al rischio.
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Con riferimento alla classe di eta |x,x+1] siano

=2(5-h)+ X(G-n)+ Z(k — 1)
10S i0D
Il numero centrale di esposti al rlschlo
D, il n.a. dei decessi con distribuzione di Poisson di parametro z, Ef

Si ha

P(Dx=dx)—('u ) e —d—ex;{d joale, E)- 44, ES}

(—Lexp{d log(s, ) ,uXEC (—Ctexp{EC{ log(x, ) - 1, }}

cioe una distribuzione deIIa famiglia esponenziale lineare con
parametro canonico 8, = log(x, ) funzione comulante b(g) = &’

peso W= Eff parametro di dispersione ¢ =1

e con variabili risposta —% c:
E,

104



Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Consideriamo le osservazioni
— = Ox
yx - rnX - E)((;
ed i pesi
Wy = Eff numeri centrali di esposti al rischio
Con x=a,a+1,.. w-—1.
Siano

Yy | n.a. variabili risposta, x =a,a+ 1, ...,w — 1

* ipotesi probabilistiche: Y, stoc. indip. con distribuzione di Poisson con

pesi Wy = Eff parametro di dispersione ¢ =1
parametro canonico &, =log(x,) funzione comulante b(6) =&’
Si ha allora:
o Y= % — _ 1 oy 1 s
E(Yx)_b(gx)—e * = Hy Var(Yx)_—Cb (ex)_—ce _Iu—é
EX EX EX



Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

e ipotesi strutturali

Funzione di collegamento o(u)=n, con g funzione monotona, derivabile e
Ny previsore lineare

Funzione di collegamento canonica logaritmo
g(4y) =log(k)

Previsore lineare ny=z, con 2z, vettore delle determinazioni delle variabili
esplicative relative alla classe di eta x

Se si tiene conto soltanto dell’eta, si ha usualmente: n, = By + B1x + Box? + - + B, x™
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Esempio: il modello di Gompertz

Abbiamo visto che per il modello di Gompertz si ha log (x) =log B +a x

Si puo stimare tale modello con un GLM per le osservazioni

yx:mx:d—é, x=aqa+1, .., 0w—1
Ey

Variabili risposta: Y, con distribuzione di Poisson con

E(Y, )=, epesi a =ES inumericentrali di espostial rischio

Funzione di collegamento: logaritmo o, ) = log(x)
Previsore lineare: Ny = Bo + B X essendo

o =log(B )

b=a

Il modello puo essere esteso considerando 1, = By + f1x + Box? + -+ Bx™

r )
cio@ una formula di perequazione del tipo: GM[O2(x)= Ta, Xt
i=1
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Esempio: il modello di Makeham

U(x)=0+pe?* a>0 (>0 6>0 x>0
Consideriamo la funzione di @ che rappresenta la componente non lineare in x(x)
h(a;x) =e?*
e consideriamo I'approssimante lineare di tale funzione nel punto a =ag
h(a;x) Oh(ag; X) + N (ag; X)(a —ag) = e7°* + xe’ X (a - ayp)
Si puo allora considerare la seguente approssimazione per u(x)=0d+3e**
p(x)=0+pBe"* 00+ B(h(ag;X) +h (ag:X)(a —ag)) = I+ Be™* + Bxe X (a - ay)
che puo essere interpretato come un previsore lineare

ag X Qg X

con parametri o0 LB p(a-ay) e covariate & xe"o
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Si puo stimare tale modello con un GLM per le osservazioni

yx:mx:d—é, x=aqa+1, .. 0w—1
Ey

Variabili risposta: Y, con distribuzione di Poisson con

E(Y, )=, epesi a =ES inumericentrali di espostial rischio

Funzione di collegamento: in letteratura & suggerita la funzione logaritomo g(, ) = log(zy )

Previsore lineare: Ny =0+ pBeX +yxedoX essendo y=p6(a-ap)

Per la stima dei parametri si utilizza un procedimento iterativo:
1. Si fissa un valore iniziale per a : ag

an X an X
0 XeO

2. Si calcolano le covariate: €
3. Si stimano i parametri: o LB y=p(@a-aqy)
Da quest’ultimo parametro si determina il nuovo valore iniziale per a

_y
al——+0'0
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