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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati 
 

PEREQUAZIONE MEDIANTE MODELLI LINEARI GENERALIZZATI 

Siano  

 xq̂   oppure  xm̂   � = �, � + 1, … , � − 1 

le stime iniziali di una tavola di sopravvivenza ottenute in un approccio di tipo non 
parametrico 

 xn′   l’esposizione (es. il numero iniziale di esposti al rischio) nella classe di età x  

Definiamo dei GLM per perequare le stime iniziali. 

Un GLM è definito dalle seguenti ipotesi: 

• ipotesi probabilistiche: distribuzioni delle variabili risposta appartenenti alla 
famiglia esponenziale lineare 

• ipotesi strutturali: struttura di regressione e funzione di collegamento 

Illustriamo alcuni modelli probabilistici e le conseguenti ipotesi strutturali adatte per la 
perequazione delle stime iniziali. 
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Modelli con distribuzione binomiale scalata 

La distribuzione Binomiale scalata è una distribuzione della famiglia esponenziale lineare. 
Infatti, se 

  ( )pnBX ,≈      ( ) ( ) xnx pp
x

n
xXP −−







== 1    con � = 0, 1, … , � 

si ha che il n.a. 
n

X
Y =  ha distribuzione Binomiale scalata: ( ) npnBY /,≈  

  ( ) ( ) nynyn pp
yn

n
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Poiché 
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è una distribuzione della famiglia esponenziale lineare con 

parametro canonico 








−
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p

p

1
logθ    funzione comulante ( ) ( )ϑθ eb += 1log  

peso  n=ω        parametro di dispersione  1=φ  
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Consideriamo le osservazioni 

  xx qy ˆ=    

ed i pesi 

   xx n′=ω  dati dalle esposizioni troncate 

con � = �, � + 1, … , � − 1. 

Siano 

  xY   i n.a. variabili risposta, � = �, � + 1, … , � − 1 

• ipotesi probabilistiche: xY  stoc. indip. con distribuzione Binomiale scalata con 

pesi  xω         parametro di dispersione  1=φ  

parametro canonico 
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logθ   funzione comulante ( ) ( )ϑθ eb += 1log  

Si ha allora:  

   ( ) ( ) xx q
e

e
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+
=′= ϑ
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1
  ( ) ( ) ( )xx

xx
x qqbYVar −=′′= 1

11
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• ipotesi strutturali 

Funzione di collegamento  ( ) xxqg η=  con g  funzione monotona, derivabile e 

xη  previsore lineare 

Funzione di collegamento canonica o logit o log-odds 

   ( ) 








−
=

x

x
x q

q
qg

1
log  

Funzione log-log complementare 

   ( ) ( )( )xx qqg −−= 1loglog  

Funzione Probit 

 ( ) ( )xx qqg 1−Φ=  essendo Φ la funzione di ripartizione della distribuzione 

normale standard 

Previsore lineare βxx z′=η  con xz   vettore delle determinazioni delle variabili 

esplicative relative alla classe di età x   

Se si tiene conto soltanto dell’età, si ha usualmente: �� = �� + �� + ���� + ⋯ + ���� 
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Esempio: il modello di Gompertz 

Abbiamo visto che per il modello di Gompertz si ha 

  ( ) ( ) xepx α
α
β α +







 −=− 1logloglog  

Si può stimare tale modello con un GLM per le osservazioni xx qy ˆ= , � = �, � + 1, … , � − 1 

Variabili risposta:  xY  con distribuzione Binomiale scalata con 

( ) xx qYE =   e pesi  xx n′=ω  dati dalle esposizioni troncate 

Funzione di collegamento: log-log complementare ( ) ( )( )xx qqg −−= 1loglog  

Previsore lineare:  xx 10 ββη +=    essendo 

    ( )







=








 −=

αβ
α
ββ α

1

0 1log e   

Il modello può essere esteso considerando �� = �� + �� + ���� + ⋯ + ����  

cioè una formula di perequazione del tipo:   ( ) =
=

−r

i

i
i

r xxGM
1

10, αα  
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Esempio: il modello di Wilkie 

In tale modello si ipotizza   ( ))(exp
1

xpol
q

q

x

x =
−

 

dove )(xpol  è un polinomio in x , spesso lineare o di grado 2 

Si può stimare tale modello con un GLM per le osservazioni xx qy ˆ= , � = �, � + 1, … , � − 1 

Variabili risposta:  xY  con distribuzione Binomiale scalata con 

( ) xx qYE =   e pesi  xx n′=ω  dati dalle esposizioni troncate 

Funzione di collegamento:  logit  ( ) 
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x
x q

q
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1
log  

Previsore lineare:  �� = �� + �� + ���� + ⋯ + ����  

Poiché 

�(��) = ��  ⇔ log �  !
" !

# = �� + �� + ���� + ⋯ + ����  

⇔    !
" !

= exp (�� + �� + ���� + ⋯ + ����)  

Si ha una formula di perequazione del tipo:   ( ) 
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1
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Modelli con distribuzione di Poisson 

Sia 

  ( )µPoiY ≈      ( ) µµ −== e
y

yYP
y

!
   con � = 0, 1, … 

È una distribuzione della famiglia esponenziale lineare, infatti  

 ( ) ( ){ }µµµ µ −=== − logexp
!

1
!

y
y

e
y

yYP
y

 

parametro canonico ( )µθ log=    funzione comulante ( ) ϑθ eb =  

peso  1=ω       parametro di dispersione  1=φ  

Abbiamo visto che se xD  è n.a. dei decessi nella classe di età ] ]1, +xx , in ipotesi di 

distribuzione di Poisson di parametro C
x

d
x E)(µ  
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essendo )(dL  la funzione di verosimiglianza, con parametro l’intensità istantanea di 
mortalità e C

xE  il numero centrale di esposti al rischio. 
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Con riferimento alla classe di età ] ]1, +xx  siano 

  −+ −+ −=
∈∈∈ Wi

ii
Di

ii
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ii
C
x rkrtrsE )()()(  

il numero centrale di esposti al rischio 

 xD   il n.a. dei decessi con distribuzione di Poisson di parametro C
xx Eµ  

Si ha 
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cioè una distribuzione della famiglia esponenziale lineare con 

parametro canonico ( )xx µθ log=    funzione comulante ( ) ϑθ eb =  

peso  C
xE=ω        parametro di dispersione  1=φ  

e con variabili risposta 
C
x

x

E

d
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Consideriamo le osservazioni 

  
C
x

x
xx

E

d
my == ˆ    

ed i pesi 

  C
xx E=ω   numeri centrali di esposti al rischio 

Con   � = �, � + 1, … , � − 1. 

Siano 

  xY   i n.a. variabili risposta, � = �, � + 1, … , � − 1 

• ipotesi probabilistiche: xY  stoc. indip. con distribuzione di Poisson con 

pesi  C
xx E=ω       parametro di dispersione  1=φ  

parametro canonico ( )xx µθ log=   funzione comulante ( ) ϑθ eb =  

Si ha allora:  

   ( ) ( ) xxx
xebYE µθ ϑ ==′=   ( ) ( )

C
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e
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E

YVar x
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• ipotesi strutturali 

Funzione di collegamento  ( ) xxg ηµ =  con g  funzione monotona, derivabile e 

xη  previsore lineare 

Funzione di collegamento canonica logaritmo 

   ( ) ( )xxg µµ log=  

Previsore lineare βxx z′=η  con xz   vettore delle determinazioni delle variabili 

esplicative relative alla classe di età x   

Se si tiene conto soltanto dell’età, si ha usualmente: �� = �� + �� + ���� + ⋯ + ���� 
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Esempio: il modello di Gompertz 

Abbiamo visto che per il modello di Gompertz si ha  ( ) xx αβµ += loglog  

Si può stimare tale modello con un GLM per le osservazioni 

C
x

x
xx

E

d
my == ˆ ,   � = �, � + 1, … , � − 1 

Variabili risposta:  xY  con distribuzione di Poisson con 

( ) xxYE µ=   e pesi C
xx E=ω  i numeri centrali di esposti al rischio 

Funzione di collegamento: logaritmo  ( ) ( )xxg µµ log=  

Previsore lineare:  xx 10 ββη +=    essendo 

    
( )





=
=

αβ
ββ

1

0 log
  

Il modello può essere esteso considerando �� = �� + �� + ���� + ⋯ + ����  

cioè una formula di perequazione del tipo:   ( ) =
=

−r

i

i
i

r xxGM
1

10, αα  
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Esempio: il modello di Makeham 

  ( ) xex αβδµ +=   0>α  0>β  0>δ  0>x  

Consideriamo la funzione di α  che rappresenta la componente non lineare in ( )xµ   

   xexh αα =);(  

e consideriamo l’approssimante lineare di tale funzione nel punto 0αα =   

   )())(;();();( 0000
00 ααααααα αα −+=−′+≅ xx exexhxhxh  

Si può allora considerare la seguente approssimazione per ( ) xex αβδµ +=   

 ( ) ( ) )())(;();( 0000
00 ααββδααααβδβδµ ααα −++=−′++≅+= xxx exexhxhex   

che può essere interpretato come un previsore lineare 

con parametri δ  β  )( 0ααβ −  e covariate  xe 0α  xex 0α  
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Si può stimare tale modello con un GLM per le osservazioni 

C
x

x
xx

E

d
my == ˆ ,   � = �, � + 1, … , � − 1 

Variabili risposta:  xY  con distribuzione di Poisson con 

( ) xxYE µ=   e pesi C
xx E=ω  i numeri centrali di esposti al rischio 

Funzione di collegamento: in letteratura è suggerita la funzione logaritomo ( ) ( )xxg µµ log=  

Previsore lineare:  xx
x exe 00 αα γβδη ++=    essendo  )( 0ααβγ −=   

Per la stima dei parametri si utilizza un procedimento iterativo: 

1. Si fissa un valore iniziale per α  : 0α  

2. Si calcolano le covariate:  xe 0α  xex 0α  

3. Si stimano i parametri: δ  β  )( 0ααβγ −=  

Da quest’ultimo parametro si determina il nuovo valore iniziale per α   

  01 α
β
γα +=   


