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Introduzione

Studieremo il transitorio nel dominio
del tempo dei circuiti LDI del | ordine
con sorgente costante e sorgente
sinusoidale

Come transitorio intendiamo
I'evoluzione dinamica del circuito ¢
uno stato prefissato, dovuto alle
condizioni iniziali del componente
dinamico, allo stato di regime, dovuto
alle sorgenti indipendenti



-
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Equazione differenziale del | ordine

\

/

e Consideriamo la seguente equazione

differenziale del | ordine lineare a

coefficientl costanti con condizione

Iniziale X,

X(0) = X,

La soluzione generale di questa

equazione differenziale e costituita da

una famiglia di funzionx(t). Si puo
dimostrare che esiste una sola

soluzione di questa famiglia che ha

come condizione Inizial¥,



Equazione omogenea associata

« Definlamo come “omogenea associata”
I'equazione differenziale ottenuta ponendo a
zero il termine noto(t) (forzante), ovvero

* La soluzione dellomogenea associata e:

_t
X°(t) = Ke”

» La differenza di due soluzioni e ancora
soluzione della omogenea associata
t

_t _t
x(t)=Ke’, x(@{t)=K,e-
KI

= x)(t) = x(t) = (K, - Kz)e_%




N

Differenza di soluzioni

Supponiamo chg,(t) e x,(t) siano due
soluzioni generali della famiglia, allora la loro
differenza sara comunqgue soluzione
dellomogenea associata

(0 = - 50 4 X0

[ [
0 =50, KO

9 (- 9) = - O %0)

Quindi

(1) - %,(0) = (1) = Ke



Soluzione generale
\ Y
« La soluzione generale dell’equazione
differenziale sara data dalla soluzione
dellomogenea associata sommata a una

soluzione gualsiasi, detta particolare, della
equazione completa

t

X(t) = Ke 7 + xP(t)

e |nfatti si ha
_t
X () = %, () = Kie 7+ x°(t) -
_t
-1 K,e " + xP(t) | =

t
r = K'e

- (Kl - Kz)e

t
.



Soluzione generale (2)

La costant& viene determinata
Imponendo la condizione iniziale,
OVVero:

X(0) = X, = K + x"(0)
= K = X, = x*(0)

Da cul la soluzione generale ger O
con condizione inizial&, e

X(t) = (XO -~ xp(O))e_; + XP(t)
t=>0




Soluzione generale omogenea

Se I'equazione differenziale non
contiene termine forzante, la soluzione
generale con condizione iniziatg e:

_t
X(t) = X,e’

Questo caso corrisponde, come
vedremo, alla scarica di un
condensatore o di un induttore su una
resistenza



\_

Circuiti RC del | ordine

/

 Possiamo applicare alla parte resistiva di un
circuito LDI RC del | ordine (ai morsetti del

e Quindi questo semplice circuito RC riassume

condensatore) il teorema di Thevenin

S —— ]

LRI | C ::T v(?)

—o

Ko i)

+
v (D C— Ivc(t)

Il comportamento di tutti i circuiti LDI RC del

| ordine



[ Equazione differenziale J

e Scriviamo I'equazione differenziale del
circuito per = 0 ev(0) =V,
Vg () = Ryi() + Ve (1)
ave (1)
dt

- Vg (t) = R,C

i(t) = C

dv, (1)
dt
« Definendo la “costante di tempo” come
Ic= ReqC [S]
e Siottiene pet=0
() = - e 4 Va®
) [c [c

Ve 0) =V,

Ve ()




L Equazione omogenea }

e Se Il circuito e omogeneo e non ci Sono
sorgenti indipendentif,(t) = 0), allora
I'equazione differenziale diventa

i)

R., C—— Tvc(t)

Ve (t) = - V(;_(t)

e La soluzione rappresenta la scarica di
un condensatore su una resistenza con
condizione Iiniziale/,

t

Ve (t) =V, e_z



[ Soluzione generale J

* Nel caso In cui ci siano delle sorgent
Indipendenti attive, la soluzione
generale con condizione inizidlg e

ve(t) = (v, - VE(@)e © +V(t) V
t=>0

* Dove la soluzione particolaxé(t)
dipende dal tipo di sorgente



Circuiti RL del | ordine
\ /

 Possiamo applicare alla parte resistiva di un
circuito LDI RL del | ordine (al morsetti
dell'induttore) il teorema di Norton

WO 6. = L %Tv(t)

i,(?)

e Quindi questo semplice circuito RL riassume
Il comportamento di tutti i circuiti LDI RL del
| ordine

13



[ Equazione differenziale J

e Scriviamo I'equazione differenziale del
circuito per =0 el (0) =1,

o () = Gov(t) +i, (1)

_, ai ()
v(t) = L &

. B di (t) .
- lgq(t) = Gl & +1, (1)

« Definendo la “costante di tempo” come
T =G [S]

e Siottiene pet=0

( | (1) ()

i (1) = - + =

r r
1.0) =1,




L Equazione omogenea }

e Se Il circuito e omogeneo e non ci Sono
sorgenti indipendenti{(t) = 0), allora
I'equazione differenziale diventa

A
G, L& | v(?)
i,(2)

I ()

I

i.L (t) = -

e La soluzione rappresenta la scarica di
un induttore su una resistenza con
condizione iniziald,

t

L (t) =1, e_ﬁ



[ Soluzione generale J

* Nel caso In cui ci siano delle sorgenti
Indipendenti attive, la soluzione
generale con condizione inizidlee

t

L) =1, -iP©@)e ™ +ift) A
t=>0

* Dove la soluzione particolarg (t)
dipende dal tipo di sorgente



Concetto di stabilita

La soluzione dellomogenea associata e detta
anche soluzione libera del circuito, in quanto
dipende solo dalle condizioni iniziali

Un circuito con le sorgenti indipendenti poste
a zero e “stabile” se la soluzione libera tende
a zero pet =2 o

Essendo la soluzione libera uguale a
t

X°(t) = X.e 7

“stabile”"=1>0

Un circuito si dice invece instabile se< 0,
quindi la soluzione®(t) = oo

In un circuito stabile, I'energia
Immagazzinata nel circuito viene dissipata
fino ad annullarsi petr-> o«

| circuiti che esamineremo saranno stabili



L Soluzioni particolari }

 Esaminiamo ora le soluzioni particolari
per le funzioni forzanti

1) Costante

2) Sinusoidal



Condensatore: sorgente costante

* PoniamoV(t) = Vs = W(t) =V,
Ricordando che

Ve (t) = - ¢ ®) 4 Ya(®)

z—C TC
e Sjottiene
V
0=- i +VS _’Vp :VS
TC TC

* La soluzione generale pee 0 e
_t _t t
VC(t):(VO_Vs)e e +Vs:VoeTC +VS£1_eTCj

 Aregime { — o):

Ve (t) = vE(t) =V,
= V.(t) =0 - i(t) = CV.(t) = 0

* |l condensatore e equivalente a un circuito
aperto



Induttore: sorgente costante

» Poniamoiy(t) = 1= 1P (1) =1,
Ricordando che

- | (t | (t
IL(t) - L() + eq()
TL TL
e Sjottiene
I
0=- P+ IS > |1 = |S
I, T, P

* La soluzione generale pee 0 e
_t _t _t
M =(,-1)e™+1 ,=1l,e™ I{l_e TLJ

 Aregime { — o):

IL(t) ~ Il?(t) = Is
=i () =0 v(t)=Li () =0

* Linduttore e equivalente a un corto circuito



LCondensatore: sorgente sinusoidale }

e Poniamo:
Veq(t) = Vg COst + ¢ con:V> 0
= W(f) =V, cos@t + )

e Trattandosi di una soluzione particolare
(0 a regime) sinusoidale, possia
utilizzare 1 fasori (valore massimo per
Il modulo) per il suo calcolo

1

e J% v v
1 “ 1+ jwR,C *
jaC



4 N

Condensatore: sorgente sinusoidale

(2)
N J

Per la antitrasformazione, servono Il
modulo e la fase del fasore ottenuto

V= J1+ a)zReqCZ

OV = ¢, - arctwR,,C) + 2ki7

Infine si ottiena/r(t)
v(t) = V| codat + OV?)

La soluzione generale pee 0 e

Ve (1) = 6/0 - ’\76IO cos(D\Tcp))e_% +

+ ’\lp‘cos(wt + [\TC'O)




L Induttore: sorgente sinusoidale }

e Poniamo:
lo(T) = 15 cost + ¢y con:lg>0
= 1P (t) =1, cosqt + @)

e Trattandosi di una soluzione particolare
(0 a regime) sinusoidale, possia
utilizzare 1 fasori (valore massimo per
Il modulo) per il suo calcolo

1
N T R 1 _
P = [ = |
1 ro ¢ I+ jwGyL oo
jab 7
dove: | =1¢'%



Induttore: sorgente sinusoidale (2)

/

Per la antitrasformazione, servono Il
modulo e la fase del fasore ottenuto

‘I_'—p‘: . 212
\/1+ WG L

012 = ¢, —arctwG,L) + 2k

Infine si ottiena® (t)
i°(t) = |1?|codat + OT?)

La soluzione generale pee 0 e

i (t) = (|0 - ‘I_Lp‘cos(Dl_Lp))e_’tL +
+ ‘I_Lp‘cos(ca +0ip)



4 ™
Principio di sovrapposizione delle

soluzioni particolari
\ /

 Prendiamo ad esempio un circuito RC
del | ordine con 2 sorgenti indipendenti

R .
N el
ol
S I
v (D

» Essendov(t) = v q(t) + v A1)
la soluzione particolar®(t) e
esprimibile come

VE() = v (L) + vE(t)



4 N

Principio di sovrapposizione delle

soluzioni particolari (2)
\ Y,

« Dovewl () € associatawa,(t) ew?(t) €
associata a(t)

1) accendiamo la sorgenig(t) e spegniamo
V(t) = 0. La soluzione particolaxd(t)
soddisfa I'equazione differenziale associata

pl
Vgl(t) - — VC (t) + Vsl(t)
Z-C TC
2) accendiamo la sorgentg(t) e spegniamo
V¢,(t) = 0. La soluzione particolakg?~(t)

soddisfa anch’essa I'equazione differenziale
associata

p2
ng(t) - VC (t) + Vsz(t)
TC TC




4 N
Principio di sovrapposizione delle
soluzioni particolari (3)

\_ J
« Sommando le equazioni appena scritte, si

ottiene

. . vER () vERA(t
Vgl(t) +V£2(t) - — C () _'C () +
Z-C z-C

z-C Z-C

« E applicando la proprieta della linearita della
derivata e la proprieta associativa d
somma

9y + ver(y) = - VO ;ng(t)) :
. (va® + v, )

Ic

e Risulta che la soluzione particolare associata
a entrambe le sorgenti e composta dalla
somma delle soluzioni particolari associate

alle singole sorgenti



N

Circuito resistivo associato

/

Per trovare le altre variabili del circuito, |
condensatori vengono sostituiti con dei
generatori di tensione di valovg(t) e gli
Induttori con dei generatori di corrente di
valorei, (t). Si ottiene cosi il circuito resistivo
associato che puo essere risolto con i metodi

noti

LRI

9

—.

LRI

+
(Dvd®

,(2)



Paralleloe seriediCelL

Parallelo di due condensatori:
Cp =C;+C,

Serie di due condensatori:
C,=(C,CHI(C +Cy

Serie di due induttort:
L.=L,+L,

Parallelo di due induttori
L= (Ly L)Ly + L)




PartitoridiC e L

Un partitore di tensione realizzato con
due condensatori o due induttori
permette di avere un rapporto di
riduzione indipendente dalla frequenza

Elemento importante: non dissipa
potenza attiva come le resistenze

N.B. A causa del fatto che il
condensatore sta al denominatore
dellimpedenza, si ha lI'inversione degli
Indicli




{ Circuito risonante reale serie J

 E un circuito RLC del Il ordineR, L, C > 0)

o R L C
—/\/ BT H

vi(9) vi(?) V()

AR
+\/

V()

» Le variabili di stato song.(t) ei(t), a cul
sono associate le condizioni inizigh(0) e

1L(0) (=1(0))
Vs(t) = Ve(t) + v (1) + v (1)
Ve(t) = Ri(t)
I1(t) = Cvc (1)

v (t) = Li(t)



[ Circuito risonante reale serie (2) J

e Ne risulta

Vs(t) = RCV. () + LCV (1) + v (1) =

R 1 1

Ve (1) "‘fVc (t) +EVC (t) —EVS('[)
Ve (0) =V,

. _1(0) _ 1,

V(=" =

|| polinomio caratteristico associato
alla equazione omogenea e

R 1
‘+—p+—=0
P _p C




[ Circuito risonante reale serie (3) J

e La soluzione generale pex 0 e:

Vo (1) = ke +k,e™ + V(1)

) . |
Ve (0) =V, V. (0) = EO

* Dovek, ek, dipendono dalle
condizioni iniziali

e La soluzione particolare viene calcolata
come nel caso dei circuiti del | ordine

o || circuito e stabile sél{p,} e O{p,}
Sono negative



Circuito risonante reale serie (4)

Per R> 2\/% P, € p, sono real~>

soluzione omogenea composta da due
esponenziali realk{ e k, sono reali)

P, € p, Sono complessi coniugati se:

2
R —i<0 - R<2\/E:22O
2L LC C
La resistenza deve dissipare «poca
energia» rispetto a quella

Immagazzinata dagli elementi reattivi
(z,: Impedenza caratteristica)



Circuito risonante reale serie (5)

Sep, e p, sono complessi coniugati,
0, =0+ |w, P, =0 — W,

perché la soluzione-(t) sia reale>

K =Ko=Kk |e?

Si trova quinc

Ve (t) = 26" O{ke'"} + VE(t) -

Ve (t) = 2k,fe” cost + @) + VE(t)
kVC(O):VO’ Ve (0) =1,/C






