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1 Dimensione di Intersezioni con Ipersuperfici

Teorema 0.1. Sia K un campo algebricamente chiuso. Sia X C A™ una varieta affine
e sia V(f) C A" ipersuperficie irriducibile. Se X NV (f) # 0 e X L V(f), allora
dim(X NV(f)) = dim(X) — 1.

Dimostrazione. Per il Lemma di normalizzazione di Noether esiste 7: X — AF
morfismo finito e suriettivo. Cio significa che il suo pull-back

™ A(AY) — A(X)

[yh ) yk] I(X)
& un omomorfismo iniettivo, quindi possiamo identificare Ky, . .., yx] con la sua

immagine 7 Kly, ..., 5] = K[y, ..., 7).
Consideriamo ora la classe f € A(X) del polinomio f. Siccome V(f) 2 X per
ipotesi, siha f # 0in A(X). Dato che 7 e finito, f e intero su K[zy, ..., %]

d—1
Ja; € K[Zy,..., %] | fd‘i‘zai(fl,---,fk)fi =0 in A(X).
i=0
Poniamo:
d—1
H(z, ... 2641) == ZZH + Zai(zla Sy Zk)Z]Zqul;
i=0

possiamo supporre che H sia irriducibile
Consideriamo ora la mappa ¢ cosi definita:

Y = (7T7 f) X = Ak+17 gp(plﬂ"wpn) = (pla"'apkaf(ph'"’pn))'

Osserviamo che ¢ = (w, F') & un morfismo in quanto le sue componenti sono
regolari. Inoltre possiamo fattorizzare m nel seguente modo:

©: X — 5 AR

| A

Ak

dove p;, e la proiezione sulle prime £ coordinate. Il morfismo ¢ é finito, in quanto
7 € finito e m = p;, 0 . Quindi ¢ e chiuso, percid ¢(X) € un chiuso irriducibile in
Akt e

dim(¢(X)) = dim(X) = k.
Affermiamo ora che ¢(X) = V(H). L'inclusione ¢(X) C V(H) si verifica facil-
mente; infatti:

(plv"'>pk7f<pl>"'7pn)) € @(X)a con <p1>"'7pn) € X

si ha che:
d—1
_ d T __
H(pla cee 7pkaf(p17' . 7pn)) - f(pla' . 7pn) ‘|‘Zai(]717 s 7pk)f<p17 S 7pn) -
=0
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= H(Zy,...,Z, f)(P) = 0.

D’altra parte ¢(X) e V(H) sono chiusi e irriducibili e dim(¢(X)) = dim(V(H)) =
k, perché V(H) c AF! & un’ipersuperficie. Allora necessariamente ¢(X) =
V(H).

Determiniamo ora I'immagine tramite ¢ dell’intersezione X NV (F):

XNV(F)=A{(p1,.-.,pn) € X| f(p1,...,pn) =0} LN {(p1,---,px,0)}
= o (V(H) NV (211))

L'intersezione V (H) NV (zj41) & data da:

H=z +Y " (a1, ..., 20)7,, =0
{ " ZZ?O Z( ) ’ k) s <:>a0(217"'72k’):0

241 =0

Notiamo esplicitamente che il polinomio ay non & nullo perché H & irridu-
cibile, e non puo essere nemmeno il polinomio costante in quanto se lo fosse
allora

Viag(z1,--,2x)) =0 = XNV(F)=10

ma, per ipotesi, tale intersezione non & vuota.
Allora possiamo scrivere X NV (F') come:

e (V(H) NV (2p41)) =
¢*1(]/(a0(x1, ce T))

-

CAFx{0}

XNV(F)

X

{0})

/

Ma V(ag(x1,...,z%)) x {0} = V(ag(z1,...,x;)) e quindi ha dimensione k£ — 1, dato
che V(ag(z1,...,z;)) & un’ipersuperficie di A*. Poiché ¢ & finito, anche

dim(X NV(F)) =k — 1 = dim(X) — 1.
O

Ricordiamo ora che se X e irriducibile non e detto che l'intersezione con un'i-
persuperficie X NV (f) sia ancora irriducibile, quindi il teorema 0.1 ci assicura che
c’e’” almeno una componente irriducibile di X N V(f) di dimensione dim X — 1.
Infatti, abbiamo la seguente:

Proposizione 1. Sia Y C A™ un chiuso riducibile, allora
dim(Y) = maz{dim(Y;)| Y; componente irriducibile di Y'}.
Dimostrazione. Scriviamo Y come unione delle sue componenti irriducibili
Y=Y,U...UY,, conY; €Y.

Poiché Y; C Y, Vi, la disuguaglianza (>) e verificata.
Viceversa sia
ZoCZyC...C 2,
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una catena di Y. Vogliamo dimostrare che questa e in realta una catena di una
qualche comoponente irriducibile di Y, cioé

34| Z, C Y,

Supponiamo, per assurdo, che non esista una tale componente allora abbiamo
due casi: 0 Z; contiene almeno una componente irriducibile Y; di ¥ ma allora
Y, = Z), per unicita delle decomposizione di Y oppure Z; non contiene nemmeno
una componente irriducibile di Y. In tal caso avremo la decomposizione

Y=Y1U...UY,UZ

che contraddice l'unicita della decomposizione di Y. In conclusione ogni catena
di Y & una catena di una sua componente irriducibile e quindi vale la disugua-
glianza (<). O

In realta, il seguente dimostrato mostra che tutte le componenti irriducibili di
X NV(f)hanno la stessa dimensione dim X — 1.

Proposizione 2. Sia K un campo algebricamente chiuso. Siano X C A" una varieta
affine e V(f) C A™ un’ipersuperficie tale che X NV (f) # 0 e X € V(f). Allora, per
ogni componente irriducibile Z di X NV (f), si ha:

dim(Z) = dim(X) — 1.
Dimostrazione. Decomponiamo X N V() nelle sue componenti irriducibili, cioe
XNV(f)=ZuW,U...UW, con Z, W; componenti irriducibili.

Denotiamo W := | JW;, sia G € (W) \ I(Z),alloraW C V(G)ma Z £ V(G) e
quindi G ¢ I(X). Percio ha senso considerare X = X \ V(G) aperto principale:
X¢ e isomorfo ad una varieta affine

¢=(1d,)
e

Xe 2 V(I(X),2,41G — 1) =Y mediante Xg At

ed, in particolare, vale che dim(X) = dim(Y). E immediato verificare che

¢(XeNV(f) =Y V()

dove V(f) c A"*! el cilindro sopra V(f) C A™
Quindi si ha che

YNV(f)2XenNV(f)=XeNZ

Draltra parte dim(Y N V(f)) = dim(Y") — 1 per il Teorema 0.1, e dal Teorema (??)
si ha dim(X¢) = dim(X), quindi si conclude che

dim Z = dim(Xg N Z) = dim(Xg NV (f)) = dim(Xg) — 1 = dim(X) — 1.
]

Osservazione 0.2. Tutti i risultati finora enunciati per il caso affine, valgono per
varieta proiettive, infatti dal Teorema (??), possiamo studiare la dimensione di
una varieta proiettiva X, lavorando su un suo aperto affine.

4
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2 Dimensione delle fibre di un morfismo

Teorema 0.3. Sia K un campo algebricamente chiuso. Siano X,Y wvarieta qpe sia
[+ X — Y un morfismo suriettivo. Allora si ha:

1. perognifibray € Y, dim(f*(y)) > dim(X) — dim(Y);
2. esiste un aperto non vuoto U C Y t.c. Vy € U, dim(f~!(y)) = dim(X) —dim(Y).

Dimostrazione. Shafarevich, Igor R., Basic Algebraic Geometry 1, Varieties in Pro-
jective Space, Capitolo I, Sezione 6.3, Teorema 1.25. O]

Corollario 1. Valgono le seguenti:
1. Siano X, Y wvarieta gp, allora dim(X x Y) = dim(X) + dim(Y');

2. Sia X C P™ una varieta proiettiva non vuota. Allora, detto C'(X) il cono affine di
X, vale dim(C'(X)) = dim(X) + 1.

Dimostrazione. 1. Consideriamo la proiezione sulla prima componente:
X XY — X

Questo € un morfismo suriettivo con fibra isomorfa a Y. Le fibre sono
irriducibili e di dimensione costante dim(Y"), pertanto

dim(X x Y) = dim(X) + dim(Y)

2. Sia C(X) C A"*! il cono affine sopra X e consideriamo C'(X) \ {0} aperto
in C(X). Possiamo considerare la proiezione

C(X)\ {0} — A"\ {0}

X |

X pr

Ora Vz € X, la fibra 77 '(z) = A' \ {0} & irriducibile e di dimensione 1.
Allora si ha
dim(C(X) \ {0}) = dim(X) + 1.

Infine C(X) \ {0} e aperto non vuoto di C'(X) e quindi hanno la stessa
dimensione.
0

Un’importante conseguenza del Teorema sulla dimensione delle fibre ¢ data
dal seguente:

Teorema 0.4. Siano X C P" un chiuso proiettivo, Y C P™ una varieta proiettiva e
sia f: X — Y un morfismo suriettivo tale che dim(f~'(y)) = r e f~(y) ¢ irriducibile
Yy € Y. Allora X e irriducibile.
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Dimostrazione. Scriviamo X come unione delle sue componenti irriducibili
X=XjU...UXj

Per il Teorema di completezza applicato ad ogni componente X;, si ha che f e
chiusa. In particolare f(X;) C Y e un chiuso Vie Y = (J;_, f(X;). Essendo YV’
irriducibile si ha

Y = f(X;) per qualche i

e in questo caso la restrizione di f alla componente X;
fi = f|Xi: Xz — Y

€ ancora un morfismo suriettivo. Dunque dal Teorema precedente esiste un aper-
to denso U; C Y tale che

dim(f; ' (y)) = ri, Yy € U,,

(2

con
r; = dim(X;) — dim(Y").

Per gli indici j tali che f(X;) # Y, poniamo
Uy =Y\ f(X)).

Sia quindi y € ;_, U;. Per ipotesi f~!(y) & irriducibile in X, quindi f~'(y) C X;
per qualche 4, supponiamo i = 1, senza perdere di generalita. Ma allora segue
che

F ) S fitly) € )
da cui
ry = dim(f; " (y)) < dim(f 7' (y)) =7 <n

e quindi r = ;. D’altra parte se y ¢ (U, poiché f, & suriettiva, la fibra sopra y
non e vuota e vale l'inclusione

ity <€ ()
quindi dim(f; ' (y)) < dim(f~*(y)) = r. Inoltre, dal Teorema precedente,
dim(f;(y) = dim(Xy) - dim(Y) = 1 = 7

allora dim(f;'(y)) = dim(f~'(y)). Pertanto f;'(y) = f~'(y), per ogniy € Y,
quindi X = X ed ¢ irriducibile. O

Osservazione 0.5. 11 teorema precedente implica, in particolare, l'irriducibilita del
prodotto di varieta proiettive.
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3 Dimensione di Intersezioni

Teorema 0.6 (Dimensione di intersezioni tra varieta affini). Siano X, Y C A"
varietd affini t.c. X NY # (. Allora ogni componente irriducibile Z di X N'Y soddisfa

dim(Z) > dim(X) +dim(Y) —n
Dimostrazione. Sia A C A" x A" la diagonale e sia
0: A" — A
P+—— (P, P)
isomorfismo tra A e A". Osserviamo che vale:
I(XNY)=AN(X xY)

e percio X NY e isomorfoa A N (X x Y) e dunque hanno la stessa dimensione.
Ma dim(X x Y) = dim(X) + dim(Y) e

A=V(z1 =y, ., xn—yn) =V(x; —11) N ... 0V (y — yn)

e quindi, intersecando con ogni iperpiano, la dimensione dell’intersezione puo
diminuire al pit1 di 1. Pertanto si ottiene che:

dim(X NY) > dim(X) + dim(Y) —n
[

Teorema 0.7 (Dimensione di intersezioni tra varieta proiettive). Siano X,Y C P
varieta proiettive. Allora si ha:

1. Se X NY #0,alloraVZ C X NY componente irriducibile, vale
dim(Z) > dim(X) + dim(Y") — n;

2. Sedim(X) 4+ dim(Y) —n >0, allora X NY # (.

Osserviamo che il punto (2) di questo Teorema non vale per le varieta affini,
basti pensare a due rette parallele in A?.

Dimostrazione. 1. Consideriamo i coni affini C'(X),C(Y) € A™"!. Questi sono
ancora irriducibili e si puo verificare facilmente che Z ¢ una componente
irriducibile di X N'Y se e solo se C(Z) & una componente irriducibile di
C(XNY)=C(X)NC(Y). Infine, poiché per ipotesi X NY # (), allora anche
C(X)NC(Y) # (0. Ma allora siamo nelle ipotesi del Teorema (0.6), dunque:

dim(C(Z)) > dim(C(X)) + dim(C(Y)) — (n + 1).

Ora, ricordando che, per ogni cono, vale dim(C(X)) = dim(X) + 1, si ottiene
che
dim(Z) > dim(X) + dim(Y) —n

e questo conclude la dimostrazione.
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2. Supponiamo ora che valga dim(X) + dim(Y’) —n > 0. Osserviamo che 0 €
C(X)NC(Y), quindi per il Teorema (0.6), per ogni componente irriducibile
SCC(X)NC(Y)siha

dim(S) > dim(C(X)) + dim(C(Y)) — (n + 1).

Ma una componente irriducibile di C'(X) N C(Y') & necessariamente della
forma cono sopra S = C'(Z), con Z irriducibile. Pertanto otteniamo:

dim(C(2)) > dim(C(X)) + dim(C(Y)) — (n+1) =
=dim(X)+1+dimY)+1—-(n+1)>
> dim(X) +dim(Y) —n+1>

e da cio segue che C'(Z) contiene almeno un elemento non nullo e dunque

ZCXNY #0.

Corollario 2. P x P™ 2 P+,

Dimostrazione. Supponiamo m > n. Se per assurdo P" x P™ = P"™ allora, in
particolare si avrebbe che

~

P™ = {P} x P — Z, C P
P 2 {Q} x P™ 5 Zy C P
e per il Teorema (0.7):
dim(Z;) + dim(Z2) — (n+m) =2m —n —m > 0.

Ma allora dal secondo punto del Teorema (0.7) segue che Z; N Z, # (), nonostante

{P} x P™) x ({Q} x P™) = 0.



