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Chapter 1

Preliminari di algebra

1.1 Operazioni su insiemi

Definizione 1.1.1. Dati due insiemi A, B, il loro prodotto cartesiano,
indicato con A x B, & I'insieme delle coppie ordinate (a,b) cona € Aeb € B,
cioe A x B ={(a,b) |a€ A,be B}.

Esempio 1.1.2. 1. Se A={1,2,3}, B = {a,b}, allora

Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a), (3,b)}.

2. Sia R lVinsieme dei numeri reali, allora
RxR={(z,y9) |z € R,y € R} =R
Notiamo che (1,2) # (2,1).

Definizione 1.1.3. Sia S un insieme non vuoto. Un’operazione interna
su S o legge di composizione interna in S e un’applicazione

x:9x S =S8

che associa ad una coppia (a,b) un elemento di S, denotato a * b.

Notare che il termine “applicazione” e sinomino di “funzione”. Un altro
termine usato a volte con lo stesso significato € “mappa”.

Esempio 1.1.4. Esempi di operazione interne.
1. +:Z X7 — 7Z, la somma ¢ un’operazione interna in 7Z;

(a,b) > a+b
(1,2) — 3.



2. - :Q xQ— Q, il prodotto € un’operazione interna in Q;

(z,y) > z-y
(1,2) — 2.

3. Sia X un insieme e sia F' Uinsieme delle applicazioni di X in X, cioé
aventi X come dominio e come codominio.

o: F x F — F, la composizione & un’operazione interna in F';

(f,9) = fog, dove fogqg élapplicazione tale che (fog)(x) = f(g(x))
per ogni x € X.

Gli esempi 1. e 2. sono esempi di operazioni numeriche.

1.2  Gruppi

Definizione 1.2.1. Sia GG un insieme e * sia un’operazione in G. La coppia
(G, x) & detta un gruppo se valgono le seguenti proprieta:

(i) Proprieta associativa: per ogni a,b,c € G, si ha ax (bxc) = (a*b) *¢;

(ii) Esistenza dell’elemento neutro: esiste e € G tale che, per ogni a € G,
si ha exa = a*xe = a; e e detto elemento neutro di G;

(ii) Esistenza dei reciproci: per ogni a € G esiste o’ € G tale che a *x a’ =
e =a' *a. a & detto reciproco di a.

Se I'operazione ¢ indicata additivamente, ossia con il simbolo +, I’elemento
neutro ¢ detto “zero” e indicato 0, mentre il reciproco di a ¢ detto opposto
di a e indicato —a. Se I'operazione & indicata moltiplicativamente, ossia con
il simbolo - 0 x, I’elemento neutro & detto “uno” o unita di G e indicato 1

o 1¢, mentre il reciproco di a & detto inverso di a e indicato a™'.

Definizione 1.2.2. Il gruppo (G, %) & detto gruppo abeliano, o commuta-
tivo, se vale la proprieta commutativa, cioe per ogni a, b € G vale axb = bxa.

Esempio 1.2.3. 1. (Z,+) é un gruppo abeliano.
2. (Z,-) non & un gruppo: la proprieta associativa é verificata, e I’l esiste,
pero alcuni elementi non hanno linverso in Z, si dice che “non sono

invertibili” in Z. Per esempio 0 non ha inverso, e anche 2 -z # 1 per
ogni z € Z, quindi 2 non é invertibile in Z.

3. (Q,+) e un gruppo abeliano.

4. (Q\{0},) é un gruppo abeliano.
Infatti, osserviamo innanzitutto che il prodotto é un’operazione interna
in Q\ {0}, percheé il prodotto di due numeri razionali non nulli & non
nullo. Poi: vale la proprieta associativa, l’elemento neutro e I’1, e per
ogni g € Q\ {0} esiste ¢t :% tale cheq%: %-q: 1.
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5. Sia X un insieme e sia I(X) = {f : X — X | f biiettiva} linsieme
delle applicazioni biunivoche di X in se.
(I(X),0) é un gruppo. Infatti:
(i) se f,g : X — X sono biiettive, anche f o g lo ¢, dunque la
composizione & un’operazione interna in 1(X);

(i) la composizione di funzioni é associativa: (fog)oh = fo(goh).
Infatti per ogni v € X si ha ((f o g) o h)(x) = f(g(h(z))) =
(fo(goh))(z).

(iii) Uapplicazione identica idx : x — x, per ogni x € X, é ’elemento
neutro di I(X);

(iv) ricordiamo che un’applicazione é biiettiva se e solo se esiste l'applicazione

inversa f~1 1 X — X, tale che f(x) =y se e solo se f~1(y) = x.
Infatti f e suriettiva e iniettiva, dunque preso comunque un el-
emento y € X esiste ed é unico x € X tale che f(x) = y.
L’applicazione f~1 & l’elemento inverso di f rispetto all’operazione
O.

Osserviamo che tutti i gruppi “numerici” sono abeliani. Invece il gruppo
I(X) non ¢ abeliano se X ha almeno tre elementi.
Per esempio, sia X = {1,2,3}. Definiamo f : X — X ponendo

F1) =2.£(2)=3,/(3) =1
e g: X — X ponendo

9(1) =1,9(2) =3,9(3) = 2.
Chiaramente f o g # go f, in quanto esiste almeno un elemento x € X tale
che (f o g)(x) # (g0 f)(x).

Esercizi 1. 1. Costruire un esempio analogo al precedente per X insieme
di n elementi, con n > 3.
2. Se X ha n elementi, quanti elementi ha I(X)?

Proposizione 1.2.4. Sia (G,*) un gruppo.

1. L’elemento neutro in G ¢ unico.

2. Ogni elemento g € G ha un unico reciproco.

Proof. 1. Siano e, e’ entrambi elementi neutri di G, ossia elementi di G tali
che, per ogni g € G, sihaexg=gxe=gee xg=gxe =g . Allora
ex e = e perche e ¢ neutro, ma anche e * e’ = e perche €’ ¢ neutro. Dunque
e=¢.
2. Supponiamo che ¢’, ¢” siano entrambi reciproci di g. Allora si ha
gxg =g xg=-eeanche gx g’ =g’ *g=-e. Quindi
1

g =gxe=gx(gxg")=(d*g)xg" =exg" =4g",

(si & usata la proprieta associativa). In conclusione si ha ¢’ = ¢”. O



1.3 Relazioni d’equivalenza

Una relazione in un insieme X & una proprieta che una coppia ordinata di
elementi di X puo verificare o meno. Per esempio la relazione “<” “minore”
ha senso negli insiemi numerici Z, Q, R; la relazione “||” “parallelo” ha senso
nell’insieme delle rette del piano, o dei piani dello spazio.

In maniera piu formale, una relazione in X €& un sottinsieme R del
prodotto cartesiano X x X. In tal caso si dira che x & in relazione R con y
se la coppia ordinata (z,y) € R. Si scrive anche zRy.

Per esempio la relazione < in Z corrisponde al sottinsieme di Z x Z:
{(z,y) | = < y}. Analogamente la relazione < corrisponde al sottinsieme di
Z x Z: {(x,y) | © <y}. La relazione di parallelismo nell’insieme delle rette
del piano corrisponde alle coppie di rette (r,7’) tali che r, 7’ sono distinte e
parallele oppure sono uguali.

Simboli spesso usati per denotare relazioni sono =, ~, ~, = ecc. Un
altro esempio di relazione, in R, ¢ il seguente: = ~ y se e solo se 22 = y.

Noi saremo interessati a un tipo particolare di relazioni dette relazioni
d’equivalenza.

Definizione 1.3.1. Sia X un insieme e ~ una relazione in X. Si dice che
~ & una relazione d’equivalenza se valgono le tre proprieta:

1. riflessiva: per ogni z € X = ~ x;
2. simmetrica: se x ~ y allora y ~ x;

3. transitiva: se x ~y e y ~ z allora = ~ z.

Esempio 1.3.2. 1. L’uguaglianza e una relazione d’equivalenza in qualunque
insieme X.

2. “Essere congruenti” € una relazione d’equivalenza nell’insieme dei
triangoli del piano.

3. <, < non sono relazioni d’equivalenza.

Il prossimo ¢ un esempio fondamentale. Denotiamo con N l'insieme dei
numeri naturali: N ={1,2,3...}.

Definizione 1.3.3 (Congruenza modulo n). Si fissi un naturale n € N.
La relazione di congruenza modulo n ¢ la relazione in Z cosi definita:

x=y (modn) se e solo se esiste k € Z tale che x — y = kn.

Si scrive anche x =, y. Si legge “x & congruo a y modulo n.

Proposizione 1.3.4. La relazione di congruenza modulo n é una relazione
d’equivalenza in Z.



Proof. 1. x —x = Ox per ogni x € Z.

2. Se x =, vy, si ha x — y = kn per un opportno k € Z. Allora y — z =
(—k)n.

3. Sex=,yey=, 2, esistono k, h € Z tali che x —y = kn, y — 2z = hn;
ma allora 2 — 2 = (z — y) + (y — 2) = kn + hn = (k + h)n, il che prova che
T =, 2. ]

La seguente osservazione € importante.

Proposizione 1.3.5. x =, y se e solo se x e y hanno lo stesso resto nella
divisione per n.

Proof. Infatti se x e y hanno lo stesso resto nella divisione per n, si ha:
r=qgn+r,y=q¢n+r,dove0<r<n-—1. Maalloraxz —y=(qgn+r)—
(n+r)=(q—¢)n e percid x =, y.

Viceversa se x =, ¢y, sihaz=y+kn. Sey=qgqn+rcon 0 <r <n-—1,
sihax = (gn+71)+kn = (q¢+ k)n+r, dunque r & il resto della divisione di
Y per n. O

Definizione 1.3.6. Sia X un insieme in cui ¢ definita una relazione d’equivalenza
~, sia x € X. La classe d’equivalenza di x ¢ I'insieme

(2] ={ye X |y ~x}.

Tale insieme si denota anche [z]..
L’insieme delle classi d’equivalenza & detto insieme quoziente di X
rispetto alla relazione ~ e si indica X/ ~.

L’insieme quoziente e un sottinsieme delle insieme delle parti di X,
P(X). Osserviamo che = € [z]| per la proprieta riflessiva. Quindi nessun
elemento dell’insieme quoziente X/ ~ ¢ 'insieme vuoto ). Inoltre le classi
d’equivalenza ricoprono X, ossia X & I'unione delle classi d’equivalenza [z],
al variare di x € X.

Definizione 1.3.7. Una partizione di un insieme X e un sottinsieme II
dell’insieme delle parti di X che gode delle proprieta:

1. nessun insieme di II & vuoto;

2. 'unione degli insiemi di II & uguale a X;

3.se S, Te€ll,e S+#T allora SNT = 0.

Proposizione 1.3.8. L’insieme quoziente X/ ~ di una relazione d’equivalenza
i X é una partizione di X.

Proof. Le prime due proprieta sono gia state osservate. Per provare la terza,
consideriamo due classi d’equivalenza [x], [y] tali che [z] N [y] # 0. Allora
esiste z € [x] N [y], cioé z ~ x e z ~ y. Per le proprieta simmetrica e
transitiva segue che z ~ y. Proviamo che di conseguenza [z] = [y]. Infatti,



se u € [z], allora u ~ z, ma = ~ y, dunque per la proprieta transitiva u ~ y
e segue che u € [y] Abbiamo cosi provato che [z] C [y]. L’inclusione opposta
e simile. O

Esempio 1.3.9. 1. L’insieme quoziente Z/=,, si denota Z,. Z, ha n ele-

menti, uno per ciascuno degli n resti della divisione per n: 0,1,2,...,n — 1.
Infatti se « ha resto r nella divisione per n, x = gn + r dunque z =, r. Gli
elementi di Z,, si denotano anche [r], o #. Dunque Z, = {0,1,...,n — 1}.

1.4 Operazioni in Z,

Negli insiemi Z,, si possono definire due operazioni, di somma e di prodotto,
indotte dalle operazioni in Z.

Sia n > 2. Siano Z,y € Z,. Definiamo

T+ + v,

N
|
&

N
Il
S

Il prodotto si denota anche semplicemente Zy. Queste operazioni di
somma e prodotto sono ben definite, in quanto non dipendono dai particolar
rappresentanti scelti per le due classi. Infatti, sia = 7’ e § = iy’. Allora si
ha 2’ = z+kn,y' = y+hn, per k, h € Z opportuni. Quindi (z+y)—(2'+y) =
(x+y)— (x+kn+y+hn) = —(k+ h)n, da cui segue che x +y =, 2’ + /.

Analogamente zy — 2’y = zy — (x + kn)(y + hn) = —(zh + yk + khn)n
e percid xy =, x'y’.

Dalle proprieta della somma in Z seguono facilmente le proprieta della
somma in Zy,:

1. proprieta associativa: (Z+y)+ 2 =2 + (§ + 2);

2. la classe 0 & I’elemento neutro della somma;
3. —x = —I;
4. proprieta commutativa: T + y = y + T. Ne segue

Proposizione 1.4.1. (Z,,+) é un gruppo abeliano.

Analogamente, dalle proprieta del prodotto in Z segue che valgono le
seguenti proprieta del prdotto in Z,:

1. proprieta associativa: (Zy)z = Z(yz);

2. 1 & I'unita del prodotto;

3. proprieta commutativa:

zy
4. proprieta distributiva: (T + y)zZ = Tz + yz.



1.5 Campi

Definizione 1.5.1. Sia K un insieme dotato di due operazioni, chiamate
somma e prodotto e denotate + e -. La terna (K, +, ) si dice un campo se
valgono le seguenti proprieta:

1. K e un gruppo abeliano rispetto alla somma;
2. proprieta associativa del prodotto;

3. esiste elemento unita;

4. ogni elemento non nullo di K ammette inverso;
5. proprieta commutativa del prodotto;

6. proprieta distributiva del prodotto rispetto alla somma: per ognia, b, c €
K siha: (a+0b)-c=ac+ be.

Esempio 1.5.2. 1. Campi numerici: (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,-),
2. (Z,+,-) non & un campo perche solo 1 e —1 hanno inverso.

Proposizione 1.5.3 (Proprieta generali dei campi). 1. Per ogni a € K
0-a=0;

2. Sea-b=0, allora a =0 oppure b = 0;

3. Sia —1 lopposto di 1 e a € K. Allora (—1)-a = —a.

Proof. 1. Usando le proprieta che 0 ¢ elemento neutro per la somma e la
proprieta distributiva si ottiene:

0-a=(0+4+0a=0-a+0-a.

Sommando —(0 - a) a ambo i membri, si ottiene 0 - a = 0.
2. Sia a-b = 0. Se a = 0 abbiamo finito, sia dunque a # 0. Allora esiste
a~!. Moltiplicando ambo i membri a sinistra per a~! otteniamo

at(a-b)y=(ta)-b=1-b=h.

3.(-)-ata=(-1)-a+1l-a=((-1)+1)-a=0-a=0. O
D’ora in poi useremo spesso le notazioni compatte:

a—b=a+(-b)

ab=ua-b

¢=a/b=ab"'.

Un insieme dotato di due operazioni, che sia un gruppo abeliano rispetto
alla somma, ma verificante solo la proprieta associativa per il prodotto e la
proprieta distributiva e detto anello. Se il prodotto & commutativo, viene



detto anello commutativo; se in piu esiste 'unita del prodotto anello com-
mitativo con unita. Per esempio Z € un anello commutativo con unita.

Un insieme verificante tutti gli assiomi di campo, eccetto la proprieta
commutativa del prodotto, viene detto corpo. Un esempio importante e il
corpo dei quaternioni.

Vogliamo ora determinare per quali n Z,, & un campo. A tale scopo con-
sideriamo la tabella di moltiplicazione di Z,, per n = 2, 3,4, 5. Per semplicita
indicheremo gli elementi di Z, omettendo il segno sopra.

n=2
01
0
1101
n=3
0112
0j]0|0]0
11012
21021
n=4
10111213
0010|010
110(1(2|3
2102012
31013211
n=>5
0111234
0j]010|0]0]0O
11011234
210121141113
310[3|11]4)2
4101413211

Dalle tabelle segue che Z4 non ¢ un campo, percheé 2 non & invertibile,
mentre Zs, Zs, Z4 lo sono. In effetti, vale il seguente teorema.

Teorema 1.5.4. Sian > 2. Allora Z, €& un campo se e solo se n & un
numero primo.

Proof. Supponiamo dapprima che n non sia primo, e dimostriamo che Z,
non e un campo. Infatti, se n non & primo, esistono due interi a,b con
1 < a,b < n tali che n = ab. Passando in Z, si ottiene n = 0 = ab, che
contraddice la Proposizione 1.5.3, punto 2, in quanto @ # 0 e b # 0.



Suponiamo ora che n sia primo e vogliamo dimostrare che Z,, € un campo.
Useremo le due seguenti proprieta.

1. Siano p un numero primo e a,b € Z. Se plab, allora o pla o p|b (il
segno | significa “divide”). Tale proprieta segue immediatamente dal
Teorema fondamentale dell’aritmetica, ossia dall’esistenza e unicita
della scomposizione in fattori primi.

2. Principio della piccionaia. Se X € un insieme finitoe f: X — X ¢
un’applicazione iniettiva, allora f & anche suriettiva, e quindi & una
biiezione.

Fissiamo dunque a € Z,, con n primo. Supponiamo a # 0. Vogliamo
dimostrare che a ¢ invertibile. Consideriamo ’applicazione ¢ : Z,, — Zj,
definita da ¢(z) = az.

Osserviamo dapprima che ¢ ¢ iniettiva. Infatti, se p(z) = (y) cio
significa che ax = ay. Per definizione del prodotto in Z,, allora ax = ay,
e quindi ax = ay (mod n). Percio n divide ax — ay = a(x — y). Dalla
proprieta 2. segue che o nja o n|r —y. La prima ¢ impossibile perche a # 0
per ipotesi, dunque n|x — y, ossia T = §.

Per il Principio della piccionaia ¢ & anche suriettiva. Allora I'immagine
di Z, in ¢ & tutto Z,, quindi per ogni elemento z di Z, esiste un §y € Z,
tale che z = ¢(y) = ay. In particolare se si prende 1 € Z,, esiste un 7 tale
che 1 = ay: questo g ¢ I'inverso di @ in Z,,.

O

Dunque per ogni primo p, esiste il campo finito Z, con p elementi.

Esercizi 2. 1. Sia n € N un naturale non primo. Sia 1 < x < n. Di-
mostrare che T € Z, ¢ invertibile se e solo se x & primo con n, cioe
il massimo comun divisore di x e n ¢ uguale a 1. (Suggerimento: per
I’algoritmo euclideo della divisione, il massimo comun divisore di x e
n puo essere espresso nella forma ax 4 bn, con opportuni x,n € 7).

2. In R? si definiscano le seguenti operazioni:

somma : (z,y) + (z/,y') = (z + 2",y + ¥');
prodotto : (z,y)(2',y) = (z2’' — yy, zy' + y2').

Verificare che R? con tali operazioni & un campo.
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