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1. GENERATORI DI UNO SPAZIO VETTORIALE

Definizione 1.1. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K e siano
v1,...,0, €V
vettori di V. Diremo che vy, ..., v generano V se
V' = Span (vy,...,v),
e quindi per ogni vettore v € V esistono dei coefficienti)y, . .., A tali che
V=N U1+ -+ Mg Vg

In questo caso V' si dird finitamente generato.

Esempi 1.2.

e Consideriamo i vettori

o

Osserviamo che il vettore w = (

DN —

) e (7)o

0 ) si puo scrivere come combinazione lineare di

=(3)-(3) ()

quindi w € Span (vy, v2).

V1 € V!

. c 1 1 .
Sia ora v d € R? un vettore qualunque. Ci chiediamo se v € Span (v1, vg), cioé

se esistano due coefficienti \; e \, tali che

B (1 1\ (N ) [ A=A
=t = (g Jen(50) = (30) < (50) = (855)
1



Per determinare l'esistenza di \; e A\, dobbiamo risolvere il sistema lineare

)\1—)\2 =C
2)\14‘)\2 :d

La matrice completa (A|b) associata al sistema lineare é

an=(5 71 7)

Con I’ operazione elementare (A[b)(2) — 2(A[b)(1) riduciamo la matrice a scala e otte-

niamo:
I -1 | c
0 3 | d—2c /)’

Il sistema lineare ha (un’unica) soluzione

A1:d+c7 )\2:d_20,
3 3

Osserviamo che nel caso particolare di prima ¢ = 3 e d = 0 si ottiene effettivamente
)\1 =1le )\2 = -2

Come conseguenza abbiamo che ogni vettore v € R? verifica v € Span (vy, va),
quindi

2
R® = Span (vq, v3),
cioé v; e vy sono dei generatori per R?.

Consideriamo i due vettori

1 0
v = 1 , Vo = 1 € R3.
0 1

In questo caso abbiamo che
R? # Span (vy, v).

Infatti, il vettore

1
v=| 1 | & Span (vq,vy).
1
Infatti, verifichiamo che non esistono \; e A\, tali che
1 1 0 A
1 =\ 1 + Mg 1 = A1+ Aa
1 0 1 A2
La matrice completa associata al sistema lineare é
10| 1
(Ap)=( 1 1 | 1
01 |1



Con I’ operazione elementare (A|b)2) — (A[b)(1) otteniamo
0|
1|
1|

e ora con (A'[b')3) — (A'|V')(2) abbiamo la seguente matrice a scala:

() =

o O =
=

10 |1
(A" =10 11 0],
001

che corrisponde a un sistema lineare incompatibile (senza soluzioni), perché 'ultima
riga corrisponde ad un’equazione del tipo 0 = 1.

2. VETTORI LINEARMENTE DIPENDENTI E LINEARMENTE INDIPENDENTI

Definizione 2.1. [ vettori vy, ..., v, € V sidicono linearmente dipendendenti se esistono k scalari
aq, ..., o € Knon tutti nulli tali che

oy v+ v =0,

cioé una loro combinazione lineare a coefficienti non tutti nulli dd luogo al vettore nullo.

L vettori vy, . .., vy si dicono linearmente indipendenti se essi non sono linearmente dipendenti.

Osservazione 2.2.

(1) Un vettore é linearmente dipendente se e solo se € il vettore nullo v = 0.
Infatti, av = 0 per un coefficiente non nullo se e solo se il vettore v é nullo.

(2) Due vettori v; e v, sono linearmente dipendenti se e solo se sono proporzionali.
Infatti, si ha a;v; + asvy = 0 con 1, as non entrambi nulli se e solo se vale

o Qg
Vg = ——Vq, oppure v; = ——Vs.
(e%)) &3]
(3) Se tra i vettori vy, ..., v, ¢’é un vettore nullo
U; = 07
allora vy, ..., v, sono linearmente dipendenti; infatti, la combinazione lineare

O‘U1+"'+1‘Ui+"‘+0'vk:

=0-vy+--4+1-04+---4+0-v,=0
dé luogo al vettore nullo e non tutti i coefficienti sono nulli.



(4) Se tra i vettori vy, ..., v ce ne sono due uguali
v; = vy,
vy, sono linearmente dipendenti; infatti, la combinazione lineare
O +--+1-v+--+(=Dv+---+0-v, =
=0-vy+---+1-v,+--+(=Dv;+...0-v.=0
dé luogo al vettore nullo e non tutti i coefficienti sono nulli.

allora vy, ...,

(5) Nel caso in cui V' = K", possiamo stabilire se k vettori vy, ..., v, sono linearmente

dipendenti studiando un sistema omogeneo di equazioni lineari. Piti precisamente,

se esprimiamo i vettori vy, . .., v, in componenti:
an ai2 A1k
a21 22 a2k
v = . s Vg = . s ey Vi = ,
Qn1 Qp2 Qnk

allora una loro combinazione lineare si pu6 scrivere come

a1 a12 A1k
21 a22 A2k

aq . + . Tty . =
An2 Ank

Q1Qp1 + QaQpa + + -+ + Qppg

1 a2 ... Qg a1

a1aq1 + Qagaie + - - -+ gk
1Ao7 + Qa9 + -+ - + Qo
( 21 Q22 ... Q2 &%)

Ap2 ... Qpkg [07%
Se poniamo
a;pr aig ... (050%
21 Q29 ... (0513
A= . . . . )
An1 Gp2 ... Gpg

abbiamo che vy, ..., v; sono linearmente dipendenti se e solo se il sistema lineare

omogeneo
AX=0

aq

ammette una soluzione non banale

(6773



3. BASI DI SPAZI VETTORIALI

Definizione 3.1. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. Un sottoinsieme di vettori
B={v,...,u.}
si dice base di V' (finita) se valgono le sequenti:

(1) (B1) vy,...,v, generano V;

(2) (B2) vy,...,v, sono linearmente indipendenti.
Proposizione 3.2. Un sottoinsieme {vy,...,v,} di V é una base di V' se e solo se per ogni ettore
v € V, esistono e sono unici dei coefficienti A\, ..., \, tali che
V=MV + o Ay,
In tal caso gli scalari \y, . .., A, si chiamano coordinate di v nella base {v,, ... v,}.
Dimostrazione. Sia {v1,...,v,} una base di V. Poiché sono dei generatori di V, ogni vettore

v € V sipud scrivere come combinazione lineare
V=AU + -+ AU,
Supponiamo che si abbia anche
U= 101 + - A fpUp.
Sottraendo la seconda equazione alla prima otteniamo
0= (A1 — p)vr + -+ (An = fin) V.
Essendo {vy,...,v,} una base, i vettori sono anche linearmente indipendenti, quindi si ha
AL = i1y A = fn,
da cui la tesi.
Viceversa, supponiamo che ogni vettore di V' si possa esprimere in modo unico nella
forma
V= AU+ AUy,
Da ci6 segue, in particolare, che i vettori {vy, ..., v, } formano un insieme di generatori di V.

Mostriamo infine che sono linearmenet indipendenti. Consideriamo una loro combina-
zione lineare che dia il vettore nullo:

a1vy + -+ av, = 0.
Siccome il vettore nullo ammette la rappresentazione
O:O'U1+"‘+O'Un,

per l'ipotesi di unicitd della rappresentazione di ogni vettore come combinazione lineare dei
vettori {vy, ..., v,}, si ha che necessariamente

ar=0,...,a, =0,
quindi vy, . .. , v, sono anche linearmente indipendenti, e formano una base. O

Esempi 3.3.



Sia V = K". Allora si ha una base naturale, detta base canonica di K":

1 0 0
0 1 0
€1 = . , €2 = . y vy En =
0 0 1
Teorema 3.4. Sia V' uno spazio vettoriale su un campo K, e siano vq, . .., vy, dei generatori per V.
Allora esiste una base B C {vy,...,v}.
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