Capitolo 7

Limiti di funzioni reali di una variabile. Funzioni continue

7.1 Generalita

Ricordiamo alcune delle definizioni date nei primi due capitoli, specializzandole
al caso di funzioni reali di una variabile reale.

7.1 DEFINIZIONE ~ Sia f :dom f — R, dove dom f C R.

(@) La f si dice limitata in un insieme I C dom f se l'insieme {f(z), z € I} ¢

Y limitato, cioé se esiste un numero M € R tale che |f(z)| < M per ogni z € I.

(b) L’estremo superiore (inferiore) della f in I C dom f & [’estremo superiore
(inferiore) dell’insieme { f(z), z € I} e si denota con sup f(z) o sup f (mf f(x)
0 mf . z€l

(¢) 1l massimo assoluto (minimo assoluto) della f nell’insieme I C dom f ¢
il massimo (minimo) dell’insieme {f(z), = € I} e si denota con max f(x) o
max f (mm f@) o mIm -

(d) La funztone [ ha un massimo (relativo) nel punto x, € dom f se eszste un
€ > 0 tale che

f(@) < f(zo) per x € I(zg;¢) Ndom f,
dove I(zo,€) = (zo — €, 30 + €) & un intorno sferico di z, (vedi la [1.29]). La
funzione ha un minimo (relativo) nel punto z, € dom f se esiste un € > 0 tale
che

f(x) > f(zo) per x € I(xo;€) N dom f.

Un estremo della [ é un massimo oppure un minimo di f.

Spesso indicheremo una funzione semplicemente con f(z), sottointendendo che
il dominio della f ¢ il pit grande sottoinsieme di R nel quale essa & definita.




;ializzandole

), z €I} e
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7.1 Esempio

La funzione f(z)=z? & limitata nell’intervallo (0,1). La funzione f(z)=1/z
non & limitata in (0, 1).

7.2 Esempio
Sia f(z) = v/1— 2. Allora dom f = [-1,1], f ha un massimo in z =0 ¢ ha
minimi in x=—1ez=1. Sia I = (0, %], allora

min /1 — 22 = inf 1—z2=£, sup V1 —z2=1.
z€l z€l 2

zel

Si noti che la f non ha un massimo in I (vedi fig. 7.1).

Nel paragrafo 1.3 abbiamo detto che tutti i sottoinsiemi limitati di R hanno
estremo superiore e inferiore. Quindi, per la definizione 7.1, si ha:

7.1 TEOREMA  Sia f:dom f C R — R e sia f limitata in I C dom f. Allora

esistono sup f(z) e inf f(z).
zel zel

Ricordiamo che nel paragrafo 1.7 abbiamo dato le definizioni di funzione
iniettiva, strettamente monotona, invertibile e di funzione inversa e composta;
inoltre abbiamo visto che per le funzioni strettamente monotone vale il seguente

teorema:

7.2 TEOREMA Sia f : domf C R — R e sia f strettamente monotona in
I Cdom f; allora la f é invertibile in I.

Definiamo ora le funzioni monotone (vedi fig. 7.2):

7.2 DEFINIZIONE ~ Sia f :dom f CR — R e sia I C dom f.

(a) f & non decrescente in I quando f(z;) > f(z2) se 1 > 23 € 21,72 € L.
(b) f & non crescente in I quando f(z,) < f(z;) se z; >z, e z1,1, €I
(c) f & monotona in I quando f & non decrescente oppure non crescente in I.

I
I
I
1
I
I
1
1

> Figura 7.1

gl X
ol 1 La funzione f(z)=+/1—z2.
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(crescente) in / (non decrescente) in /
Figura 7.2

7.3 DEFINIZIONE ~ Sia f:domf C R — R.
(a) f si dice funzione pari (vedi fig. 7.3) se
z €dom f = —z € dom f e f(—2) = f(z) se z € dom f.

(b) f si dice funzione dispari se

z €domf = —z €domf e f(=z)=—f(z) se z € dom f.

7.3 Esempio

Le funzioni f(z)=z? e f(z) = cos z sono pari; invece le funzioni f(z) = 23,

f(z) =sin z e f(z)=tgz sono dispari.

y=1f(x)
y=1f(x)

f pari f dispari

Figura 7.3
Funzioni pari e dispari.
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Esercizi
7.1 Determinare il dominio delle funzioni f(z) =log,qz, f(z) = sin(log, z), f(z)=1/=z,
f(z)=—2% e f(z)=2"%", e precisare se queste funzioni sono ivi limitate.

7.2 Determinare quali delle seguenti funzioni sono pari o dispari: f(z) = |z|, f(z)=1/z,
f(z) = sin(z?), f(z)=cos(z?), e f(z) = sin® .

7.3 Sia f(z) =2z — 2. Determinare (se esistono) sup f(z) e max f(z) con I =(0,2),
I=(1,2) e I=[1,2). zel zel

7.2 Limiti di funzioni
. ) sin x . N P - . Lt
Sia f la funzione f(z) = ——. Questa funzione ¢ definita in tutti i punti di
z

R tranne 0. Per aver un’idea del grafico della funzione per valori piccoli di z, e
utile considerare il limite della funzione per z che tende a 0, cioe, intuitivamente,
il numero reale al quale il valore di f(z) si avvicina se z si avvicina a 0.

Il concetto di limite per una funzione & precisato dalla seguente definizione:

7.4 DEFINIZIONE ~ Sia f :dom f — R una funzione tale che
(zo — 60, o) U (0, To + 6p) C dom f [7.1]

per qualche o € R e & > 0. Il numero L si dice limite della funzione f(z) per

(z) = 2%, o
x che tende a xo, e si scrive

lim f(z)=L, oppure f(z)— L per z — zo,

T T

se per ogni € > 0 esiste § € (0,6) tale che

|f(x)— Ll <e se 0<|z— x| <8. [7.2]

yﬁ

L+e —
=
L-¢g —

X Figura 7.4
|[f(z)—L|<e se 0<|z—zg| <6.
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L’essenza della definizione ¢ nella formula [7.2]: se prendiamo e molto piccolo,
la differenza tra f(z) e L diventa molto piccola se z ¢ sufficientemente vicino a
zo. La [7.1] serve solo a garantire che f(z) sia ben definita per i valori di z in
[7:2]:

Si osservi che non necessariamente z, € dom f. E anche se z, € dom f, non
si richiede che la [7.2] sia soddisfatta per z =z, (vedi fig. 7.4).

7.1 Osservazione

Per semplicita di esposizione abbiamo definito il concetto di limite per funzioni
che soddisfano la [7.1]. Se la f verifica la condizione meno restrittiva:

per ogni & > 0 esiste z#z, tale che z € dom f N (zg — o, zo + o),
si richiede che per ogni € > 0 esista § > O tale che

|f(z)— Ll <ese 0<|z—1z0| <6 e z&domf.

7.4 Esempio

Dimostriamo che lim2 22 = 4. 1l dominio della f & R; preso allora un € > 0,
T—
dobbiamo determinare un § > O per cui sia verificata la [7.2]. Si ha:

|22 — 4| <ese O< |z —2| <6
= 4-e<ai<d+ese2-6<z<2+6 (z#2)

=S Vd-e<z<Vid+ese2-§<z<2+6 (z#2).

Si pud quindi scegliere § = max{v/4+e¢— 2,2 —+/4 — €} (si noti che dobbiamo
scegliere § sempre pilt piccolo se e diventa piu piccolo).

Non & detto che il limite di una funzione esista. E facile verificare che la
cosiddetta funzione segno di z

I sexz >0
sgn(z) = 0 sez =0
-1 sexz <O

non ha limite per z — 0, ma ammette limite destro e limite sinistro nel senso
della seguente definizione (vedi fig. 7.5):

7.5 DEFINIZIONE Sia zo € R e sia f :dom f — R.

(a) Sia

(20, o + 6p) C dom f

%2

Figu
Limi
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(b) Sic
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Pro
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e dobbiamo

care che la

o nel senso
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Figura 7.5

Limite destro e limite sinistro.

per qualche & > 0. Il numero L si dice limite destro della f per z che tende
a xy e Si scrive

lim =L, oppure f(z)— L per z — z,

T—I,

se per ogni € > 0 esiste § € (0,6y) tale che

|f(z)— L < e

(b) Sia

se zp<x<ITH+.

(zo — 60, z9) C dom f

per qualche & > 0. Il numero L si dice limite sinistro della f per z che
tende a xz, e si scrive

lim =1L,

T—2I,

se per ogni € > 0 esiste § € (0,6)) tale che

|[f(z)— L| <e

Dalle definizioni date segue immediatamente

lim f(z)

T— T

7.5 Esempio

Proviamo che

lim

sin
=18

z—0 T

oppure

se x9p—0<z<m3p.

=L<+= lim f(z)=L e
T I

f(z) = L per z — gz,

lim f(z)= L.

[7.3]

[7.4]
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Area (triangolo OAP) < area (settore OAP) < area (triangolo OAT) Figura 7.6
sinz < z < tgz.

Basta dimostrare che

lim 227 _ . [7.5]
Tz—0* T :

Infatti dalla [7.5] segue che, posto y = —z,

. singx . sin(— . sin
lim = lim M: lim yzl
z—0~ T y—0* -y y—0+ Y

Consideriamo la figura 7.6. Sia 0 < z < g Nel cerchio di raggio 1 le lunghezze

dei segmenti PP' ¢ AT e dell’arco AP sono sin z, tgz e z. L’area del triangolo

. . L . . 1
OAP di altezza sin z e base 1 & 5 Sinz; quella del settore circolare QAP & o

(vedi § 2.4); infine quella del triangolo OAT di altezza tgz e base 1 ¢ %tg z.

Dunque
5 ™
sSinz <z<tgr perO<z<§,
ovvero,

sinz sinz sinz

CoS z = < < = =3 per0<z<z- [7.6]
tga x sin x 2

Dalla definizione di limite risulta facilmente che hm cos z =1 e la [7.5] segue
dalla [7.6] e dal seguente teorema del confronto:

7.3 TEOREMA (teorema del confronto)  Siano f, g e h tre Junzioni dell’inter-
vallo (zo,zo+6y) in R tali che

() < g(z) < h(z) per ogni x € (z, 39 + 6p).

di
li1

(a)

(b)

C
parti¢
dal s




tg z.

[7:5]

: lunghezze

2] triangolo

1

[7.6]

71.5] segue

dell’inter-
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Allora
lim f(z)= lim h(z)=L = lim g(z)=L.
T Iy Tz} Tz}

Risultati analoghi valgono per lim e lim .
T, IT— o

Come nel caso del teorema del confronto per i limiti delle successioni, la
dimostrazione del teorema 7.3 segue immediatamente dalla definizione stessa di
limite.

7.6 DEFINIZIONE
(a) Sia f:domf — R una Jfunzione tale che

(ag, + 00) C dom f

per qualche ag € R e sia L € R. Allora si scrive

lim f(z)=1L

T—+00
se per ogni € esiste a > ay tale che
|[f(z)—Ll<e se z>a. [7.7]
(b) Sia f:domf — R una Sfunzione tale che
(zo — b0, z0) U (0, zo + &) C dom f
per qualche zo € R e 6, > 0. Si scrive
lim f(z) = +o0
T30
se per ogni M >0 esiste § € (0,68,) tale che

f@)>M se 0<|z—m| < 6. [7.8]

Si definiscono in modo analogo i limiti

lim f(2) = —co, lim f(z)=+oo,
T—Zg Iﬁzat

lim f(z)=1L, lim f(z)=+oo.
IT—-00 T—+o00

Come gia visto per le successioni, le funzioni monotone e limitate godono di

particolari proprieta per quanto riguarda I’esistenza del limite, come evidenziato
dal seguente teorema:
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7.4 TEOREMA  Sia f:domf — R.

(a) Se f e monotona e limitata in (a,b) C dom f, allora esistono i limiti

lim f(z) e m%+ f(@).

(b) Se f e monotona e limitata in (a,+ co) C dom f, allora esiste il limite

zErPoo f(@).

(¢c) Se f é monotona e limitata in (—oo,b) C dom f, allora esiste il limite

Lm f(z).

La dimostrazione ¢ analoga a quella del teorema 6.4. Per esempio, se la f &

non decrescente in (a,b), si dimostra che (vedi fig. 7.7)

lim f(z)= inf f(z) e lim f(z)= sup f(z). [7.9]
T—a~ zE(a,b) z—b*

z€(a,b)

Come conseguenza del teorema 7.4 abbiamo:

7.1 COROLLARIO  Sia f monotona in (a,b) C dom f. Allora per ogni z, € (a,b)

esistono in R i limiti

lim f(z) e lim f(z).
1;4»:1;6 IHIK)

Se f é non decrescente allora

lim f(z)= sup f(z),

T—T, TE(a,zo)

y

sup f(x)
xe(a, b)

inf f(x)
Xxe(a, b)

lim f(z)= inf f(=);
T I TE(Z0,b)

I

1

1

1

1

I

1

1

I

1

I

1

1 j—

b X - Figura 7.7
f non decrescente e limitata.

7.28| %1
se f e nor

lim
Tz

In modc
anche per i
ad esempic
per z — 1

7.6 Esei

lim
I—+X

Si noti che
VE =|o] =

—o0, si dey

lim
I—-00
7.7 Esen
Se ponia

5 S
lim —

z—0

7.8 Esem

Si vuole
che cos z =
c(

lim —
T—0)

dove abbianm

moltiplicare
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se f e non crescente allora

bung lim f(z)= inf f(z),  lim fz)= sup f(a).

T zg z€(a,z) TE(T0,b)

In modo del tutto analogo al caso dei limiti di successioni si pud dimostrare che
I Limite anche per i limiti di funzioni valgono le proprietd enunciate nel teorema 6.3; quindi,

ad esempio, se f(z) — L; e g(z) — L, per z — z,, allora f@)+g(z) > L, + L,
per z — x,.

limite 7.6 Esempio
1
z2 -1 . e 72
lim = lim =1
! " z—+00  x+1 T—+00 1
o, se la f ¢ 1+;

Si noti che abbiamo diviso numeratore e denominatore per z osservando che

[7.9] Va2 =|z| =z se z > 0. Se si calcola invece lo stesso limite per z che tende a
—oo0, si deve ricordare che v/z2 = |z| = -2 se £ <0, da cui si ottiene

1

e

. ; 2 — 1 . )

LS ) S el s
1+—
T
7.7 Esempio

Se poniamo y = 2z, ricordando la [7.4] otteniamo

. sin2z . siny 2
il—r»r}) 5z —;1_% SRl
5?/
7.8 Esempio
: S ’ cosz — 1 :
Si vuole calcolare il limite della funzione ———— per z — 0. Ricordando
T
he cos 2= cos® (3) —sin? (3) =1~ 250 () s
che cos z = cos 5 sin (2 1 — 2sin 2) si ha
2 sin? (E) - 2
. cosz—1 o) & i L fsmigy ]
i%T*‘i‘%T“Ji%i( y )“5’ e
dove abbiamo posto y = % Un’altra possibilita per calcolare lo stesso limite &

ente e limitata.

moltiplicare il numeratore e il denominatore per (cos z + 1) (verificare!).
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7.6 TEOREMA  Sia f:dom f C R — R e sia (zo— 80, £0) U (20, zo+ 6) C dom f
per qualche &, > 0. Allora

(
lim f(z)#L
T— 1T
se e solo se esiste una successione {z,}:% e un numero € > 0 tali che (
lim z, =z, z, € (%o — b0, o) U (o, To+6p) per ne N e [f(zn)—L| =G
n—+00
7.4 Funzioni continue
: . e
Sia f la funzione
[z [z, zeR,
R

dove la parte intera [z] di = indica il pill grande numero intero n tale che n <z

[z] =max{n € Z:n < 3}.

Per esempio [%J =1,[3]=3¢ [— %] = —2. Nella figura 7.8 & tracciato il graficé

della funzione f(z) = [z].
Abbiamo tutti un’idea intuitiva del concetto di continuitd di una funzione, (a
secondo la quale diremmo che la funzione f(z) = [z] & discontinua in tutti i valori

interi di z ed & continua in tutti i punti z ¢ Z. La seguente definizione formalizza
e precisa questa idea.

(b

|

y

T o——o0

<+ 2 L)

+1 ——0

- { 1 O—o | | | o é (
T T T — T T T L
-1 1 2 X
=1 .
1m
o——o0 -7 Figura 7.8

La funzione f(z)=[z].
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%) € dom f

1€

n)—L| > e

che n < z:

o il grafico

v funzione,
utti 1 valori
formalizza

8
ne f(z)=[z].
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7.7 DEFINIZIONE ) ‘
(@) Una funzione f é continua nel punto z, € dom f se

Ilirr;o f(@) = f(z0). [7.14]

(b) Una funzione f é continua a destra (a sinistra) nel punto z, € dom f se

IILIEL f(@) = f(z0) ( lim f(z) = f($0)> :

.’E—'Io

Si osservi che, secondo questa definizione, la funzione f(z) =[z] non solo non

N

¢ continua nei punti n € Z ma neanche & continua a sinistra in questi punti:

lim [z]=n— 1%#n=[n] se nelZ
T—n"

Risulta, pero, che la f & continua a destra in tutti i punti n € Z:

lim+ [z]=n=[n] se nel.

Spesso nel seguito parleremo di continuitd di una funzione in un intervallo:

7.8 DEFINIZIONE

(@) Una funzione f si dice continua in un intervallo (a, b) se la f ¢ continua in
ogni punto z € (a,b). Si usa allora la notazione

f € C(a,b)).

(b) Una funzione f si dice continua in un intervallo [a,b] se la f é continua in
(a,b), continua a sinistra in a e continua a destra in b. In tal caso si usa la
notazione

f € C([a,b)).

7.10 Esempio

Le funzioni f(z) = 2? e f(z) =3 sono continue in R; la funzione f@)=1/%
¢ continua negli intervalli (—o0,0) e (0, + o).

Dalle proprieta enunciate per i limiti e dalla definizione di continuita segue
immediatamente che se

f(z) e g(z) sono continue in =,
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allora
f(z) £ g(z) & continua in z, [745]
f(z)g(z) & continua in z, [7.16]
@ ¢ continua in zy se g(zp) #0. [
9(z)

Anche la composizione di due funzioni conserva la continuita:
7.7 TEOREMA  Sia g € C(I) e sia f una Sfunzione continua in J, dove
J=9(I)={g(z):z €I}
Allora la funzione composta fogq & c0ﬁﬁ'nua in I.

7.11 Esempio

La funzione g(z) = 2> — 1 & continua in R e la funzione f(z) =/z & continua
in [0, + c0). Allora la funzione composta

h(z)=fog(z)=vVz2 -1
¢ continua nell’insieme dove z2 — 1 > 0, cio¢ nell’intervallo [—1, 1].

Dimostrazione

Sia 29 € I e sia € > 0. Poiché f & continua nel punto yo = g(zo) esiste §, > 0
tale che

/@) = flg@o)) = [f(y) = fwo)| <€ seyeJ e |yo—y| <& [7.18]
D’altra parte la g ¢ continua in z, e quindi esiste § > 0 tale che

lg(z) — yo| = |g(z) — g(zo)| < & sez el e |z — zo| < 6.
Sostituendo g(z) a y nella [7.18] (si noti che g(z)e J se x € 1) si ha

17 (9(2) — flg(zo))| <€ sez€le |z—mz<S6.

Poiché e & arbitrario, questo significa che la funzione fog & continua in z,. =

Osserviamo che abbiamo essenzialmente dimostrato il seguente risultato, utile
per il calcolo dei limiti:

al

del
pre

(a)

(b)

sen

che




[7.15]
[7.16]

[7.17]

ove

¢ continua

siste 6o > 0

[7.18]

1in zp. =

ultato, utile
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7.8 TEOREMA Se g(z) — a per x — zo e se [ & una funzione continua in a,
allora f(g(x)) — f(a) per x — xo, ovvero

lim f(g(z))=7f < lim g(z)) se f ¢ continua in a= lim g(z).
T— I T— T T—T)

7.12 Esempio

Si vuole calcolare il limite
cos4z-1

L=1lm 3 =*

z—0

Usando la [7.10] troviamo

. cosdz—1 . cos 4z — 1
I~ o =g =
D’altra parte la funzione 3% & continua in z = —8 e quindi, per il teorema 7.8,

I =378,

Anche per i limiti con & — oo e per i limiti delle successioni vale un analogo
del teorema 7.8, la cui dimostrazione non riportiamo essendo del tutto simile alla
precedente.

7.9 TEOREMA Sia la funzione f continua in a € R.

(a) Se g(z) — a per x — +oo (oppure: per x — —oo), allora
f(g(x)) — f(a) per z — +oo(z — —00).
(b) Se an — a per n — +oo, allora

f(an) — f(a) per n — +oco.

Sottolineiamo che in tutti questi risultati I’ipotesi di continuitd della f & es-
senziale. Per esempio consideriamo la funzione

z? se >0

-1 se <0

f(1)={

che non ¢ continua nel punto z = 0. Risulta

. 1 . e
lim f{—)= lim {—) =0,
n—+00 n n—+o0 \ N
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al contrario si ha

Quindi in questo caso non vale pit la (b) del teorema 7.9.

Esercizi

7.6 Dimostrare il teorema 7.9.

7.7 Applicare il teorema 7.9 per calcolare i limiti

(a) lim vn+1l—./n
n—+oo
" 7z — 1 )
(b) lim cos | —— | .
T—-00 ( Vb +2

7.5 Proprieta fondamentali delle funzioni continue

In questo paragrafo presenteremo alcuni importanti teoremi relativi alle funzioni
continue. Come vedremo, si tratta di risultati del tutto naturali; non daremo,
pertanto, tutte le dimostrazioni, preferendo analizzare le ipotesi sotto le quali
valgono questi teoremi, esibendo controesempi semplici ma istruttivi.

7.10 TEOREMA (permanenza del segno) Sia f una funzione continua in un
punto zy. Se f(zo) > 0 (oppure f(zo) <0), allora la f & positiva (rispettivamente
negativa) in un intorno del punto x,, cioé esiste § > 0 tale che

f(@) >0 (rispettivamente f(z) < 0) per ogni x € I(zg;06).

Dimostrazione

Sia f(zo) = a > 0. Segue dalla definizione di continuitd (con la scelta ¢ = a)
che esiste § > 0 tale che I(zy;6) C dom f e

—a< f(z)—a<a per z € I(xo;06),
ovvero f(z) —a > —a e quindi f(z) >a—a=0 in I(z;6). =

7.13 Esempio
Per la funzione

1 0
f(z):{ R

-1 per z <0

non
(ved

cont

f(z,

bise;

non

tutti

inf
1r11 1
due |

funzi
cioé

Si
nell’;

chius

come




funzioni
daremo,
le quali

ua in un
ivamente

ta € =a)
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non vale la tesi del teorema nel punto z =0, nel quale la funzione & discontinua
(vedi fig. 7.9).

7.11 TEOREMA (degli zeri di una funzione continua) Sia f una funzione
continua in un intervallo I. Se esistono due punti z,,z, € I tali che f(z;) <0 e
f(z2) >0, allora esiste un punto z, compreso tra z, e z, tale che f(zo) =0.

Daremo una dimostrazione costruttiva di questo teorema (secondo il metodo di
bisezione) nel paragrafo 10.5.

7.14 Esempio

Per la funzione discontinua f(z), che abbiamo definito nell’esempio precedente
non vale la tesi del teorema 7.11 nell’intervallo [—1,1] in cui z; = —1 e z, = 1.

7.12 TEOREMA  Una funzione continua e limitata in un intervallo I assume
tutti i valori compresi tra sup f e ir}f 174
I

Dimostrazione
Basta considerare il caso in cui sup f #ir}f f. Sia y un numero compreso tra
I
irllf f e sup f. Allora, dalla definizione di estremo superiore e inferiore, esistono
I

due punti z; e z, in I tale che f(z;) < y < f(z,). Per il teorema 7.11, applicato alla
funzione f(x)—y, esiste un punto z, compreso tra z; e z, tale che f(zo) —y=0,
cioe f(z) =y. N

Si noti che il teorema 7.12 non ci dice se la funzione ha un massimo e minimo
nell’intervallo 1.

7.13 TEOREMA (di Weierstrass) Sia [ una funzione continua in un intervallo
chiuso e limitato: I = [a,b]. Allora f & limitata in I e ha massimo e minimo in .

Non daremo la dimostrazione; illustriamo, invece, con alcuni controesempi,
come nessuna delle ipotesi sia eliminabile.

fix)=1 perx=0

Y

fix) =-1 per x<0

T Figura 7.9
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7.15 Esempio

(a) (I limitato ma non chiuso) Sia I = (0,1]. La funzione f(z)= 1/z & continua
ma non ¢ limitata in I. La funzione f(z) =1 —z & continua e limitata ma non
ha massimo in TI.

(b) (I non limitato) Sia I =[1,+00). La funzione continua f(z) =z non & limitata
in I. La funzione 1/z & continua e limitata in 7 ma non ha minimo.

(¢) (funzione discontinua) Sia I =[0,1]. La funzione

1

f@)={ =z
0 se =0

se0<z<1

non ¢ limitata in /. La funzione

T seili<z<1
f(z):{ Su

2 se =0 an

¢ limitata ma non ha minimo in I.

7.6 Funzioni inverse di funzioni continue o

Al

Nel paragrafo 1.7 abbiamo definito le funzioni invertibili in un intervallo Ie

le loro inverse. Le funzioni invertibili non sono sempre monotone; per esempio,
la funzione

T+2 se0<z<1

= Po
f(z) {2 o

—z se l<z<2

la
¢ iniettiva, quindi invertibile, nell’intervallo [0,2], ma non & monotona (vedi fig.
7.10).
Pero una funzione continua che sia invertibile in un intervallo & necessariamente fun
monotona:
7.1 LEMMA  Sia f una funzione invertibile in un intervallo I. Se fecw, Ic
allora la f ¢ strettamente monotona in I.
*Dimostrazione
Procediamo per assurdo. Supponiamo che J non sia strettamente monotona in
I; allora esistono tre punti z; < 2, < z3 in I tali che
in |
f@) < (@) e f(z)=> f(z3) [7:19] |
che
oppure >

f@) 2 @) e f(x:)< f(z3). [7.20]
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7.20 Esempio

Ponendo y = Inz, si ottiene:

. < 7['
lim arctg(lnz) = lim arctgy =—75"
I->0+ y—’*w 2
Esercizi

+78 Si noti che la funzione f(z) = sinhz & invertibile in R. Per determinare la sua

inversa f~! si pone y=f"'(z). Allora

eV —eV

> 4:>ey42z—efy=0<:>(ey)2—216y;l=0.

z =sinhy =
Calcolare gli zeri del polinomio 22 — 25z — 1 per dimostrare che
y=f@)=n (m+\/ac2+ 1) .

7.9 Calcolare i seguenti limiti:

(a) lim z37VeH!
T—+00

(b) lim1 (z — Dinz

(c) lim arctg (—1—)
o1+ =iz
In(z + 1))

d) i

@ lim In(y/z+2)
T

T—+00

(f) lim £103227(+D),

T——00

7.8 Funzioni discontinue

& una proprieta importante, ma come sappiamo non tutte le

La continuita €
funzioni sono continue. Cerchiamo di descrivere i possibili comportamenti di una

funzione in un punto di discontinuita. Sia, per esempio,

T per z > 2
f(z) =
0 per z < 2.

Chiaramente esistono i limiti da destra € da sinistra in z =2, che valgono:
lim f(z)= lim =2 e lim f(z)=0.
2" T—2F T—27

o, e dunque f non ¢ continua

Quindi il limite destro non & uguale al limite sinistr
in 2. Questo tipo di discontinuita si dice di prima specie:

7.4

Se il
a R
limit
ha u

rn

cal¢
(ve

Cco
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sterminare la sua

mo non tutte le
yortamenti di una

ae valgono:

f non & continua
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7.10 DEFINIZIONE ~ Sia f una funzione definita in un intervallo (zg— 6, zo+6).
Se il limite destro e il limite sinistro della f nel punto x, esistono e appartengono
a R ma non sono uguali, la f ha una discontinuita di prima specie in xo. Se il
limite destro oppure il limite sinistro della f non esistono in R, allora la funzione
ha una discontinuita di seconda specie in .

Diamo un esempio di una funzione con una discontinuita di seconda specie.

7.21 Esempio
Sia f la funzione
1
sin — sex #0
fl@) = z
0 se z = 0.

La f & continua nei punti z#0 e assume i valori compresi tra —1 e 1. Possiamo
calcolare facilmente i valori di z in corrispondenza dei quali la f assume i valori £1

(vedi fig. 7.14):

f(z)=14:>l=1+2k7r(keZ)4:>z=—7r—1—(keZ) [7.29]
z 2 5 +2kn

I

*g +2%kn(k€Z) <>z = —W—ld k€ 2). [7.30]

1
@)= —1 4= ~
& —E+2k7r

Dimostriamo che lim f(z) non esiste, cio¢ che la f ha una discontinuita di se-
z—0*

conda specie nel punto 0.

Figura 7.14

f(z) =sin l
T



