Insieme e funzione di Cantor

Definiamo linsieme di Cantor C come l'insieme dei numeri acE[O,l] che hanno

almeno una rappresentazione ternaria

= -n o 2w
=12 an3 ATV S
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con coefficienti ap 1 Vn.
Osserviamo che, se x&€C ha doppia rappresentazione ternaria, solo una delle due
rappresentazioni ha i tutti i coefficienti diversi da 1: sappiamo infatti che ¥ deve

]\]

essere della forma x=g3™"’ con @,N interi e le due rappresentazioni sono

N-1
=3 ap3 M +ap3V,
n=1

N-1 )
-, -N -n
£=3 ap3 "+ay—13" +> 237,
=1 n=N+1
guindi 3% puo assumere solo i valori 1 e 2 , perché deve essere aN—l'zO . Se
CLN=1 , solo la seconda rappresentazione pud avere tutti i coefficienti diversi da 1,
e viceversa se ap =2 .
Osserviamo inoltre che se zEC ha due rappresentazioni ternarie, quella con un
coefficiente =1 ha tutti i restanti diversi da 1 (ovvero: se :Z:E[O,l] ha una

rappresentazione ternaria con almeno due coefficienti =1 , allora x&C).

Proveremo le seguenti proprieta dell’insieme di Cantor:

(I) C coincide con linsieme che si ottiene col seguente procedimento: si suddivide
[0,1] in tre segmenti uguali e se ne rimuove quello di mezzo: (%,%) , si suddivide ¢li
intervalli che restano ciascuno in tre parti uguali ¢ si rimuovono quelle di mezzo:

12, (18 3 v .
(9,9) e (9,9), e cosl via. In altre parole:
~— (L 2y 12y 18
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(ID C & un chiuso e/4{C’):O .
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(III) Ogni punto x€C e di accumulazione per C .
(IV) C non ha punti interni.

(V) C ha la cardinalita del continuo.

Dimostrazione di (I) Supponiamo CCE[O,I]\C , quindi ogni rappresentazione ternaria di

% ha almeno un coefficiente =1 , sia M il minimo indice tale che G,le.
Osserviamo che se x=q3_N » € quindi ha due rappresentazioni ternarie, risulta che
M non dipende dalla rappresentazione scelta e vale M <N , infatti se cosi non fosse

si otterrebbe x€C . Quindi, in ogni caso, = si pud scrivere

M-1 i
T=>" an3 Big M—i—'r/w ,
=1

dove ay,..,a,, 1 hanno valore 0 o 2 e:

> -n
TU=> ap3" con ap€{0,1,2} .
=M+1

Osserviamo che se i coefficienti di T g fossero tutti 0 o tutti 2 si avrebbe xEC,

M

pertanto: 0<T‘M< . In altre parole, posto

M-1 M-1
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abbiamo
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we(p3t M43 M p3l-M 45 3-M)
Cioe, fatta la partizione di [0,1] in intervallini di ampiezza 31_M , & sta nel terzo di
mezzo di uno di questi intervallini, e quindi, in uno degli intervalli che si rimuovono
nel procedimento illustrato prima. Viceversa, se 2 sta in uno degli intervalli

rimossi, si ha

-M | M

we(p3t™M 43 M p3l-M | 5 5-M,
per opportuni interi p, A . Pertanto si puo procedere a ritroso e ottenere che
r&C.0

Dimostrazione di (II) C e il complementare, nel chiuso [0,1], di una unione di intervalli




aperti, quindi ¢ chiuso e quindi e anche misurabile. Per la proprieta di additivita

numerabile della misura, abbiamo:

12y |
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Osserviamo, procedendo per induzione, che per ottenere C , al passo n-simo si

rimuovono 2n-1 intervallini di lunghezza 3™, n=1,2,... . Pertanto:
X0 a0 .2_
n-1.-n 1 21N 1 3
c=1-32"3" =1L SEP =1-L1 32 =01
f@ . n=1 4 n:1[3] 21-2

© .
Dimostrazione di (III) Sia x€C e sia =, an3'n la rappresentazione ternaria con

tutti i coefficienti diversi da 1. Per ogrvl?i:ir}tero N poniamo GN=0 se O =2, cN=2
se a,Nz() , ¢ definiamo
N-1 » AF »
:CN = z an3 n+cN3N+2 an3n,
n=1 n=N+1

ovviamente, abbiamo: mNEC , inoltre :z;—:ch:(aN——cN)=j;2-3N e quindi: xN#x
VYN, Zp;—>% per N —e .00

Dimostrazione di (IV) La facciamo in due modi diversi:

1~a- versione se C avesse un punto interno Zg s esisterebbe 7 >0 tale che l'intervallo
Ip= (wo—r xo—l»'r) ¢ contenuto in C , pertanto: 2r=m(I;)<m(C) , il che & assurdo
perché C ha misura nulla.

Zg—versione proviamo che F=[O,1]\C ¢ denso in [0,1]. Dato che F ¢ aperto &
sufficiente provare che F e denso in C . Se arrestiamo il procedimento di
costruzione di F al passo n-simo, osserviamo che C & contenuto nell’unione di o
intervallini chiusi disgiunti di ampiezza 3-n, guindi, voeC , ¥n , si trova ynel

che dista da 2 per meno di 37", cioé: C CF .0

Esercizio Definiamo D come l'insieme ottenuto da [0,1] rimuovendo lintervallo di

¢ poi rimuovendo, dai due intervalli che restano, gli

L
100

L 8 ampi 1
centro 5 di ampiezza 167

intervallini con gli stessi centri e che hanno lunghezza , e cosi via. Abbiamo:




() D € un chiuso e vale: m(D) = % . 7[{9 v s

: - g o
La dimostrazione procede come per il punto (II). (L';C e “}/‘ o
(%) [0,1]\D ¢ denso in [0,1] e quindi D e privo di punti interni. ‘L D

La dimostrazione si modella sulla 2% versione della dimostrazione di (IV):
come in quel caso si osserva che Yn D e contenuto nell'unione di 27
intervallini di lunghezza infinitesima per n—o . Piu precisamente si puo

dimostrare che hanno ampiezza
1475
8.10™

Per dimostrare il punto (V) introduciamo la cosiddetta funzione di Cantor. Sia xE[O,l]

e sia

O
z=> anp3"
=]

una sua rappresentazione ternaria, poniamo M =co se ap£1 Vn , altrimenti sia M il

minimo indice n tale che ap=1 . Se M = poniamo

An 2_n

»

I M8

1
se M << poniamo

M-14
AN | M
f(x) ZZ '2‘2 +2 3
n=1
osserviamo che le somme a secondo membro sono rappresentazioni in base 2 (binarie)
di numeri in [0,] . Questa funzione e definita in modo non ambiguo anche se x ha
due rappresentazioni ternarie: se :Ic=q3_N con @,N interi, le due rappresentazioni

sono
N-1

F=2 an3'n+aN3'N ,
n=1

N-1 =
=3 an3 " tHay—13V4> 237,
=1 n=N+1

ora, se x@&C sappiamo che c’¢ almeno un indice n<N tale che an=1, quindi M <N



e f(x) si calcola in base ai primi M —1 coefficienti che sono uguali per le due

rappresentazioni. Sia z€C e OLN=1 , allora per la prima rappresentazione otteniamo

N-1q. _ ~
f@) =% oV,
n=1
e per la seconda
N‘]. a _ (o & o 1}\[,7_1 a _
fla) =3 o™ 2R=Y PN
n=1 n=N+1 7 =

cioe il risultato & lo stesso. Analogamente, se aN=2, dalla prima rappresentazione

otteniamo

1 2
e per la seconda
N-1q4.. _ ~ N-1qg. _ Ginp
fla)=3 SRoM N5y dny mp N
n=1 n=1"° ‘

La funzione f:[O,l]—b[O,l] cosi definita prende il nome di funzione di Cantor.

Proveremo che verifica le seguenti proprieta.
(A) r:cC0,1]—[0,1] & suriettiva.

(B) f:[0,1]—[0,1] & continua.

(©) £:0,1]—[0,1] & nondecrescente.

Prima di procedere alla dimostrazione di questi enunciati, osserviamo che (A) implica

(V).

Dimostrazione di (V) (A) implica che la cardinalita di C & maggiore o uguale a quella

di [0,1] , d’altra parte C e un sottoinsieme di [0,1] e quindi la sua cardinalita & minore

o uguale a quella di [0,1].



Dimostrazione di (A) Vy 6[0,1] sia

o
y=3 bp2™"
n=I1

una sua rappresentazione binaria, by, €{0,1} , allora

(2:bp)3 ™
1

c?
I M8

appartiene a C e vale f(x)=y .0

e stanno in C ed f assume lo stesso valore, % , Su

[E81109)

1
3
entrambi i punti. Quindi f non & iniettiva su C .

Osserviamo che i punti

Proviemo ad individuare i punti di C che hanno la stessa immagine mediante 7 .

Siano z,z€C , x#£z , e siano

i === }:lan?"n . 2—zlcn3"n

le loro rappresentazioni ternarie con coefficienti ap,cp€{0,2} . Supponiamo che

=f(x)=f(z) ’ Q_Uiﬂdi

_3 Inyn_ Cny-n
y—f‘: 5 2 —§ 22
=1 n=I1

ovverc ¥y ha due rappresentazioni binarie distinte. Pertanto si trova g,N interi tali

A7
che y=qg-2 N e le due rappresentazioni binarie di ¥ si possono scrivere:
-1 ]\/
y=2> bp2 +bN2
n=1
N-1 oo -
y=>y bp ——(bN~1 +> 27,

n=1 =N+1

dove bp€{0,1} Vn e bN=1 . Quindi, a meno di scambiare x con z , avremo:

C!,n=2'bn V ngN 5 GLnZO \V' TI,)N 3

Cp=2bp ¥V n<N—1,cp=0,cp=2V n>N,



-~

cioe otteniamo la seguente rappresentazione per due punti di C che hanno la stessa

immagine mediante f:

N-1 ) N-1 ;
z=3 Qb3 4+0+3 237=% (2.b,3 43N
n=1 n=N+1 n=1 -
In altre parole, z e = sono gli estremi di uno degli intervalli aperti che si rimuovono
nella costruzione di C data in (I).
ol s o 3§
Osserviamo infine che se u@allora flu)=y, cioe f ¢ costante su ogni intervallo

che compone il complementare di C: una rappresentazione ternaria di » ha la forma

N-1 oo
=3 Ebpl BV LS goa®
n=1 n=N+1

N-1 i N
quindi, per ¥ abbiamo M =N e f(u)=2 bp2  "+27" =y .
n=1

Dimostrazione di (B) Siano :zs,yE[O,l] x <y e sia N intero tale che 3"N-1gy—cc<3_N.

Posti u=p~3'N, v=(p+1)3'N, w=(p+2)3'N (tre punti consecutivi della partizione
di [0,] in 3N intervalli di pari lunghezza) tali che u <% <v otteniamo: u<z<y<w e

ci sono due casi y<v oppure ¥ >v . Nel primo usiamo la maggiorazione:

| £@)— £ ()| <| £ () — F )|+ f () — F ()]

nel secondo invece:

| £(o)— £ ()| < £l@) — F @) | +H £ @) — F )|+ F0) — £0)]

Osserviamo che i coefficienti delle rappresentazioni ternarie di v , £ ¢ v coincidono

fino all’indice N ,
N
u=z ang_n
n=1

N o
z=3 ap3"+>  ap3™,
=] n=N+1



1?\»[ - ]\/r (o]
P=3" an3'n+3'N=Z @3 +> 237,
n=1 n=1 n=N+1

se ne deduce:

|f@)—f)], |Fo)—fa|<2V
inoltre, con lo stesso ragionamento, si ricava che, se y<v, abbiamo
| fy)—Fo| <27V
mentre, nel caso y>v , vale
| —s)] <2V .

Pertanto, otteniamo che in ogni caso vale:

|F@)—f|<327V .

Ora, abbiamo sceito N di modo che: 3_N_1gy—:1; , OVVero

>N [3w __x)]long

e quindi

0g,2

!
| £(2)— £ @) <33z —]] ;

e ne segue la continuita di f.0

N

Osserviamo che f(v)—f(u) puo assumere solo i valori 0 e 27°Y . Infatti: se nella

rappresentazione ternaria di ¥ c’¢ un coefficiente an=1 con n<N , allora abbiamo

fv)=Ff(u) , mentre nel caso contrario si calcola f(v)zf(u)—}—Z_N .

Dimostrazione di (C) Per i punti del tipo u=p~3'N, v:(p—|—1)3'N abbiamo appena




visto che 0<f(v)—Ff(u) . Quindi f e nondecrescente sull’insieme E———{:z:=p-3_N

p,N >0 interi, p<3N}. E e un sottoinsieme denso di [0,1] , quindi per la continuita di
f , f & nondecrescente su tutto [0,1].[]
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