
0.1 Numero dei gradi di libertà dei meanismi0.1.1 Sistemi meanii e meanismiRisulta utile introdurre alune de�nizioni:- MECCANISMO: sistema meanio omposto da più orpi he hanno lapossibilità di moto relativo tra di loro;- MEMBRI: rappresentano i orpi del meanismo;- ACCOPPIAMENTI CINEMATICI o COPPIE CINEMATICHE: elementihe ollegano i vari membri e permettono loro di muoversi relativamente (unlassio esempio �sio è rappresentato dal usinetto a sfere). In altre parole leoppie inematihe introduono dei vinoli he impedisono ad un membro dimuoversi liberamente rispetto ad un altro;- GRADI DI LIBERTA': numero di oordinate indipendenti neessarie ade�nire la on�gurazione di un meanismo;- TELAIO o MEMBRO A TELAIO: è quel membro del meanismo heviene onsiderato �sso (solidale al sistema inerziale, ad esempio la struttura diuna mahina, la base di un robot);- Quando si ha a he fare on un meanismo on nessun membro a telaio,lo si de�nise più propriamente CATENA CINEMATICA. Si parla di atenainematia anhe quando i si riferise ad una parte del meanismo.Per sempli�are lo studio inematio dei meanismi, nel seguito verrannointrodotte due ipotesi:1) I membri del meanismo sono onsiderati orpi rigidi;2) Gli aoppiamenti inematii sono onsiderati privi di gioo.0.1.2 Le oppie inematiheTutte le onsiderazioni he seguono vengono fatte per lo spazio (in alterna-tiva al piano), in ui un orpo rigido ha 6 gradi di libertà. La posizione diun orpo rigido, libero di muoversi, nello spazio è univoamente identi�atadalla onosenza delle 3 oordinate artesiane di un suo punto rispetto ad unsistema di riferimento e di 3 angoli. Se si pensa ad un velivolo, la sua on�gu-razione nello spazio è data da latitudine, longitudine, quota, rollio, beheggioed imbardata. Si riorda he nel piano un orpo rigido ha 3 gradi di libertà,ioè le due oordinate x ed y e la posizione angolare.CLASSE della oppia inematia: rappresenta il numero di gradi di libertàdi moto relativo he la oppia inematia permette tra i due orpi vinolati dallaoppia inematia stessa. 1

http://it.wikipedia.org/wiki/Rollio
http://it.wikipedia.org/wiki/Beccheggio
http://it.wikipedia.org/wiki/Imbardata


In parole semplii, pensiamo a due orpi rigidi: il telaio di una biilettae la ruota anteriore. Nel momento in ui si ollega la ruota alla biiletta, siintrodue un vinolo. Il vinolo è garantito dal usinetto he rappresenta laoppia inematia. Ora, rispetto al telaio, la ruota non è rigidamente vinolata.Può ruotare e per de�nire la sua posizione è su�iente un unio parametro: laposizione anolare. Si die allora he la lasse della oppia inematia è 1.La oppia inematia può permettere rotazioni o traslazioni relative tra dueorpi.Il valore della lasse varia tra un minimo di 1 ed un massimo di 5 (nellospazio). Mentre nel piano varia tra un minimo di 1 ed un massimo di 2.I orpi si sambiano forze o momenti di reazione a ausa del vinolo in-trodotto dalla oppia inematia. Riprendendo la similitudine della biiletta,la ruota reagise alle olleitazioni eseritando delle forze sulla forella attraversoil mozzo. Vale anhe il vieversa per il prinipio di azio e reazione, ioè la for-ella eserita delle forze agenti sul mozzo della ruota. Questo avviene a ausa diun vinolo. Il vinolo può essere pensato ome una serie di forze he agisonoin maniera tale he non vi sia distao tra i due orpi. Indihiamo on nc=numero di oppie (momenti) e/o forze di reazione vinolare trasmesse da unorpo all'altro attraverso la oppia inematia. Vale quindi la relazione:
nc + CLASSE = 6 per meanismi spaziali
nc + CLASSE = 3 per meanismi pianiLe relazioni sono interpretabili e giusti�abili in questo modo. Se la lassediminuisi, per de�nizione diminuise il numero di gradi di libertà del motorelativo tra i due orpi. Ciò signifa he viene intordotto un ulteriore vinolo etale vinolo è reso possibile grazie all'introduzione di una nuova forza di reazione.Questa forza di reazione fa aumentare il numero nc. Riassumendo, se diminuisela lasse, deve aumentare il numero delle oppie (o forze).Per omprendere in dettaglio ome agisono e osa sono le oppie inematiheintroduiamo altre de�nizioni:SUPERFICI CONIUGATE: rappresentano le zone di ontatto tra le parti deidue membri he ostituisono la oppia inematia; possono essere ostituite dasuper�i vere e proprie, linee o punti. Ad esempio, se si pensa ad una bronzina,la quale permette una rotazione tra due orpi rigidi, la super�ie oniugata èun ilindro.L'aoppiamento tra due orpi rigidi può essere di:-FORMA: signi�a he il vinolo è bilaterale; non è neessaria aluna forzaesterna (oltre a quella del vinolo) per mantenere l'aoppiamento; un esempioè dato dal usinetto.-FORZA: è neessaria una forza esterna per mantenere l'aoppiamento. Unesempio è dato da una sfera appoggiata su di un piano he rappresenta unaoppia piano-sfera, oppure dalle guide di un tornio.2



Figure 1: Guide del arrello di un tornio; aoppiamento di forza
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Il arrello può traslare grazie a 2 guide laterali ome mostrato in �gura.Però non vi è un vinolo altrettanto forte he impedisa al arrello di esseresollevato. Questo non avviene perhè la forza di gravità stessa del arrello lotiene in posizione.Andiamo in dettaglio analizzando le oppie inematihe una ad una:COPPIA ROTOIDALE (usinetto a sfere)G.d.L. del moto relativo Forze e Momenti trasmessi Classe1 rotazione 3 forze e 2 momenti 1

COPPIA PRISMATICA (guida lineare)G.d.L. del moto relativo Forze e Momenti trasmessi Classe1 traslazione 2 forze e 3 momenti 1
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COPPIA ELICOIDALEG.d.L. del moto relativo Forze e Momenti trasmessi Classerotazione e traslazione legate tra di loro1 GdL 2 forze e 2 momenti1 forza ed 1 momento interdipendenti 1

In �gura è rappresentato un martinetto omposto da una vite e da unahioiola (he non si vede in quanto risulta inassata). Si può vedere il prinipiodi funzionamento di questa aoppiamento nel video . A volte è la hioiola aruotare faendo avanzare la vite, altre volte, ome nel viedeo, è la vite a ruotarefaendo traslare la hioiola. 5

http://www.youtube.com/watch?v=-vhXNirT0-o&feature=related


CAMMA PIANAG.d.L. del moto relativo Forze e Momenti trasmessi Classe1 rotazione ed 1 traslazione 2 forze e 2 momenti 2

Nell'esempio in �gura la amma trasforma il moto rotatorio (dell'albero delleamme) nel moto traslatorio periodio delle valvole.COPPIA CILINDRICAG.d.L. del moto relativo Forze e Momenti trasmessi Classe1 rotazione ed 1 traslazione 2 forze e 2 momenti 2
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http://www.5min.com/Video/Engine-camshaft-30592113


Nell'esempio in �gura vengono usate due guide ilindrihe per supportareuna slitta movimentata da una vite a riirolo di sfere.COPPIA SFERICA GUIDATA (giunto ardanio)G.d.L. del moto relativo Forze e Momenti trasmessi Classe2 rotazioni 3 forze ed 1 momento 2

COPPIA SFERICAG.d.L. del moto relativo Forze e Momenti trasmessi Classe3 rotazioni 3 forze 37

http://www.youtube.com/watch?v=qxA8MxK9Rc0


0.1.3 Coppie inematihe nel pianoSi de�nise MOTO PIANO il moto di un meanismo quando tutti i punti deisuoi membri si muovono su piani paralleli.Ogni orpo libero di muoversi nel piano ha 3 G.d.L.: due traslazioni ed unarotazione.Nel moto piano le oppie inematihe si riduono aCOPPIA ROTOIDALE G.d.L. del moto relativo Forze e Momenti trasmessi Classe1 rotazione 2 forze 1COPPIA PRISMATICA G.d.L. del moto relativo Forze e Momenti trasmessi Classe1 traslazione 1 forze ed 1 momento 1CAMMA PIANA G.d.L. del moto relativo Forze e Momenti trasmessi Classe1 rotazione ed 1 traslazione 1 forza 2Nel moto piano si onsiderano solo le forze trasmesse nel piano ed i momenti(vettoriali) perpendiolari al piano.
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0.1.4 Equazioni di strutturaUna equazione di struttura fornise il numero di gradi di libertà del meanismo.Per il aso spaziale vale
k = 6 (m− 1)− 5 c1 − 4 c2 − 3 c3 − 2 c4 − c5dove
k = numero G.d.L. del meanismo
m = numero di membri ompreso il telaio
c1 = numero di oppie inematihe di lasse 1
cj = numero di oppie inematihe di lasse jNel aso di moto piano si ha invee (Equazione di Grübler)

n = 3 (m− 1)− 2 c1 − c2dove
n = numero G.d.L.
m = numero di membri ompreso il telaio
c1 = numero di oppie inematihe di lasse 1
c2 = numero di oppie inematihe di lasse 2Esempi:

L'esempio riguarda un quadrilatero le ui oppie rotoidali estreme sono �sseal telaio. Tutte le 4 oppie, rappresentate da erhi bianhi se non �sse al telatioe da erhi neri se �sse al telaio, sono oppie rotoidali (permetto la rotazione) equindi di lasse 1. L'equazione di struttura fornise il risultato
n = 3 (4− 1)− 2× 4 = 19



Il meanismo ha quindi 1 grado di libertà. Infatti è su�iente de�nire laposizione di una manovella per identi�are univoamente la sua on�gurazionespaziale.Bisogna fare attenzione quando vi sono oppie rotoidali sovrapposte omenel seguente aso in ui nel punto A vi sono due oppie rotoidali anzihé unaome potrebbe sembrare.

Il meanismo ha 3 oppie �sse a telaio. Nel punto A on�uisono 3 aste.Serve un usinetto per vinlare una prima asta alla seonda. E serve un ulteri-ore usinetto per vinlare la seonda asta alla terza. per ui nel punto A, anhese si vede un unio erhietto, sono presenti 2 oppie inematihe di lasse 1.L'equazione di struttura fornise il seguente risultato
n = 3 (6− 1)− 2× 7 = 1Un'eezione nella quale l'equazione di struttura fallise nel fornire il risul-tato riguarda la presenza di vinoli sovrabbondanti ome nel seguente esempio

Se non i si aorgesse he i sono vinoli sovrabbondanti, il alolo dei gradidi libertà porterebbe all'errato risultato
n = 3 (5− 1)− 2× 6 = 010



Questo risultato a�erma he il sistema non ha gradi di libertà, e he quindiil meanismo è fermo. In realtà la terza asta a destra, dal punto di vistainematio, non introdue un vinolo aggiuntivo rispetto a quello già realizzatodalle prime due aste a sinistra. Per questo motivo il meanismo ha 1 G.d.L.Passiamo all'analisi di un aso onreto.ESEMPIO: alolo dei gradi di libertà del meanismo assa osillante delpendolino. Si tratta di un meanismo piano se si onsidera solo il movimentoondulatorio del vagone del treno rispetto all'asse longitudinale. La piattaformadel vagone è ollegata on la struttura prinipale a mezzo di 2 bille on 4 oppierotoridali.

Il numero dei gradi di libertà è dato da
n = 3 (m− 1)− 2 c1 − c2 =

= 3(4− 1)− 2 · 4 = 1ESEMPIO: alolo dei gradi di libertà di una piattaforma di Stewart (robotdi tipo parallelo) (meanismo spaziale). Nell'esempio la piattaforma di Stewartè appliata ad una interfaia aptia on la quale un operatore può interagire.In questo aso bisogna impiegare l'equazione di struttura per lo spazio, es-sendo quello in �gura un meanismo spaziale.11

http://www.youtube.com/watch?v=UyX2rxEgFp8
http://www.youtube.com/watch?v=7zgKDgTIfgk&feature=related
http://it.wikipedia.org/wiki/Interfaccia_aptica


Sono presenti 12 oppie inematihe di tipo sfera-guidata (giunti ardani;lasse 2) e 6 oppie inematihe ilindrihe (lasse 2). Gli attuatori agisono suqueste ultime.

L'equazione di struttura porta ad avere
k = 6 (m− 1)− 5 c1 − 4 c2 − 3 c3 − 2 c4 − c5 =

= 6(14− 1)− 4 · 18 = 6Infatti la mano può disporsi nello spazio on 6 gradi di libertà.
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