
Capitolo 1Analisi 
inemati
a diposizione per me

anismiarti
olati piani1.1 De�nizione dello s
hema 
inemati
oLo SCHEMA CINEMATICO di un me

anismo rappresenta gra�
amente ilme

anismo solamente dal punto di vista 
inemati
o e non funzionale. Consistein uno s
hema nel quale sono messe in evidenza solo le geometrie e le dimensioniessenziali, 
ome ad esempio la distanza tra due 
oppie rotoidali. Il me

anismoin alto a sinistra è equivalente 
inemati
amente al me

anismo in basso a destra.Notare 
ome il dis
o 
he ruota in posizione e

entri
a sia assimilabile ad unamanovella, nel nostro 
aso alla manovella OA.
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Il dis
o è imperniato a telaio nel punto indi
ato 
on un 
er
hietto nero. Per
ui ruota attorno a quel punto. La biella indi
ata 
on �b� è 
ollegata al dis
o edal pattino. Pur possedendo essa una forma 
urva 
he, 
on ogni probabilità hauna qual
he funzionalità prati
a, nel me

anismo equivalente viene rappresen-tata 
on un segmento rettilineo 
he 
ongiunge il punto A al punto P. Infatti, dalpunto di vista 
inemati
o, non è importante 
onos
ere la funzionalità di ognisingolo 
orpo, bensì il movimento relativo 
he interviene tra i vari 
orpi inter-
onnessi. Nello s
hema è stato aggiunto il punto G. E' un punto �sso a telaio.In alternativa, si poteva s
egliere un altro punto lungo l'asse di s
orrimento delpattino �sso al telaio. Come sarà esempli�
ato in seguito, il punto G permettedi 
reare una maglia 
hiusa utile alla solizione 
inemati
a del problema1.2 L'equazione di 
hiusuraSi de�nis
ono MECCANISMI ARTICOLATI PIANI quei me

anismi realizzati
on a

oppiamenti rotoidali o prismati
i.L'ANALISI CINEMATICA di un me

anismo 
onsiste nello studiarne laposizione (
ioò la sua 
on�gurazione geometri
a o, se vogliamo, la disposizionedei suoi 
orpi nello spazio) e la sua evoluzione nel tempo.In parti
olare si fa spesso riferemento alla 
osidetta ANALISI CINEMATICADI POSIZIONE.Tale analisi può essere des
ritta nel seguente modo.Assegnati:� un me

anismo 
on un numero n di gradi libertà;� n valori delle 
oordinate indipendenti;
al
olare la posizione di tutti i punti del me

anismo.Per fa
ilitare l'analisi 
inemati
a di posizione, ad ogni membro del me

an-ismo può essere asso
iato uno o più VETTORI.Si introdu
e quindi un SISTEMA DI RIFERIMENTO assoluto. In altreparole, se si lavora nel piano, introdu
iamo un'orgine ed un sistema di 
oordinate
x, y.Solitamente le estremità del vettore 
ongiungono 2 
oppie 
inemati
he 
on-se
utive.

2



Ogni vettore è de�nito da due parametri: il modulo e la posizione angolare;l'angolo è 
onsiderato positivo quando la rotazione avviene in senso antiorariorispetto all'orizzontale (è sempli
emente una 
onvenzione 
he si adotterà d'orain poi).Tutti i vettori del me

anismo 
ostituis
ono un POLIGONO DI VETTORI.Si possono s
egliere i vettori in maniera tale da ottenere un POLIGONO DIVETTORI CHIUSO. Lo s
hema sottostante si riferis
e all'esempio pre
edente.Notare 
ome l'orientazione dei vettori venga �ssata arbitrariamente all'inizio.
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Esiste una propietà 
he sta alla base del 
al
olo 
inemati
o: la sommavettoriale dei vettori di un poligono di vettori 
hiuso è nulla. Per 
ui vale
−→z1-−→z2-−→z3-−→z4=0L'equazione si ottiene nel modo seguente: si s
eglie un verso di per
orrenzadel poligono di vettori (orario od antiorario). Se un vettore ha orientazione
on
orde 
on il verso di per
orrenza del poligono, esso viene sommato positi-vamente, altrimenti negativamente. Nell'esempio, il poligono di vettori è statoper
orso in senso orario, per 
ui ai vettori −→z2 ,−→z3e −→z4 , 
he risultano dis
orsi alsenso di per
orrenz, viene anteposto il segno negativo.L'equazione vettoriale può essere ora PROIETTATA sugli assi di riferimentoorizzontale e verti
ale

z1 cos (ϕ1)− z2 cos (ϕ2)− z3 cos (δ)− z4 cos (ϕ4) = 0

z1 sin (ϕ1)− z2 sin (ϕ2)− z3 sin (δ)− z4 sin (ϕ4) = 0Quando si proietta, gli angoli sono misurati se
ondo la 
onvenzione adottata.L'analisi 
inemati
a prevede 
he vengano forniti i valori delle 
oordinate in-dipendenti. Si �ssa un valore dell'uni
a nostra 
oordinata indipendente, dato
he il sistema è ad 1 grado di libertà: ϕ1per esempio. La manovella (
he, nel-l'esempio, è un dis
o 
ontrato nel punto �O�) avente posizione angolare ϕ1vieneinterpretata in tal modo 
ome elemento motore di tutto il sistema.Nel sistema si possono suddividere le sequenti 
ategorie di dati:DATI GEOMETRICI NOTI: z1,z2,δ,z4,ϕ4I dati geometri
i rappresentano quei dati 
he rimangono 
ostanti nel tem-po e 
he sono dati dalla geometria stessa dei 
orpi e delle 
oppie 
inemati
he
oinvolte. Infatti, nell'esempio z1e z2rappresentano rispettivamente le lunghezzedella manovella e della biella. δ rappresenta la posizione angolare del pattinorispetto all'orizzontale. z4e ϕ4 rappresentano i parametri 
he de�nis
ono la po-sizone del vettore 
he 
ongiunge un punto dell'asse di s
orrimento del pattino al
entro di rotazione del dis
o. Tale vettore è �sso a telaio e quindi i suoi valorisono 
ostanti nel tempo.COORDINATA INDIPENDENTE: ϕ1Le 
oordinate indipendenti rappresentano l'input del problema. Assegnatoil loro valore, tutto il resto è 
al
olabile.INCOGNITE: ϕ2,z3Le in
osgnite sono le variabili 
he devono essere 
al
olate per di�nire inmaniera univo
a la posizone di tutti i vettori 
he 
ompongono i me

anismo.In altre parole, data la posizone della manovella, il problema di analisi 
ine-mati
a 
onsiste nel 
al
olare la posizone di tutti i vettori 
he 
ostituis
ono ilme

anismo.Il sistema è 
ostituito da 2 EQUAZIONI ALGEBRICHE NON LINEARIin 2 in
ognite, sistema 
he, in linea di prin
ipio è risolvibile. Il sistema è nonlineare in quanto le in
ognite sono argomenti di funzioni trigonometri
he. Ciò
omporta 
he, pur essendo
i una soluzione, non sempre è fa
ile 
al
olarla informa 
hiusa. In al
uni 
asi, è ne
essario 
al
olarla per via numeri
a.4



Si supponga 
omunque di aver risolto il sistema e quindi di aver ottenuto,in un modo o nell'altro, il valore delle variabili ϕ2,z3. Ora qualsiasi 
oordinatadel punto del me

anismo è 
al
olabile. Per esempio la posizione del punto P(posizione del punto del pattino) rispetto al sistema di riferimento è data daP=−→z1-−→z2={

z1 cos (ϕ1)− z2 cos (ϕ2)
z1 sin (ϕ1)− z2 sin (ϕ2)

}1.3 Problema 
inemati
o diretto ed inversoIntrodu
iamo le seguenti de�nizioni:I MECCANISMI IN CATENA APERTA sono quei me

anismi per i qualiil poligono dei vettori asso
iati ai 
orpi 
he li 
ompongono non è 
hiuso.Un tipi
o esempio è dato dai robot 
osiddetti SERIALI. Nell'immagine quisotto, a sinistra, è fotografato un robot seriale. La 
atena 
inemati
a dei vettori
he ne de�nis
ono la posizione parte dalla base e termina nel polso del robot.Vengono inve
e de�niti robot PARALLELI quei robot nei quali tutte le 
atene
inemati
he 
he li 
ompongono si 
hiudono a �telaio�. L'esempio è dato dalsimulatore di volo in �gura in basso a destra. I robot paralleli vengono impiegatiper la loro rigidezza e velo
ità. Si intuis
e fa
ilmente 
ome qualsiasi 
atena
inemati
a 
he parte da un pistone idrauili
o 
he sta alla base si ri
hiude su unaltro pistone sempre alla base. Si ha quindi a 
he fare 
on un MECCANISMOCON CATENE CHIUSE.

Per quanto riguarda i me

anismi in 
atena 
inemati
a aperta, l'analisi
inemati
a può essere di due tipi. 5
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Per fo
alizzare le idee, 
ome esempio di 
al
olo, si 
onsideri il seguente robotpiano a 3 GdL. Si tratta dello s
hema di un robot piano 
he può disporre l'ulti-mo membro della 
atena, solitamente 
hiamato END-EFFECTOR, in qualsiasipunto del piano e 
on qualsiasi orientazione. L'ultima a�ermazione vale so-lamente se la posizione da raggiungere è all'interno dello spazio di lavoro delrobot.

PROBLEMA CINEMATICO DIRETTO: Assegnate le 
oordinate libere ϕ1,ϕ2,ϕ3,
al
olare le 
oordinate del punto ANon serve risolvere un sistema di equazioni (
ome nel problema 
inemati
odiretto per un me

anismo in 
atena 
hiusa). Il risultato è sempli
emente datoda A=−→z1+−→z2+−→z3={

z1 cos (ϕ1) + z2 cos (ϕ2) + z3 cos (ϕ3)
z1 sin (ϕ1) + z2 sin (ϕ2) + z3 sin (ϕ3)

}PROBLEMA CINEMATICO INVERSO: Assegnate le 
oordinate del pun-to A e l'orientazione dell'ultimo membro 3 (posizione dell'utensile del robot),
al
olare il valore delle 
oordinate indipendenti.Si introdu
e il vettore z4=O-A=⇒z4=-A per avere un poligono di 
hiusura.S
riviamo le equazioni vettoriali e proiettiamole lungo le 
oordinate 
artesiane.
−→z1 +

−→z2 +
−→z3 +

−→z4 = 0 =⇒
−→z1 +

−→z2 +
−→z3 −A = 0 =⇒

{

z1 cos (ϕ1) + z2 cos (ϕ2) + z3 cos (ϕ3)− xA

z1 sin (ϕ1) + z2 sin (ϕ2) + z3 sin (ϕ3)− yA

}

= 0Bisogna risolvere un sistema di EQUAZIONI NON LINEARI nelle variabili
ϕ1 e ϕ2, in quanto le variabili sono argomenti di funzioni seni e 
oseni. Essendoil sistema 
omposto da due equazioni in 2 in
ognite esiste una soluzione. Si6



vede 
ome generalmente, a 
ausa della non linearità, l'analisi 
inemati
a inversaabbia soluzione meno immediata dell'analisi 
inemati
a diretta.1.4 Poligoni di 
hiusura a più maglieFin'ora 
i siamo o

upati di me

anismi ad un uni
a maglia. Però me

anismi
omplessi possono avere PIU' MAGLIE di 
hiusura.L'analisi 
inemati
a porta ad una soluzione quando il doppio del numero dimaglie indipendenti è pari al numero delle in
ognite, 
ioè:numero maglie indipendenti × 2 = numero in
ogniteViene de�nita MAGLIA INDIPENDENTE ogni maglia la 
ui equazione vet-toriale asso
iata non può essere 
ombinazione lineare delle equazioni vettorialiasso
iate alle altre maglie.Consideriamo l'esempio in �gura

Il me

anismo ha 1 GdL. S
riviamo 2 equazioni di 
hiusura vettoriali 
he si
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ri
avano dal per
orrere le due maglie 
ontigue in senso orario
−→z1 +

−→z2 +
−→z3 +

−→z4 −
−→z5 = 0

−→z6 +
−→z7 +

−→z8 −
−→z9 −

−→z4 −
−→z3 = 0

=⇒

z1 cos (ϕ1) + z2 cos (ϕ2) + z3 cos (ϕ3) + z4 cos (ϕ4)− z5 cos (ϕ5) = 0

z1 sin (ϕ1) + z2 sin (ϕ2) + z3 sin (ϕ3) + z4 sin (ϕ4)− z5 sin (ϕ5) = 0

z6 cos (ϕ6) + z7 cos (ϕ7) + z8 cos (ϕ8)− z9 cos (ϕ9)− z4 cos (ϕ4)− z3 cos (ϕ3) = 0

z6 sin (ϕ6) + z7 sin (ϕ2) + z8 sin (ϕ8)− z9 sin (ϕ9)− z4 sin (ϕ4)− z3 sin (ϕ3) = 0Le due equazioni vettoriali, una volta proiettate, hanno portato ad un sis-tema s
alare 
omposto da 4 equazioni.Si �ssa una 
oordinata indipendente,ϕ1, 
he assume quindi il signi�
ato dielemento motore del me

anismoPer questioni geometri
o, valgono le sequenti relazioni tra gli angoli 
oinvoltinel sistema:
ϕ3 = ϕ2

ϕ7 = ϕ6 + π + χ

ϕ8 = ϕ7 − β = ϕ6 + π + χ− β

ϕ5 = 0

ϕ9 = 0Dati geometri
i noti sono z1,z2,z3,z4,z5,z6,z8,z9,χ eβRimangono le 4
ognite: ϕ2,ϕ4,ϕ6 e z7An
ora una volta si ha a 
he fare 
on un sistema di 4 equazioni in 4 in
ognite,per
iò risolvibile.Non tutte le maglie s
rivibili rappresentano equazioni linearmente indipen-denti. Ad esempio la maglia esterna la 
ui equazione di 
hiusura è −→z1 + −→z2 +
−→z6 +

−→z7 +
−→z8 −

−→z9 −
−→z5 = 0 si ottiene 
ome somma delle pre
edenti.1.4.1 Metodo numeri
o di soluzione dell'equazione di 
hiusuradi posizioneLa soluzione delle equazioni di un sistema non lineare possono essere:UNICHEMOLTEPLICINON ESISTERE 8



Un metodo numeri
o usato per la soluzione del sistema è il metodo diNEWTON-RAPHSON

Consideriamo prima il 
aso di una uni
a equazione non lineare s
alare rap-presentata dalla 
urva generi
a in �gura.Obiettivo dell'analisi è quello di trovare lo zero della funzione f (x)

f (x) = 0Si parte da un punto qualsiasi x1di primo tentativo.Se f (x1) = 0 allora x1 è già la soluzione 
er
ata, altrimenti si prosegue.Si trova lo zero della retta tangente ad f (x) nel punto x1. Tale retta è datadallo SVILUPPO DI TAYLOR di f (x) tron
ato al termine lineare (vedi �gura)
g (x) = f(x1) +

df

dxx=x1

(x− x1)Lo zero di tale retta (g (x) = 0 ) è
x2 = x1- 1

df
dxx=x1

f (x1)Consideriamo ora la retta tangente ad f (x) nel nuovo punto x2 = x1 −

1
df
dxx=x1

f (x1) . Da qui si trova una nuova retta tangente, se ne 
al
ola lo zero e
osì via.In generale l'iterazione è
xi+1 = xi −

1
df
dxx=xi

f (xi) (1.1)9



Si può fa
ilmente notare 
ome gli zeri delle su

essive rette tangenti xi
onvergano alla soluzione 
er
ata.Il pro
endimento terminerà nel momento in 
ui is raggiungerà la 
ondizioneper il TERMINE DELL'ITERAZIONE
xi+1 − xi < εper ε pre�ssato, oppure
f (xi+1) < εLa teoria, espli
ata per il 
aso di singola variabile, puù essere fa
ilmenteestesa al 
aso 
on n variabili. Con tre variabili, ad esempio, il problema 
onsistenel trovare le soluzioni del seguente sistema

F (x, y, z) =







f1 (x, y, z)
f2 (x, y, z)
f3 (x, y, z)







=







0
0
0





Lo sviluppo di Taylor della funzione, tron
ato al primo ordine, fornis
e
F (x, y, z) =







f1 (xi, yi, zi)
f2 (xi, yi, zi)
f3 (xi, yi, zi)







+







∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f1
∂z

∂f2
∂x

∂f2
∂y

∂f2
∂z

∂f3
∂x

∂f3
∂y

∂f3
∂z













xi+1 − xi

yi+1 − yi
zi+1 − zi





La formula iterativa, similmente alla formula 1.1,è






xi+1

yi+1

zi+1







=





xi

yi
zi







-






∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f1
∂z

∂f2
∂x

∂f2
∂y

∂f2
∂z

∂f3
∂x

∂f3
∂y

∂f3
∂z















−1







f1 (xi, yi, zi)
f2 (xi, yi, zi)
f3 (xi, yi, zi)





dove J=





∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f1
∂z

∂f2
∂x

∂f2
∂y

∂f2
∂z

∂f3
∂x

∂f3
∂y

∂f3
∂z






è lo ja
obiano della funzione.ESEMPIOAppli
hiamo quanto visto al quadrilatero arti
olato in �gura
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I dati geometri sono: z1=0,1m, z3=0,17m, z4=0,4m, δ=84°, mentre ϕ1=60°è il valore assegnato alla 
oordinata indipendente.Dalla s
rittura delle equazioni vettoriali di 
hiusura si ottiene
−→z1 +

−→z2 +
−→z3 −

−→z4 = 0 =⇒
{

z1 cos (ϕ1) + z2 cos (ϕ2) + z3 cos (ϕ2 − δ)− z4
z1 sin (ϕ1) + z2 sin (ϕ2) + z3 sin (ϕ2 − δ)

}

= 0 =⇒Formula iterativa risulta in 
on
lusione
{

ϕ2

z2

}

i+1

={

ϕ2

z2

}

i

-J−1F (ϕ2i,z2i)dove
J =

[

−z2 sin (ϕ2)− z3 sin (ϕ2 − δ) cos (ϕ2)
z2 cos (ϕ2) + z3 cos (ϕ2 − δ) sin (ϕ2)

]

F (ϕ2, z2) =

{

z1 cos (ϕ1) + z2 cos (ϕ2) + z3 cos (ϕ2 − δ)− z4
z1 sin (ϕ1) + z2 sin (ϕ2) + z3 sin (ϕ2 − δ)

}

1.4.2 S
omposizione in sottopoligoni risolubili separata-menteSvantaggi del metodo di Newton-Raphson:- aumento delle dimensioni di J all'aumentare della 
omplessità del me

an-ismo;- aumento delle soluzioni multiple, 
he a propria volta, introdu
e di�
oltànello s
egliere quella 
orretta.In alternativa, per sempli�
are la soluzione 
inemati
a, è possibile s
omporreil me

anismo inSOTTOMECCANISMI, a patto 
he questi sottome
hanismi abbiano una
inemati
a su�
ientemente sempli�
ata tale da fornire una soluzione. Questoappro

io permette di s
omporre il problema 
omplessivo 
inemati
o in sotto-problemi.
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I sottome

anismi, per essere risolubili, devono essere a MOBILITA' NUL-LA. Un me

anismo (o sottome

anismo) si di
e a mobilità nulla quando possiede0 gradi di libertà.Per 
apire 
ome funziona il pro
esso di soluzione fa

iamo riferimento al-la �gura sopra 
he rappresenta il 
onsueto me

anismo a 2 maglie ad 1 gradodi libertà. Lo si può s
omporre in 3 sottome

anismi (�gura 
entrale). Pare-tendo da sinistra si avrà una manovella, la 
ui posizione è data dal valore della
oordinata indipendente.Nella parte sottostante della �gura sono rappresentate la manovelle e 2
atene 
inemati
he. La prima, partendo da sinistra è risolvibile, per
hè, s
riven-to l'equazione di 
hiusura, si ottiene un sistema di due equazioni in 2 in
ognite.Una volta risolta questa 
atena, risultano noti an
he gli angoli ϕ3e ϕ4. Attraver-so la 
nonos
enza di questi angoli è possibile risolvere an
he la 
atena 
inemati
aa destra, dato 
he il sistema 
he ne deriva e 
aratterizzato dall'avere 2 equazioni12



in 2 in
ognite. Il problema 
omplessivo è stato s
omposto in due sottoproble-mi. Osservazione: non era possibile risolvere la 
atena 
inemati
a di destra epoi quella di sinistra. Quando si s
ompone un me

anismo in sottome

anismibisogna seguire un per
orso obbligato.Il sottome

anismo la 
ui analisi 
inemati
a di posizione viene risolta puòessere interpretato 
ome un telaio per il sottome

anismo 
he gli sta a valle.1.5 Diadi, triadi e tetradiQUali sono i me

anismi a mobilità nulla? Come si fa a ri
onos
erli? Perindividuare i sottome

anismi piani a mobilità nulla (detti an
he GRUPPI DIASSUR) basta ri
orrere all'equazione di Grübler (si 
onsiderano solo 
oppie
inemati
he di 
lasse 
1). Se un me

anismo è a mobilità nulla l'equazione diGrübler dovrà fornure un risultato nullo.3(m− 1)− 2 · c = 0Per 
apire la struttura di un me

anismo a mobilità nulla bisogna individuarequando l'equazione ottenuta è soddisfatta. Le 
ombinazioni di soluzioni piùinteressanti sono m = 3 
 = 3 DIADEm = 5 
 = 6 TRIADE o TETRADEO

upiamo
i delle diedi, non sono per
hè sono più sempli
i da trattare,ma an
he per
hè la stragrande maggioranza dei me

anismi sono 
ostituiti daassemblati di diadi.La diade è 
omposta da tre MEMBRI BINARI, dato 
he m = 3. Si de�nis
emembro binario un membro 
on 2 
oppie 
inemati
he agli estremi. Nella diadevi sono 3 
oppie 
inemati
he presenti.L'aspetto signi�
ativo delle diadi è 
he o�rono una SOLUZIONE ANALIT-ICA al problema 
inemati
oConsiderando tutte le 
ombinazioni di 
oppie 
inemati
he, si possono ot-tenere 5 tipi di�erenti di diadi.RRR
RPR 13



PRR
PRP
PPR
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La diade PPP non è presa in 
onsiderazione per
hé non rappresenta unme

anismo a mobilità nulla.Valutiamo 
ome sia sempre possibile ri
avare la soluzione analiti
a delle variediadi in forma 
hiusa.1.5.1 Diade RRR (rotoidale-rotoidale-rotoidale)Partiamo dalla diade più sempli
e, la diade RRR. I dati sono forniti dalla tabella.Tipo Dati geometri
i Dati noti In
ogniteRRR z1,z2 xA,yA,xB,yBoppurezt, ϕt

ϕ1, ϕ2Osserviamo la �gura. La diade RRR è in sostanza un ar
o a tre 
erniere.A�n
hè l'analisi 
inemati
a sia possibile debbono essere note le posizione delledue 
oppie rotoidali estreme. Queste ultime possono essere �sse a telaio, oppurepossono essere 
ollegate ad altri sottome

anismi del sistema 
omplessivo. Per
ui, risolti 
inemati
amente questi ultimi me

anismi, si ries
e a 
onos
ere laposizione delle 
oppie rotoidali A e B. Ripetiamo quindi 
he la s
omposizione ingruppi prevede una soluzione 
inemati
a �in 
as
ata�, partendo dai sottome

a-nismi prossimi al membro motore e proseguendo alle diadi su

essive. A�ermare
he le posizioni di A e B diventano note (
al
olate) equivale a dire 
he la diadiRRR è �blo

ata� ad un telaio �ttizio.
15



Se sono noti solamente le 
oordinate dei punti A e B, si 
al
ola modulo eposizione angolare del vettore 
he 
ongiunge le 
oppie rotoidali estreme
zt =

√

(yB − yA)
2
+ (xB − xA)

2

ϕt = arctan 2 ((yB − yA) , (xB − xA))L'ar
tan2 è una funzione simile all'ar
otangente. L'ar
otangente fornis
eun valore 
he è 
ompreso tra -π/2 e π/2. L'arctan2 fornis
e un valore 
hepuò essere 
ompreso tra 0 e 2π. L'ar
otan2 fornis
e la posizione angolare diun vettore rispetto all'orizzontale se
ondo la 
onvenzione data. Notare 
he perfornire il valore angolare, la funzione ha bisogno di due argomenti: la proiezionelungo la direzione y del vettore e la proiezione del vettore lungo la direzione x.La notazione arctan 2 si rifà alla stessa sintassi utilizzata in Matlab.Per il teorema di CARNOT si 
al
olano gli angoli interni del triangolo 
heè sofrapposto alla diade
γ1 = arccos

(

z2t + z22 − z21
2ztz2

)

γ2 = arccos

(

z2t + z21 − z22
2ztz1

)in�ne, sommando gli angoli in maniera appropriata all'angolo del vettorerappresentante il �telaio �ttizio� si ottengono gli angoli delle 2 manovelle 
herappresentavano le in
ognite del sistema.
ϕ2 = ϕt − γ1

ϕ1 = ϕt − π + γ2Notare 
he, a parità di dati iniziali, si poteva trovare un'altra soluzione, 
omeè evidenziato dalla seguente �gura. 16
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Infatti, �ssate le posizioni delle 
oppie rotoidali estreme, l'ar
o a 3 
ernierepotrebbe essere rivolto verso l'alto od il basso. La 
on�gurazione 
orretta la siri
ava dal 
ontesto1.5.2 Diade RPR (rotoidale-prismati
a-rotoidale)Tipo Dati geometri
i Dati noti In
ogniteRPR z1,z3, α, β xA,yA,xB,yBoppurezt, ϕt

ϕ1,z2oppure
ϕ3,z2An
ora una volta sono note lòe posizioni delle due 
oppie rotoidali estreme.

17



zt e ϕt si determinano 
ome per la diade pre
edente, 
on l'avvertenza diosservare 
he il vettore zt è orientato verso sinistra in alto
zt =

√

(yA − yB)
2 + (xA − xB)

2

ϕt = arctan 2 ((yA − yB) , (xA − xB))Si pro
ede tra

iando una retta passante per il punto A e perpendi
olare al-la direzione di traslazione del pattino. Su

essivamente si tra

ia un'altra rettapassante per il punto B e perpendi
olare alla retta AC tra

iata pre
edente-mente.Si 
al
ola la lunghezza dei seguenti segmenti:
BD = z3 sin (α)

DE = z3 cos (α)

AC = z1 sin (β)

CF = z1 cos (β)Poi
hé CD = HB ed osservando il triangolo AHB, si ottiene il valore di HBla posizione del pattino de�nita dal modulo del vettore z2(
he rappresentavauna delle due in
ognite)
HB =

√

z2t − (AC −BD)2

z2 = HB − CF −DESi 
al
olano i seguenti angoli, 
he servono per individuare la se
onda in
og-nita e 
ioè la posizione angolare del membro AF.
HÂB = arccos

(

AC −BD

zt

)

FÂB = HÂB − (
π

2
− β)

ϕ1 = ϕt − π + FÂBNotiamo 
he, una volta noto l'angolo ϕ1tutti i rimanenti angolo sono fa
il-mente 
al
olabili
ϕ2 = ϕ1 + π − β

ϕ3 = ϕ2 − α1.5.3 Diade RRP (rotoidale-prismati
a-prismati
a)La parti
olarità di questa tipologia di diade rispetto alle pre
edenti è 
he questavolta non vi sono due 
oppie rotoidali agli estremi. Si ha a 
he fare 
on una
oppia rotoidale. Per 
ui, in questo 
aso, i dati noti sono la posizione della 
oppia18



rotoidale A e la 
on�gurazione dell'asse di s
ottimento del pattino. Quest'ultimoè de�nito una volta 
he siano noti un qualsiasi suo punto (punto B in �gura) ela sua posizione angolare (angolo δ).Tipo Dati geometri
i Dati noti In
ogniteRRP z1,z2, γ xA,yA,xB ,yB, δ ϕ1,z3

Il vettore di �telaio �ttizio� è rappresentato dal segmento BA. Si pro
ede tra
-
iando la retta passante per A e perpendi
olare all'asse di traslazione. Su

essi-vamente si tra

ia un'altra retta, passante per G e perpendi
olare alla pre
edenteAH.Cal
oliamo prima l'angolo ϕ1, 
ioè la prima in
ognita, lavorando sul trian-golo GSA
µ = arctan

(

yA − yB
xB − xA

)

χ = π − µ− δ

AH = zt sin (χ)

LG = z2 sin (γ)

α = arccos

(

AH − LG

z1

)

ϕ1 = δ −
π

2
+ α

19



Cal
oliamo z3 (se
onda in
ognita) lavorando 
ol segmento LB
LB = HB + LH =

= zt cos (χ) + z1 sin (α)

z3 = LB − z2 cos (γ)1.5.4 Diade PRP (prismati
a-rotoidale-prismati
a)In questa diade vi sono due 
oppie prismati
he agli estremi. Per 
ui i dati diinput del problema sono le 
on�gurazioni degli assi di s
orrimenti, 
he risultanonote una volta 
he vengono forniti 2 punti qualsiasi (A e B) sui quali passanogli assi e le loro posizioni angolari (ϕ1, ϕ4)Tipo Dati geometri
i Dati noti In
ognitePRP z2,z3, γ, β xA,yA,xB,yB, ϕ1, ϕ4 z1,z4

Notare 
he le in
ognite sono moduli di vettori. Non vi è al
un angolo in
ogni-to. Ciò permette di impostare una equazione di 
hiusura ottenento, a di�erenzadelle altre diadi, una soluzione lineare del sistema.Gli angoli sono tutti ri
avabili
zt =

√

(yB − yA)
2
+ (xB − xA)

2

ϕt = arctan 2 ((yA − yB) , (xA − xB))20



ϕ2 = ϕ1 − π + γ

ϕ3 = ϕ4 + π − βSi per
orre la maglia dei vettori in senso orario ottenendo l'equazione vetto-riale 
he viene poi proiettata lungo le due 
oordinate
~z1 + ~z2 − ~z3 − ~z4 + ~zt = 0

=⇒

z1 cos (ϕ1) + z2 cos (ϕ2)− z3 cos (ϕ3)− z4 cos (ϕ4) + zt cos (ϕt) = 0

z1 sin (ϕ1) + z2 sin (ϕ2)− z3 sin (ϕ3)− z4 sin (ϕ4) + zt sin (ϕt) = 0Sapendo 
he le in
ognite sono z1,z4, si pone il sistema in notazione matri
iale
[

cos (ϕ1) − cos (ϕ4)
sin (ϕ1) − sin (ϕ4)

]{

z1
z4

}={

d1
d2

}dove
d1 = −z2 cos (ϕ2) + z3 cos (ϕ3)− zt cos (ϕt)

d2 = −z2 sin (ϕ2) + z3 sin (ϕ3)− zt sin (ϕt)La soluzione è
{

z1
z4

}

=

[

cos (ϕ1) − cos (ϕ4)
sin (ϕ1) − sin (ϕ4)

]

−1 {

d1
d2

}

=

=
1

cos (ϕ4) sin (ϕ1)− cos (ϕ1) sin (ϕ4)

[

− sin (ϕ4) cos (ϕ4)
− sin (ϕ1) cos (ϕ1)

]{

d1
d2

}

=
1

sin (ϕ1 − ϕ4)

[

− sin (ϕ4) cos (ϕ4)
− sin (ϕ1) cos (ϕ1)

]{

d1
d2

}1.5.4.1 Diade PPR (prismati
a-rotoidale-prismati
a)L'analisi di questa diade non si dis
osta di molto dalla pre
edente, datto 
he visono due in
ognite z1,z4 
he non sono argomenti di funzioni trigonometri
he. Siotterrà alla �ne un sistema lineare sfruttando l'equazione di 
hiusura.Tipo Dati geometri
i Dati noti In
ognitePPR z2,z3, γ, β, δ xA,yA,xB,yB, ϕ1 z1,z4
21



Gli angoli sono tutti ri
avabili
zt =

√

(yB − yA)
2 + (xB − xA)

2

ϕt = arctan 2 ((yA − yB) , (xB − xA))

ϕ2 = ϕ1 − π + γ

ϕ4 = ϕ2 + δ

ϕ3 = ϕ4 + β − πL'equazione di 
hiusura ed il sistema sono
~z1 + ~z2 − ~z3 − ~z4 + ~zt = 0

=⇒

z1 cos (ϕ1) + z2 cos (ϕ2)− z3 cos (ϕ3)− z4 cos (ϕ4) + zt cos (ϕt) = 0

z1 sin (ϕ1) + z2 sin (ϕ2)− z3 sin (ϕ3)− z4 sin (ϕ4) + zt sin (ϕt) = 0In notazione matri
iale
[

cos (ϕ1) − cos (ϕ4)
sin (ϕ1) − sin (ϕ4)

]{

z1
z4

}={

d1
d2

}dove
d1 = −z2 cos (ϕ2) + z3 cos (ϕ3)− zt cos (ϕt)

d2 = −z2 sin (ϕ2) + z3 sin (ϕ3)− zt sin (ϕt)22



La soluzione è
{

z1
z4

}

=

[

cos (ϕ1) − cos (ϕ4)
sin (ϕ1) − sin (ϕ4)

]

−1 {

d1
d2

}

=

=
1

sin (ϕ1 − ϕ4)

[

− sin (ϕ4) cos (ϕ4)
− sin (ϕ1) cos (ϕ1)

]{

d1
d2

}
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