Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite soltanto per morte

STIMA DI MODELLI DI SOPRAVVIVENZA NON PARAMETRICI
USCITE SOLTANTO PER MORTE

Con riferimento alla classe di eta ]x, x +1] supponiamo di avere osservato n, individui e di

disporre di dati individuali esatti riassunti, per ogni individuo i che contribuisce alla
osservazione per tale classe di eta, dal vettore delle durate

(r, s, t) i=1,...,n,

essendo

X+ I'eta di ingresso in osservazione nella classe di eta [x,x+1] con 0<r, <1

x+s; l'etd di uscita pianificata dalla osservazione per la classe di eta |x,x+1] con
0<si <1

X+ 1 I'eta di uscita per morte se 6 = x+t;, altrimenti t; =0

Nota: se il riferimento € I'anno di vita, x+r;, X+5s; € X+t; Sono eta esatte, se il riferimento

e I'anno di polizza (o I'anno di calendario), x € I'eta arrotondata all’anniversario di polizza
ed r, s; e t; sono durate riferire all'anno di polizza (o all'anno di calendario).
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Stima con il metodo dei momenti

Si definiscono i n.a.

1 sel'individuo i decedenella classe di eta x
0 altrimenti

Si definisce il n.a. D, dei decessi nella classe di eta [x,x +1]
nX
Dy = 2D
i=1
Nell'ipotesi che il modello di descrizione della sopravvivenza sia lo stesso per ogni | si ha

n, n,
E(Dx ) = _%E ( D )= _glsi —r; QX+ri

Sia d, il numero dei decessi osservati nella classe di eta |x,x +1];
si puo scrivere quindi 'equazione dei momenti

nX
E(Dy)=dy A glsi—ri Oxsr. =dy
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A) Nell'ipotesi , =0 e s; =1 per ogni i si ha

nX
_lei—ri Ox+r, = dy < 0Oy ny=dy
|:

La stima ottenuta coincide con la stima di massima verosimiglianza di g, in ipotesi di
distribuzione Binomiale(n,,qy) per il n.a. D,

B) Nell'ipotesi di interpolazione lineare con r; =0 per ogni i si ha

r]X nX nX

Z s;—r Ux+r. = dy < Z s, Ox = dy < Z Sj Oy = dy
1=1 1=1 1=1

dy

nX

2 Si

=1

= U=

essendo in tale ipotesi ;q, =S gy
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C) Nell'ipotesi di interpolazione esponenziale

S—r
s—rOx+r =1— (1_ CIX)
che richiede di risolvere 'equazione dei momenti numericamente

D) Nell'ipotesi di interpolazione iperbolica con s; =1 per ogni i si ha

n

nX X nX
lei—ri Oxir, =0x <& 21O, =0x < 'Zl(l_ ;) Oy = dy
= 1=

i =1

d,
r.]X
> 1)
i=1

essendo in tale ipotesi 1_ gy, =(@—Tr) gy

= Oy =

Per risolvere 'equazione dei momenti in forma chiusa

Ny

_Z S;—T, Clx+ri = dx
1=1

si formula, in generale, la seguente ipotesi: s—rOysr =(S—T)Qy
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Si ha allora
nX nX
_lei—ri Oxir, =0y < _Zl(si — ;) Oy = dy
1= =
d
= Oy = n, :
2 (si—1)
1=1
nX
dove Y (s;—r) & detta esposizione totale pianificata nella classe di eta ]x,x +1]
i1
Sia
~ D
Ox = n, X
2 (si—1)
1=1

lo stimatore del quale la stima ¢, e il valore osservato
Sotto l'ipotesi
s—rdx+r = (s—r) Ox

d, € non distorto, infatti  E(d, )= g,



Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite soltanto per morte

Inoltre, in ipotesi di indipendenza stocastica dei n.a. D;, i = 1,...,n,, Si ha

ny ny Ny 2 Ny 2
Z Si—F, qx+ri (:I-_si—ri CIx+ri ) Z (Si o ri)qx(l_ (Si o ri)QX) qx_z (Si o ri) — 0y Z (Si - ri)
Var(qx )= 1=1 — 1=l = =1 1=1

Ny 2 Ny 2 ny 2
{Z (si - ri)} {Z (si - ri)} {Z (sj — ri)}

Sostituendo al posto di g, il valore stimato g, si ottiene una stima di Var(g, ).

Se si considera invece l'ipotesi cosiddetta “binomiale”, cioé

EG -0, Var(@)- BE-%
_gl(si —)

Si ottiene la seguente stima della Var(E]'X )

Vér(qx ): gx(l_QX)
_%(Si - )
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Stima con il metodo della massima verosimiglianza

Con riferimento alla classe di eta [x,x +1] per scrivere la verosimiglianza delle osservazioni
(ri’Si'ti) i=1,...,7’lx

definiamo, perognii =1,...,n,, i n.a.

TW durata aleatoria di vita dell'individuo i nellintervallo di eta ]x, x +1]
Nota: T ha determinazioni Jr;, s;]

Indicato con T") " la durata aleatoria di vita dell'i-esimo individuo in vita all'eta x+r; si ha

7O = min(T(i) +1, si)

X+,
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Nell’ipotesi che per ogni individuo i la durata aleatoria di vita sia descritta dallo stesso
modello di sopravvivenza, dotato di funzione di densita, si ha

0 t<r
PTW <t) = Feor (t=1) 1 <t<s;
1 tZSi

ed e inoltre P(T M= 5;) =1- |:x+ri (Si - ri):]—_si—ri Ox-+r, =s;—r, Px+r,

Quindi se l'individuo i decede con eta esatta x +t; la verosimiglianza di tale osservazione

N

e
fx+ri (ti - ri): ti—r, Px+r, /U(X+ti)

Se invece l'individuo i raggiunge in vita I'eta di uscita pianificata x +s;, la verosimiglianza
di tale osservazione €

s—1 Px+r
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Si definiscono

S ={i| I'individuo i & in vita all'eta x +s; } survival

D = {i | I'individuo i esce per morte all'eta x +t; } death

In ipotesi di indipendenza stocastica dei n.a. 70 |3 verosimiglianza delle osservazioni e

L:_H si—1 Px+r. '_H 1Ex+ri (ti _ri): _H s, -1 Pxa+r, '_H ti—r. Px+r ,U(X-i-ti)
€S IeD 1€S IeD

A)  Nellipotesi di interpolazione esponenziale u(x+t)=, , 0<t<1

_ oM (5i—1)
s,— Px+r, =€ 77

la verosimiglianza e

L= e 5. prfemin ux)=exp{— ux(_z(si —h)+ 2t - n)ﬂ-(ux)"x

ieS ieD IeS ieD
dove d, =#D
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La log-verosimiglianza e allora

I =logL :{_ﬂx( 2(si—nh)+ 2(t - ri)ﬂ"'dx log(4)

ieS ieD

Risolvendo I'equazione di verosimiglianza si trova

. dy
Hy =
2(si—h)+ 2(ti—n)
€S ieD
dove Y(s;—h)+ X(t—r) e detta esposizione esatta
ieS ieD
Se poniamo

Ex = X(si—1)+ Xt —n)
1eS 1eD
si ha

L :e_:uXE)((: . (,le)dx
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Osservazione

Sia D, il n.a. dei decessi nella classe di eta |x,x +1], in ipotesi di distribuzione di Poisson

di parametro uXEfE si ha
c c \d
P(D, =d ):Me_ﬂng _ Ex e—ﬂxEc O o L
o d,! d,! X

Pertanto ai fini della stima di massima verosimiglianza dell’intensita istantanea di
mortalita sono equivalenti le ipotesi esponenziale e di distribuzione di Poisson per il n.a.

dei decessi D, con E(D,) = u,E<

B)Nell'ipotesi di interpolazione lineare

1_Si qx
= HX+1 )=
1-1; gy beet) 1-t; gy

indicato con d, =#D, la verosimiglianza e

s,—1; Px+r,

1-sq9 1-t. g q 3 .
L:H#H( I HX X j: H 1_r_q Hl_sq q X
ies 11 dy iep\1-1 Ox 11 0y iESUD( ) ieS( %) G
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Dalla log-verosimiglianza
| =logL=- Zlog(l_ f qx)"‘ Zlog(l_si CIx)"' dy IOg(Qx)
ieSuD ieS
si ottiene I'equazione di log-verosimiglianza che puo essere risolta per via numerica

Z IFI _Z Si +dX_O

icsopl—r 0y icsl—-s 0y Oy

Osservazione

Soluzioni in forma chiusa possono essere ottenute per dati particolari (p. es.se ;=0 e
s; =1 per ogni i) e nel caso di particolari dati raggruppati (per es. se nel caso s; =1 per

ogni 1, si considera una comune eta media di ingresso r con 0<r <1 per ogni I, oppure
nel caso r; =0 per ogni i, se si considera una comune eta media di uscita pianificata S

con 0<s<1 perognii)

Vedi London, cap. 7
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