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Sunto

Il teorema di Davis-Putnam-Robinson asserisce che

R ⊆ E

i.e., che ogni insieme enumerabile ricorsivamente (in breve ‘r.e.’)
può essere definito esistenzialmente in termini dell’esponenziazione.

∥∥∥∥ Ne discende: Non c’è algoritmo in grado di stabilire, di ogni
equaz. diofantea esponenziale, se abbia o no soluzione su N.
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può essere definito esistenzialmente in termini dell’esponenziazione.
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Rilevanza

La dimostrazione di

R ⊆ E

permise di ridurre all’ipotesi J.R. circa l’esistenza di relaz.
diofantee polinomiali a crescita esponenziale, ∴

E ⊆ D ,

contemporaneamente la ‘daring hypothesis’1 di [Dav53]

R ⊆ D

e il X di Hilbert.
1V. [Mat93, pag. 99]
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Enunciato del teorema DPR e come affrontarne la dim.

Teorema ( Davis-Putnam-Robinson ). Sia

g : Nm −→ N ∪ { ⊥ }

una funzione computabile — anche solo parzialmente. Allora il
grafo di g , i.e.

G(a0, a1, . . . , am) ↔Def a0 = g(a1, . . . , am)

è una relazione diofantea esponenziale.

Dim. (traccia): Per definire esistenzialmente G, specificheremo
tramite equazioni diofantee esponenziali il funzionamento di un
programma π computante g . a
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Costruz. che dimostrerà, alla Jones-Matiyasevich, il DPR

π ↪→ Aritmetizzatore
↪→ Esn(a0, a1, . . . , am, s, ~z ) =

Edx(a0, a1, . . . , am, s, ~z )
m ↪→ dei programmi

L’equazione Esn = Edx avrà soluzione, per
∧m

i=0 ai = ai , sse
l’esecuzione di π, avviata sui dati a1, . . . , am, giunge a STOP in
un numero s ∈ N di passi fornendo a conclusione il risultato a0 .

Matiyasevich [Mat74]:

È evitabile che l’eq. Esn = Edx sia sotto-determinata.
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Programmazione di una macchina a registri –I

Introduciamo un linguaggio di programmazione che
comprende le variabili

R0 , R1 , R2 , · · · ( ad infinitum )

a valori in N .

Vi sono istruzioni di cinque sorte, ove j , k ∈ N:

Rj ← Rj + 1 incremento

Rj ← Rj − 1 decremento

IF Rj = 0 GOTO k salto condizionato

GOTO k salto incondizionato

STOP arresto
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Programmazione di una macchina a registri –II

Per programma intendiamo una lista =0, . . . ,=` d’istruzioni di
dette sorte, con ` ∈ N, soggetta alle seguenti limitazioni:

• Quando un’istruzione =i della lista ha la forma

IF Rj = 0 GOTO k oppure la forma GOTO k ,

deve aversi 0 6 k 6 ` e k 6= i + 1; inoltre =k non dev’essere
un’istruzione di decremento.

• Ogni istruzione Rj ← Rj − 1 di decremento dev’essere
immediatamente preceduta da un enunciato

IF Rj = 0 GOTO k , dove il numero k è tenuto,

ovviamente, a soddisfare le restrizioni del punto precedente.

• =` è una STOP, l’unica che compare nella lista.

Eugenio G. Omodeo – Università di Trieste – R ⊆ E
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• =` è una STOP, l’unica che compare nella lista.

Eugenio G. Omodeo – Università di Trieste – R ⊆ E
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Programmazione di una macchina a registri –III

Un programma del genere può essere utilizzato per computare
una funzione

g : Nm ⇀ N ,

totale o parziale ( di qui la mezza freccia ), ad m operandi, come
segue:

• alle variabili R1, . . . ,Rm vengono assegnati inizialmente i
rispettivi valori a1, . . . , am degli operandi;

• le altre var.: R0, Rm+1, . . . ,Rr vengono inizialmente poste a
0;

• il programma viene avviato dall’istruzione =0;

• ecc. ecc.;
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Programmazione di una macchina a registri –IV

• se e quando il programma giunge all’istruzione STOP, si
prende come risultato g(a1, . . . , am) il valore conservato
nella variabile R0;

• ( g non associa alcun valore alla m-upla a1, . . . , am sse,
quando avviato su tali valori, il programma prosegue per
sempre ).
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Dagli insiemi r.e. a quelli esistenzialmente definibili
Un linguaggio di programmazione Turing-completo

Emulazione di un programma tramite equaz. esponenziali
Inquadramento storico

Sintassi di un linguaggio Turing-completo
Cenni di semantica e un conveniente azzeramento finale

Terminazione ‘pulita’ di un progr. della macchina a registri

Esercizio. Mostrare che se c’è un programmaπ che computa una
certa funzione g , allora ce n’è uno che computa la stessa g e che,
quando (e se) termina, lascia a 0 tutte le variabili distinte dalla R0.

Nota Bene. Nel seguito considereremo un programma che
termina a questo modo.
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Confronto fra ‘dialetti’ di Shepherdson–Sturgis

Esercizio. Mostrare che l’aggiunta di una nuova sorta
d’istruzione, la

IF Rj 6= 0 GOTO k ,

( di ovvio significato ) non aumenterebbe il potere espressivo del
linguaggio di programmazione e che anche l’istruzione di salto
incondizionato è—noto che sia m—eliminabile.
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Come tradurre in E un programma π, quale ad es.

= Prodotto di due numeri

0 IF R2 = 0 GOTO 11 11 IF R1 = 0 GOTO 14

1 R2 ← R2 − 1 12 R1 ← R1 − 1 ` = 2,

2 IF R1 = 0 GOTO 7 13 GOTO 11 r = 3

3 R1 ← R1 − 1 ` = 14 STOP

4 R3 ← R3 + 1

5 R0 ← R0 + 1

6 GOTO 2

7 IF R3 = 0 GOTO 0

8 R3 ← R3 − 1

9 R1 ← R1 + 1

10 GOTO 7
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· · · · · · A SEGUIRE · · · · · ·

· · · · · · A SEGUIRE · · · · · ·
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