Modello di sopravvivenza con piu cause di eliminazione

MODELLO DI SOPRAVVIVENZA CON PIU CAUSE DI ELIMINAZIONE

Sia una collettivita di individui soggetta a m cause di eliminazione, a = (a4, ..., a,,), a due
a due incompatibili ed esaustive.

Si definiscono i n.a.
T, durata di permanenza nella collettivita per un individuo presente nella collettivita
all’'eta x
C con determinazioni 1, ...,m, tale che (C = j) < “lindividuo esce per la causa aj

1]

Si introduce un modello probabilistico per la coppia di n.a. (T,,C)
Sia
tq)((a ) _ (TX <t,C= j) probabilita che l'individuo presente nella collettivita all’'eta x

esca dalla collettivita per la causa o entro I'eta x+t

tqff‘) P(T, <t) probabilita che l'individuo presente nella collettivita all’eta x
esca dalla collettivita entro I'eta x+t per una qualsiasi causa

tpfc D =1- tqfca) probabilita che l'individuo presente nella collettivita all'eta X
sia presente all'eta x +t



Modello di sopravvivenza con piu cause di eliminazione

Si ha

m

m

, (aj)

a0 =PI, <D= ) PI<tC=)= )
j=1

J=1

Si definisce intensita di eliminazione per una qualunque causa

(@) _ 1 P(T, <t +At|IT, > t)
W+ 1) Al%r_)no At

Si ha
i = exp (= [ 1@ (x + wydu)

Si definisce intensita di eliminazione per la causa a;

2 (x 1) = lim P(T, St+AZtC = jTy >1)

Si ha
U@+ 1) =37 au ) (x + 1)
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Poiché

j _ P(T, <t+At,C=j[T, >t p_ P
a,u(a‘)(x+t)= Ilm ( X J‘ X ): 11 t+Atdy tqx =
At—0 At At—0 At tPx

se esiste finito

lim t+Atq>((a) tQ>(<a)

At—0 At

e poniamo
(aj)  (aj)

fr C(t J)_Altlmo t+Atdx . —t 0y '

la distribuzione congiunta della coppia di n.a. (T,,C), si ha

. frc(tj) i
au P (x + 1) = 2 fre )= o aul@ (x +t)

tP X

e quindi per la probabilita di eliminazione per la causa «;

D =P <tC= ) = [f fre@idu = f; pPau™ @ +u)duj=1,..
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Osservazione

Per stimare la distribuzione della coppia di n.a. (T, C) si dovrebbero stimare le intensita di
eliminazione per le varie cause a,u(“j)(t), t>0, j=1,..,m, mediante le quali e possibile

valutare le probabilita: tqfcaf),j =1,..m, p.

In pratica si segue invece un’altra strada: si stimano distinti modelli di sopravvivenza per le
diverse cause di uscita. In particolare tratteremo la stima di un modello di sopravvivenza,
in relazione alla mortalita, tenendo conto che sono presenti anche altre cause di uscita.

Siano i n.a.

TX(J) durata di permanenza nella collettivita per un individuo di eta x fino al verificarsi
dell'uscita per la causa «;

Si ha
I, =min(7", ., ) e C=i) o [T =TM)
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In relazione alle distribuzioni marginali dei n.a. Tx(j),j = 1, ..., m si definisce

Def.: intensita marginale di eliminazione per la causa «;
(1) (1)
ﬂ(aj)(x+t): i P(Tx £t+At|TX >t)
At—0 At
Def.: probabilita assoluta di sopravvivenza e, rispettivamente, di eliminazione
P —exp[ Iu( )(X+U)dUJ OV =1V

Osservazione

Sono dette probabilita relative di eliminazione per le diverse cause

A =P <tC= ) = [ froidu = [} p@an D +uduj = 1,.m
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In generale si ha
)2 ®(t)  j=1,.,m t>0
Nell'ipotesi
dV0=a Y0 j=1,..,m t>0

sussiste la seguente relazione di Karup

(aj)
tpy(ca) — §'n=1 tP x !
e si ha allora

(aj)

fre) = pPau @ e+ 0) = (ML 2'E7) @ G+ 1)

Si dimostra che se i n.a. Tx(l), ..,T™ sono stocasticamente indipendenti allora

X

w @D (x +¢t) =au®(x +t) t>0
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Nella realta i n.a. Tx(l), ...,Tx(m) presentano delle relazioni di dipendenza.

Si puo allora porre il problema se a partire dai dati osservati, che consentono di stimare
la distribuzione congiunta di (T, ,C), si & in grado di stimare pure la distribuzione

congiunta di (Tx(l), ...,Tx(m)) .

Senza introdurre ipotesi aggiuntive sui legami di dipendenza tra tali n.a., la risposta e
negativa.

Sussiste infatti il problema della non identificabilita:

Esistono diverse distribuzioni congiunte di (Tx(l), ...,Tx(m)) che

danno luogo alla stessa distribuzione congiunta della coppia di n.a.
(Tx.C)



