Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

STIMA DI MODELLI DI SOPRAVVIVENZA NON PARAMETRICI
USCITE PER MORTE E PER ALTRA CAUSA

Con riferimento alla classe di eta |x,x +1] supponiamo di avere osservato n, individui e di

disporre di dati individuali esatti riassunti, per ogni individuo I che contribuisce alla
osservazione per tale classe di eta, dal vettore delle durate

(r;, si, i, ki) i=1,...,7,

essendo

X+ l'eta di ingresso in osservazione nella classe di eta [x,x+1] con 0<r <1

x+s; l'etd di uscita pianificata dalla osservazione per la classe di eta |x,x+1] con
0<s <1

X+t I'eta di uscita per morte se 6, = x +t;, altrimenti t; =0

X+k;  I'eta di uscita per altra causa se ¢ = x+Kk;, altrimenti k; =0

Nota: il riferimento pud essere sia 'anno di vita, sia I'anno di polizza (o I'anno di calendario).



Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa
Modello di sopravvivenza a due cause di eliminazione: morte ed altra causa

Sia una collettivita di individui soggetta a due cause di eliminazione:
d morte

w altra causa

Sia
T, durata di permanenza nella collettivita per un individuo presente nella collettivita
all’eta x
T, = min(T{®, T{M)
essendo

Tx(d) durata di permanenza nella collettivita finché non si ha l'uscita per morte, per un
individuo presente nella collettivita all'eta x

TX(W)durata di permanenza nella collettivita finché non si ha l'uscita per altra causa,
per un individuo presente nella collettivita all’'eta x



Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa
Ipotesi: uscite non informative

dVt)=au V) t=0

dMt)=a™(t) =0

essendo

o Pr® <te AT > )
w(x+t)= lim
At—0 At

TW > t)

P(T(W)st+At
W (x+t)= lim X
H ( ) At—0 At

le intensita marginali di eliminazione e
P(T, <t+At,C =1T, >t)

ap'D(x+t)= lim

At—0 At
2™ (x 1 1)= lim P(T, <t+At,C =2T, >t)
At—0 At

le intensita di uscita per le varie cause, dove C =1 denota I'evento “uscita per morte” e
C =2 denota I'evento uscita per altra causa
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In ipotesi di uscite non informative sussiste inoltre la relazione di Karup

)(f)—tp’(d) p’(W)
essendo
t t
o) = exp(— [ (x+ U)dUJ o) = exp(— [ (x+ U)dUJ

0 0

tq(f) =P(T, <t) probabilita che l'individuo presente nella collettivita all’'eta X
esca dalla collettivita entro I'eta X+t per una qualsiasi causa

) =1-q® probabilita che I'individuo presente nella collettivita al’eta x

sia presente all'eta x +t
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Si ottengono allora le seguenti espressioni per le probabilita di uscita per morte e,
rispettivamente, per altra causa

(d) r r (c) . (d)
s—rUx+r = P(Tx+r <s-r,C :1): j 1ET,C(U - r,l)du = ju—r Px<r - au (X"'u)du
r r

S
= I u—r p;(fr)'u—r p;gvr) '/U(d)(x"' u)du
r

S S
S—r >((V7\Ll)r = P(Tx+r <s-r,C= Z)ZI 1:T,C(u o r,2)du :ju—r p>(<€r)r 'aﬂ(w)(x"'u)du
r r

S
= j u—r p;(fr) u-r p;(ivr) ’;U(W)(X + u)du
"

Ed e inoltre

(r) _ (d) (w)

S—Ir™X+r — S—Ir™X+r + S—I’qX+I’



Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Stima con il metodo dei momenti

n, individui osservati in relazione alla classe di eta ]x,x +1]
(5, si . ki) i=1,...,ny

Si definiscono i n.a.
D, n.a. dei decessi nella classe di eta |x,x +1]

W, n.a. delle uscite per altra causa nella classe di eta [x,x +1]

Siano
d, il numero dei decessi osservati nella classe di eta |x,x +1];

w, il numero di uscite per altra causa osservate nella classe di eta |x,x +1];
Si ha

E(D, )= (d) E(W.)= & (w)
( X) - le —I; qx+ri ( X) - lel —I‘i q)(+ri
=

dove ¢ _, q)((‘i)r e s ¢ q)(("ﬁ sono le probabilita di uscita per morte e per altra causa
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Le equazioni dei momenti sono allora

o)
E(Dx): dy .lei—r qx+r =dy
E(W ):W e X
o le LAl = w
Nelle ipotesi
srOir = (s—1) ai”) s-raxnr =(s—1) gg™

Si ottengono le seguenti stime:

(d) _ Oy (w) _ Wy
X X n

S (5 — 1) > (51— 1)
=1 =1

delle probabilita di uscita, rispettivamente, per morte e per altra causa

Se perd l'obiettivo é stimare una tavola di mortalita, tenendo conto che sulla collettivita

agiscono due cause di uscita, si devono stimare le probabilita assolute

t t
D) = exp(— [ D (x+u)d u) P = exp(— [ ™ (x+u)d uj
0 0
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Nell'ipotesi di uscite non informative le equazioni dei momenti sono

Ny, Si

d (d) (w) | (d) _
E(DX):dX ZS —r Q>(<+)r =d, = rI_u—ri px+ri u—r, px+ri Yz (X+u)du d,
E(W,)=w < ”X < In SiI
S R MU TR I A
} =

A) Nell'ipotesi di distribuzione uniforme per le probabilita assolute di uscita per morte

e, rispettivamente, per altra causa si ha

r(d) ,(d)
(d) _1-uay (d)
u—r; pX+I’ 1_ r ql(d) H (X+U) 1y q’(d)
r(w) (W)
(w) _1-uqy 2 (x4 u) = — %

u-—r px+ri _1 r q,(W) 1-u q'(W)
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Le equazioni dei momenti diventano

f(d{(s. _r_)_(u) '(w)}
X I I X

o 2
El (1_ r q;((d)ll_ r q;((w)) = dy

J
2 2
;((W)|:(Si — rl)_ﬁsl;r') ;((d):|

n 2
R R O) e D)

>

:WX

“

Il sistema puo essere risolto per via numerica ottenendo le stime

/(d) (W)
X X
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Nel caso particolare r, =0 e s; =1 per ogni | , le equazioni dei momenti diventano

( ! i 1 !/ i
Ny x(d) 1_EQX(W) :dx
] — =
! 1 !/
N, X(W) 1_E X(d) =W,

Il sistema puo essere risolto in forma chiusa ottenendo le stime

J— 2_
;((d):b \/b 2Ny con b:nx+d—x—M
Ny 2
2
;((W):b_\/b ~ 2y con b:nx—d—x+M
Ny 2 2
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B)Nell'ipotesi di intensita di uscita per morte e per altra causa costanti si ha

D (x+u)=pD u-r p;((fz = exp[ - )]
,LI(W)(X+U)=,U)((W) o p;((J\:\/r)i _ exp[ (W) )]

Le equazioni dei momenti diventano

( (d) : :
(dflX (W) = (1—9XP_—(Si —fi)(uﬁd) +ﬂ§W))_ )zdx
< +ILIX i=1
(W) n :
H X ]
(d):ﬂ)(( )gl (l expl- (s —r )( ( )Jrﬂ)((w))_):\,vX

Il sistema puo essere risolto per via numerica ottenendo le stime

PENC
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Nel caso particolare r, =0 e s; =1 per ogni | , le equazioni dei momenti diventano

A tesa b o,
) - -
<d§liwiz§ Lot + 1 | ) = w,

Il sistema puo essere risolto in forma chiusa ottenendo le stime

d, W,

Ia)((d) — _Iog(nx B CrI]X _ijdx'FWx Ia)((W) _ —|0g(nx — (:]X _WXJdX-l_WX
X X

Da queste si ottengono le stime

;((d) :1_ p;((d) :1_(nx _dX _ijdx'FWX

Ny
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Stima con il metodo della massima verosimiglianza

Con riferimento alla classe di eta |x,x +1] per scrivere la verosimiglianza delle osservazioni
(5, si. ti, ki) i=1,...,ny
definiamo, perognii =1,...,n,, i n.a.
TM durata aleatoria di permanenza dell'individuo i nella collettivita tra le eta X, x+1]

(1 sel'individuo i esce per morte
c® =12 selindividuo i esce per altra causa
0 altrimenti

Nota: T!) ha determinazioni ]o, S; — 1]
Indicato con T)fPr_ la durata di permanenza nella collettivita per I'i-esimo individuo
presente all'eta x+1; si ha

T® = min (T(i) S; — ri)

X+’
13
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Nell'ipotesi che per ogni individuo i la durata aleatoria di permanenza nella collettivita sia
descritta dallo stesso modello di sopravvivenza, si ha

0 t<0
0 _ (0 o
P(TO <t)={P(Tpyy, <t) 0<t<s;—r
1 t = Si — 71
dove P(T,,, < t) = a7,
Si definiscono
S = {i| lindividuo i &in vita all'eta x +s; } survival
D = {i | I'individuo i esce per morte all'eta x +t; } death

W = {i | I'individuo i esce per altra causa all'eta x +k; | withdrawal
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Se l'individuo 1 & presente nella collettivita all’eta di uscita pianificata (quindi ieS):
. . d /
T@ = S;— i P(T(l) = S; — T'l-) = s;—1 pa(cl-l-)rl = ;-1 px(_l_gl P px(_r;)l
Se l'individuo i esce per morte all’'eta esatta x +t; (quindi ieD):

TO=ton el D)= b D)= o Ocr)

X+ X+ T X+
Se lindividuo | esce per altra causa all’eta esatta x +k;:

TO=ki—r;  froli—1,2)= Py - 4™ (x+k)= ki—r.p'(d) M (x4 k)

X+, i Pxr K X+

In ipotesi di indipendenza stocastica dei n.a. 70 |a verosimiglianza delle osservazioni e

L=TliesP(TY =s; = 1) " [iep frcti = 10, 1) * [liew fr.c(ki — 11, 2)

15
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Si ha
L= ile_[S 5T, I0>(<T+)ri 'ile_[Dti—ri p)((?ri 'ﬂ(d)(XHi)'ig/[V ki~ p)((i)ri 1" (x+ k)
_ ile—[S ot p;((fr)i 5ot p;((J\:Vr)i .
T e P ) )
T P e P k)

r(d r(d r(d
:'I_IS Si— pX(H?i H t—f pX(+I?i .'u(d)(x—l_ti)'_H K —r; px(+'?i .
le

! le 1ewW I

HS Si— T p;((rlr)i H ti—r; p;((J\:Vr)i 1:/[\/ ki—r; p;((J\:Vr)i ‘,U(W)(X"‘ki)
ic

1eD Ie

16



Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Quindi
L=1@ . W
con
r(d (d /(d
L) = I s -r, px(+r)i g | px(+r)i "u(d)(XHi)'.H K;—r; pX(+r)i
ieS ieD leW
e

0 1 B0 T g P T g k)
le

IeD e
Quindi per stimare le probabilita assolute p;((d) Si porra
max L)
mentre per stimare le probabilita assolute p;(("") Si porra

max L(W)

17



Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

Stima di massima verosimiglianza delle probabilita assolute p’(d)

(d r(d r(d
L(d) H S, —F; px(+r)i H —r; px(+r) (d)(x"‘ti)' I1 K; —r; px(+r)i

ieD iew

Si nota che le informazioni sulle uscite per altra causa sono trattate come le informazioni
sulla sopravvivenza all’eta di uscita pianificata

A)Nell'ipotesi di interpolazione esponenziale y(d)(x+t)= y)((d) , 0<t<1

/(d — {9 (s;-
i pX(H) _ oMy (8iN)

la verosimiglianza e

L(d): He—,%((d)(si—ri), I1 (e—ﬂf(d)(ti—l’i) ,U)((d)) [1e” — i (ki —17)
ieS ieD =N

ieS ieD iew

:exp{—y)((d)(Z(s —5)+ 2 —5)+ 2k —r)ﬂ'(ﬂ&d))dx

dove d, =#D

18



Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

La log-verosimiglianza ¢ allora
log L(d){—uﬁd)( (50 + Sti-1)+ 2k —n)j}rdx loglx)
€S ieD =0
Risolvendo I'equazione di verosimiglianza si trova

0 - g
2(si—nh)+ X -r)+ X(k—n)

ieS ieD iewW

dove Y(s5-n)+ >X(t—-r)+ >(ki—r) e dettaesposizione totale esatta
€S ieD =0

Osservazione: l'esposizione totale esatta coincide con il numero centrale degli esposti al
rischio secondo I'impostazione attuariale

Ex = X(-r)-Z-5)- ZC-k)- T@-t)= T(5-H)+ Tt -+ (k1)
ieSUDUW ieS ieW ieD ieS ieD ieW
0
Quindi la frequenza (grezza) centrale di decesso my = Ee_é
X

coincide con la stima di massima verosimiglianza ,[z)((d)
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Osservazione

Sia D, il n.a. dei decessi nella classe di eta |x,x +1], in ipotesi di distribuzione di Poisson

di parametro ,u)((d)E)((: si ha

(DECT*  wec (ECT* _ ()ec .
p(DX:dX):(:uX d |x)d o~V Ex :( é)l o~V Ex (ﬂy))d oo L@
X" X

Pertanto ai fini della stima di massima verosimiglianza dell’intensita istantanea di

mortalita sono equivalenti le ipotesi esponenziale e di distribuzione di Poisson per il n.a.

dei decessi D, con E(D,) = u,ES

20



Stima di modelli di sopravvivenza non parametrici — uscite per morte e per altra causa

B) Nell'ipotesi di interpolazione lineare

(d) ,(d)
(d) _1=5; (d)
Si—Ti px+ri _'1 r q;(d) H (X4—t) 1-t q*d)
indicato con d, =#D, la verosimiglianza e
L(d)_Hl s; r(d) . 1— tqr(d) r(d) Hl k q,(d)
ieS1— i q’(d) icD\1— I q'(d) 1— t q’(d) icw 1— I qr(d)

=TT () TT-s0) T ) ()"

IESUDUW IES

iew
Dalla log-verosimiglianza
log L9 = — Zlog(l 1 ’(d))+ Zlog(l Sj ’(d))+ Zlog(l Ki q;((d))+d Iog( ’(d)J
ieSuUDUW

si ottiene I'equazione di log-verosimiglianza che puo essere risolta per via numerica

f S, ki d
2 ' - ! -3 l X
icsopowl—r (@ i1-s gD idwi-k q,(d) (@)

=0

21
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Stime di massima verosimiglianza per dati raggruppati

Con riferimento alla classe di eta [x,x+1] nel caso di dati raggruppati, i dati sono:

Ny numero di individui osservati
dy numero di decessi osservati
W, numero di individui usciti per altra causa

Con riferimento all’i-esimo individuo, i = 1,...,n,, si definisce il seguente n.a.

(1 sel'individuo i esce per morte P(c® =1)=qg{®
c® =12 selindividuo i esce per altra causa P(CcW =2)=qW
0 altrimenti PCc® =0)=1-q{® —qW

In ipotesi di indipendenza stocastica dei n.a. c® la verosimiglianza delle osservazioni e

d —dy—
L 1—[ P(C(I) _1) HP(C(I) — 2) HP(C(') O) :( )((d)) X ( )((W) )Wx (l_ )((d) _ )((W) )nx x — Wy
ieD 1eW
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Dalla log-verosimiglianza

logL=d, Iog( )((O'))+WX IOQ( >(<W))+(nx—dx—Wx)|09(1— ) - >(<W))

si ottiene il sistema di equazioni di verosimiglianza che fornisce le stime delle probabilita

di eliminazione per causa di morte e, rispettivamente, per altra causa.

rd(é)_ > _(cf)x_v(vvt) =0 | X -
X 1_qx T MX nx

.

Wy Ny —dy — W, -0 (w) _ Wy
— =
gt 1-g{®) - gy ny

Le stime coincidono con quelle ottenute con il metodo dei momenti nel caso particolare

r=0esj=1perognii=1,...,n,

Se si vogliono stimare le probabilita assolute, si devono formulare le opportune ipotesi.
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In ipotesi di uscite non informative si ha

1
& = a1 (x+u)du

(w)
X

0 PRB -, psW) W) (x4 u)du

O—FrO

A) Nell’ipotesi di distribuzione uniforme per le probabilita assolute di uscita per morte

e, rispettivamente, per altra causa si ha

/(d)
u p;((d) =1-u q;((d) :u(d)(x—l_u): X /(d)
1-u gy
o'W —1_y g 2 (x+u)= (W)
umMXx X 1 Uq;((w)

e quindi

! 1 ! ! 1 !
gal):qx(d)(l_E X(w)j §W)=qX(W)(1—— X(d)j
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La log-verosimiglianza diventa allora

logL =d Iog( (d))+wx Iog( (W)) (n, —d —Wx)|09( (d) (W))
- o b o 12 v o v o1 2 )

! 1 ! ! 1 !/
+(n, —dy _Wx)log(l_qx(d)(l_EQX(W)j_QX(W) (1——qx(d))]

2

Risolvendo il sistema di equazioni di verosimiglianza si ottengono le stesse stime
ottenute con il metodo dei momenti nel caso particolare r; =0 e s; =1 per ogni

i=1,...,n,.

J— 2_
;((d)zb \/b 2Ny con b:nXer—X—M
Ny 2 2

2
§<(W)=b_\/b ~ 2Ny con b:nx—d—x+m

Ny 2 2
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A) Nell'ipotesi di intensita di uscita per morte e per altra causa costanti si ha

#D(x+u)= p® u PRY = eXp_—uﬁd)U]
" (x+u) = 4 (P = expl- 1M
e quindi
(d) (w)
@ = (dfx a )(1—exp[—(u>(<d)+u>(<w))]) gy = (dfx q )(1—exp[—(u§d)+ﬂ>(<w))])

+ Hy T Hy

Sostituendo nella log-verosimiglianza
logL=d Iog( )((d))+w Iog( (W)) (n, —d, —w, )Iog( @ _ (W))

e derivando, si ottiene il sistema di equazioni di verosimiglianza le cui soluzioni
coincidono con le stime ottenute con il metodo dei momenti nel caso particolare r, =0 e
si=1perognii=1,...,n,.

d, Wy

/))((d) — —|Og(nx o (:]X _ijdx'FWx Ia)((w) _ —|Og(nx — (:]X —ijdx-l-WX
X X
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