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laurea magistrale
Ingegneria meccanica
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modelli matematici per sistemi SDOF
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Sistemi a 1 Grado Di Liberta -
Single Degrees of Freedom

{(1)

| I
m

'\"\.’\f‘\;v E

Suspension wire

—— Reference line

L

S L S

(m,r)

I m
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..abituatevi a considerare analizzare risolvere
sistemi con TRASLAZIONI e ROTAZIONI!
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Sistemi SDOF

..scrivere le equazioni del moto..

..risolverle.. >

e trovare 'andamento della coordinata libera
(nel dominio del tempo, della frequenza, degli stati..)

* In funzione, dei parametri del modello,

e delle condizioni iniziall,

(eq.diff Il ordine > 2 condizioni iniziali...spostamento e velocita)

* delle forzanti applicate,

e in forma chiusa / risoluzione numerica
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t
espress

=
=

Modelli SDOF - approccio newtoniano

Seconda legge di Newton

(in equilibrio la sommatoria delle forze € nulla,
nel caso dinamico si inseriscono le forze d’'inerzia)

Zﬁ:mﬁ

(1)

L s
3l
T3

VNN AN AV AN AV

coordinata +
diagramma di corpo libero

J@O)—f,—J,—W =mi

[mi+cex+kx=f@)-W
x(0)=x,
1 x(0) = x,

eq. diff Il ordine, non omogenea
lineare, a coefficienti costanti

J ()
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Modelli SDOF - approccio newtoniano

cedimento statico

soluzione

X =

CL soluzione omogenea+particolare

W

X, +x,

es.soluzione omogenea sistema smorzato con c.i. spost e vel

_ X, +Cm x
x(t)=e*"| x, cos(w t)+| = 50, %,
a)d
k C
®, =,— {=— ¢, =2Vkm
m C.

sin(w t)

..come siI arriva
qui lo sapete!
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Modelli SDOF - approccio newtoniano

mi+ i+ kx = f(t)—W ..considero omogenea, N
senza forzanti, senza peso, divido per m

i+20w i+ x=0

..sostituisco una soluzione generale

_ st
x=Ce e sue derivate
(52 +2§a)ns+a)j)CeS’ =0 .. questa deve valere per ogni valore di t...
(52 +2§wns+a),f) =0 ..equazione caratteristica di cui trovo gli zeri...

2w, t J2o,) - 40,

5 =

ks 1,2 ep :

: 2 .da sostituire nella soluzione generale. ..

_ [+2

% S1,2__§a)nia)n C —1

x(t)=Ce" +C,e™ C1 e Co dipendono dalle c.i.
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Modelli SDOF - approccio newtoniano

Ricordiamo I'espressione di Eulero..

e’ =cos@ = jsinO . .
e rimaneggiando..

x(t)= e =" (A1 cosw,t + A, sina)dt) ..sostituendo le c.i. si ottiene ...

X, +éw x,

x(t)=e*""| x, cos(w t)+ sin(w f)

d

..questa e la soluzione generale che puo essere “particolarizzata” per
| diversi valori di é/ e quindi dello smorzamento del sistema

g — () smorzamento nullo

C <1 smorzamento sub-critico
Si individuano 4 casi

C =1 smorzamento critico

5 >1  smorzamento iper-critico
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Modelli SDOF - approccio newtoniano

S1,2 :_é/wn ia)n \/52_1

..equazione caratteristica..

g =0 ‘Sl,z =tjo,

..Zeri puramente immaginari

C <1 ‘Sl,z =—(w, t jwd‘ ..zeri compless;i

..zeri reall e coincident

é/ =1 ‘51,2 =—(0,

C > 1 ‘Sl,z =—{w, ia)*‘ .zeri reall e distinti

o = -1

x(t)=e | C, cosh(@'t)+ C, sinh(w?) |
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Modelli SDOF - approccio newtoniano
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Modelli SDOF - esempio con Matlab - vib

{=0:.01:5: definisci base dei tempi

omegan=2*pi*2; L :
csi=0.2: calcola pulsazioni naturali

omegad=omegan*sqrt(1-csin2);

x0=1; imponi condizioni iniziali
xdot0=.3;

A=x0;
B=(xdotO+csi*omegan*x0)/omegad;  calcola coefficienti

. libere

x=exp(-csi*omegan®t).”(A.*cos(omegad*t)+B."sin(omegad™t)); calcola risposta nel tempo

plot(t,x) i
o plotta risposta
plot(t,exp(-csi*omegan*t),'r') plOtta decadimento

Ampiezza

-0.6
0

tempo [s]
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-
.

-

dipende dalle

Modelli SDOF - esempio con Matlab _..... condizioni inizial

figure

plot(t(1:100),x(1:100))

hold

plot(t(1:100),exp(-csi*omegan*t(1:100)),'r")

plotta primi 100 punti

verificare 'influenza di:

frequenza di oscillazione (dipende da m e k)
fattore di smorzamento (dipende dacmeKk)
condizioni iniziali

"
-
T

-
T

.

g

-
T

? 4
a 10 .
. )
| | Py
o '
" . '
*

le Vibrazion
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Modelli SDOF - approccio newtoniano

..abituatevi a considerare analizzare risolvere
sistemi con TRASLAZIONI e ROTAZIONI!

Zﬁzmﬁ

mx+cx+kx= f(t)

Y M=Jb

—~M,—WLsinf=J 6

M,=k,0
JO=Jg+mL2

(Jg +mL2)é+ k,0+WLsin@ =0
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Modelli SDOF - lavori virtuall

coordinata : quantita che descrive una configurazione
del sistema

vincolo : limite cinematico sulle configurazioni
del sistema

coordinate generalizzate : un set di spostamenti lin.
indipendenti, congrui ai vincoli capace, di descrivere
ogni configurazione del sistema (q)

spostamento virtuale : un infinitesimo spostamento di
configurazione del sistema permesso dai vincoli (0Q;)

%

u +v:i =0 v+6v = Lsin(6+50)

3 u=LcosO v+ 0v = L(sinOcos 66 + sin 66 cos 6)

: v=Lsin® v+0ov = Lsin0@+ Lcos006

: ov = Lcos666 ou =—Lsin660

&
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Modelli SDOF - lavori virtuall

lavoro virtuale : lavoro delle forze applicate al sistema SW = iQ(S
guando sottoposto ad uno spostamento virtuale ~ 04

forze generalizzate : quei moltiplicatori di 6g; che forniscono
il lavoro virtuale di 6qgi(qualora 6gi=1 e 6q;=0 per ogni i diverso da j)

orincipio dei lavori virtuali: per qualsiasi spostamento virtuale del sistema
la somma dei lavori virtuali delle forze applicate e di quelle d’inerzia € nullo

: ,

€ — —

oW’ = 5mee +0 forze =0

s reali inerzia
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Modelli SDOF - lavori virtuall Pl

5Wf0rze = (AQL J959 (m’)é

Inerzia

W 1 —(cLO)LSE ——d T
2

smorzamento k

L _\L
oW, :_(k_e)_ae
rigidezza 2 2

ow forze—JpO (1) x dxo0 = pof(t)—59 (M?)L j9+(cL2)9+(kZ)9 p,— f(t)

carico

.per forze distribuite,
per sistemi complessi BT J S e T

Luigi BREGANT
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Modelli SDOF - state space / stato spazio

mi+cx+kx=f(t)  equazione del moto

dividiamo per m ed aggiungiamo l'identita x=x Y .. C .

L m n
definiamo lo stato X:{ x}
X

0 1 0
dX ‘
_z{f{}z ke {’f}+ 1 |{f}
dt X - T X -

| m m - m

Xp=[al{x}+[B{U}

Yi=[Clix;+[D{U}
Outputs /V \

Inputs

States
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Modelli SDOF - state space / stato spazio

Ricordiamo come é fatto lo stato... X = A

X

con un opportuna matrice [C] & possibile ottenere tutte le
possibili combinazioni di output... es.

1. 3 :
)’1:X+5X y2=§x y, =—5X
: : 1
Vi I 5
(=1 = 3 o [T i)
Bl >
05

..more later on
MDOF statespace
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Modelli SDOF - ss - esempio con Matlab

Capire I'approccio SS ¢ utile per lo studio dei sistemi con Matlab...

...per utilizzare i solutori alle ODE (Ordinary Differential Equation) ....
si deve trasformare il sistema di equazioni di
ordine “"n” in n equazioni di ordine “17..

\

xl = X deriviamo
. —
X, =X

4

mx+cx+kx=1f

\_

1 eq diordine 2

_).Cl — x sostituiamo
° LX) %
X, =X

1 . c k
=

2 eq diordine 1
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Modelli SDOF - ss - esempio con Matlab

risolviamo questo equazione differenziale, con le def. condizioni
iniziali con il solutore ODE45 (Runge Kutta)

1X+2x+100x =sin(10 *1)

 x(0)=1
#(0)=0

.

si definisce in Matlab la funzione differenziale da risolvere es. rhs.m :

function dxdt=rhs(t,x)

dxdt_1=x(2); X, =X,
dxdt_2=-2*x(2)-100*x(1)+sin(10*)

dxdt=[dxdt_1; dxdt_2]; x, ==2x, —100x, +sin(10*¢)
Universita degli studi di Trieste . : - Luigi BREGANT
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Modelli SDOF - ss - esempio con Matlab

t=0:0.01:5 definisci base dei tempi
o= definisci dizioni iniziali
xdot0=0; efinisci condizioni iniziali

[t.x]=0de45(@rhs,t,[x0 xdotO]); calcola risposta nel tempo

subplot(2,1,1)

olot(t,x(:,1)) plotta x1 spostamento

ylabel('displacement x1'), xlabel('time’)

—

%
©
%
5o subplot(2,1,2) = 51l .
gB . \ g I ! -'..\\
82 g plotta xovelocita 5 oy / VS o —
C = . | '
8 é p|Ot(t,X(.,2), I’.) | 5_05 | N
3 5 ylabel('velocity x2'), xlabel('time') W
§§ I 0.5 [ 1.5 2 25 2 25 4 <5 5
%g tive
53 10
gg S -""I
é:_; g 0 ll'l I'-. —_— —_— e —— .
§-§ -g 1 ! II
% Qo [ lI !
5% g
8)§ 10 I I I I I I I
S g L 05 1 15 2 25 3§ 35 % =5 5
g % tive
Universita degli studi di Trieste { ] . : - Luigi BREGANT
: : : Meccanica delle Vibrazioni o
Dip. Ingegneria e Architettura LVA bregant@units. it



mailto:bregant@units.it

Je Azosmzntn”

wroolyie

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’es
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Modelli SDOF - ss - esempio con Matlab

03 AN
lI b N
1 Ill v ',f RN SRR — —
y ! ¢
43 J
4 -,'\ _,I
-1 1
0.5 | 2 2. ) | 1.5
Linne
12 T
£ &
1
I \
J I' Il.I B B =
|
= 0.5 I.E o o < :S L] +.5
bime

verificare I'influenza di:

frequenza di oscillazione (dipende da m e k)
fattore di smorzamento (dipende dacme k)

condizioni iniziali

I '
. os-\ Il' v
LTI
§ '|||||Iylll|I 'Ill ...» \" \)L’\/\r\,m.ﬁ».._,_____._
3 \ \’
n - "||I‘l| |..'| /
i 75 X 2 P : s ; 15 3
Linne
£ —
||II |
1ok ]|| AP I : ;
: A P AVAVAVANSTE S , \ LA d g p 4 "~. r.. ]
§|)]|| '.,|l L E;E ,|) ) ) || | J|IIII||||} ||||]/||J
w1 _;s‘ |
£ . . L %41: ) || | ) |||| l llll ln' HJ 'n' n' ||l l'} ':'I
7 0s I E:.s ER || '.I h' |l|' J
" 1 0s I.€ 2 E : 5 ] 15 3
linne
£
2 F |
1 '| | || ' || |'| |" || || |I[ f 0 f 8 ,"' P
" '|| \ I| |I|'| ||'I"
g-l: | I| lll |l I| | I || |II || ] l III III II ]| ||l|l IIIII II|l| ll“ll Il[ll Ill.I ||I Il
b I. | ¥ ' '._|' Y J U .' gV
G G E iS5 4 +5 3
bime

ampiezza e frequenza della forzante
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Modelli SDOF - ss - esempio con Simulink

la stessa tecnica di “rimescolamento” dell’equazione differenziale
si adotta con simulink.. (solutore grafico eq differenziali)

>>simulink

L == - -
UE ¢

Fk: =oi View Hol

po Jimualink Liorary Srowser

5) ™ Lz‘l Enlier sesweh lesm . 4
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Mode! Wide ULl licy -
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Modelli SDOF - ss - esempio con Simulink
Ix+2x+100x =sm(10 *¢)

%, = —2% —100x, +sin(10 *7)

sinks

—p|  velocity S p| displacement

SOources

nmEn
.......
. .
. .
* .

2 "faanpmnnn®®
DDDU ““ “““‘l- uy
00 - +
: 1 1 K I_]

*., To Workspace1 .~ ..., ToWorkspace ..

‘ Signal 1/m > - > = > = | >
., Generator .
|~' = xdotdot > xdot xdot > xdot ...  Scope
<<

c/m

@7

kK/m

si vedono il transitorio iniziale...

e la parte stazionaria...

NB sistema forzato...

risponde con la freq di eccitazione
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da quello inere

E’ vietato ogni utilizzo diverso

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi sco

Modelli SDOF - ss - esempio con Simulink

provate a cambiare

le caratteristiche del sistema,
la forzante,

| solutori,

le condizioni iniziall

28 A A O O ’
onda quadra

chirp random

—
—
— .
—— . .
R .
- . .
P —— .
i - —
. —
-—
i pr—
—-=E-_'_
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| Modelli SDOF - ss - esempio con Simulink

24| |
= ! Eccitazione CHIRP
i ’ || (seno a frequenza variabile
= | |‘ H ‘\ ampiezza costante)
=t UL | A
o Risposta (spostamento) del sistema
: .amplificazione della risposta in risonanza../..dominata dallo smorzamento
] o s ]
2.0C3 ) | - 2.0C3 ) | | J N
SR uwg,.wy,uﬂwjl“wm l'h\'mm | SRR .llfl’k'.‘!ﬂ\'l.l\\ww H\'%nnnw
A5 2 5 ll) am:lig: 20 ElS 0 i 3 5 IlJ ﬁm:‘i:: 20 .‘:lS 0
1
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Modelli SDOF - ss - esempio con Simulink

0.C4

0.C3 - C

0

..Senza smorzamento..

0.C1 -

2 -ﬂ»m»«mwm«-.m'.u.u1‘IJI.'|’”|'MM\

-0.C1 |

0Ccz

-0.C4

..c0sa succede se cambio
la massa del sistema?
la rigidezza?..

...provate...provate...provate...

Luigi BREGANT
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units
opo com

Modelli SDOF - approccio energetico o Lagrangiano

(generalizzazione principio di D’Alambert / dal principio di Hamilton)

...utllizza due quantita scalari ..
Energia Cinetica e Energia Potenziale

L=T-V L Lagrangiano, T energia Cinetica, V Energia Potenziale
dfaL)_oL _,
dt aq A aq k z]f{zoncons

d(dT ) dT _ 0 eq. del moto di Lagrange

. dt\ 9, ) 9q, k in forma generale
Universita degli studi di Trieste . : - Luigi BREGANT
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nte

da quello inere

vietato ogni utilizzo diverso

t
espress

=
=

Esempio 2DOF - approccio energetico o Lagrangiano

Energia Cinetica Energia Potenziale
1 1 1 . 1 L
T=—Mi"+—mv, v +—J 6 V=—kx’+mg—(1-cos)
2 2 2 2 2
L . - L. -
Velocita ve Ve = (x+590059)i +5981n9j
, X 2
I & — M Momento Inerzia Jc  J, = n;;

Lagrangiano

1 : 1 :
L= 5[(M +m)x’ +mLX9cosG+§mL202}+

—%kx2 —mg%(l—cos@)

Universita degli studi di Trieste { ] . : - Luigi BREGANT
Dip. Ingegneria e Architettura LVA Meccanica delle Vibrazioni bregant@units.it



mailto:bregant@units.it

ni @Units

di Meccanica delle Vibrazio

razione dell’esame del corso
rciale e/o di lucro

prepa
o me

amente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo com

nte

da quello inere
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Esempio 2DOF - approccio energetico o Lagrangiano

B_L
0x
oL _
ox
B_L 1

—kx

06

B_L = —l Lx6sin
00 2

=(M +m)3’c+%mL90089

1

~ = —mlxcosO+—ml*0
2 3

6+ mgLsin6

%{(M+m)x+%
a1
dor| 6

[—mL(33’ccosH + 2L9} + %mLfcé sin @ +

Lécos@}+kx: F

1

EmgLsinH = FLcos6
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nte la preparaz

Modelli SDOF - approccio modale / funzione di risposta

mi+ i+ kx = (1) W trascuriamo la fqrza peso.. e applichiamo
la trasformata di Laplace

L{mi+ci+kx}= m(szX(s)+ sx(0)+ )'C(O))+
+c(sX(s)+ x(O)) + kX(S)

L{ft)}=F(s)

(ms2 +cs+ k) X(S) = F(s)—msx(0)— mx(0)—cx(0)

| B@)= (ms2 +es+ k) _F(s) impedenza del sistema

X(s)

= H(s)= 1 — XB)  funzione di trasferimento

g)g 2

| B (ms*+es+k)  F(S)
Universita degli studi di Trieste . : - Luigi BREGANT
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Modelli SDOF - approccio modale / funzione di risposta

1 1 X(S)
— H(S) = 5 p—
B(s) (ms +cs+k) F(S)
y con le operazioni gia viste..
H(s)= 5 m 2 sl riottiene I'equazione caratteristica
(S T %/,S"' 41) le cui radici sono funzione dello smorzamento..

1
H(s)= U $.,=—Co, w5 -1

(52 +20w s+ a),f)

/11,2 =0t jo,

v . o
H(s)= m A sono i poli della funzione di trasferimento,
(s — /11)(5 — 2,1*) che va all'infinito in corrispondenza di questi

(risonanza)
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E’ vietato ogni utilizzo diverso

E’ espressamente

Modelli SDOF - approccio modale / funzione di risposta

_ ym _ 4 + G
H(s)= (s—/ll)(s—ll*) B (s—ﬂ.l) (s—/ll*)

espansione alle frazioni parziali..

C1 € C2 Sono detti residul e si determinano....

,11 S 1 moltiplicando a dx e sx per (s-A\1)..

1
¢ + 02(1174{ valutando per s=Ai..

1
analogamente, moltiplicando per (s-A2) c2 == 4”‘ =A’

e valutando per s=A... —Jj20,
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Modelli SDOF - approccio modale / funzione di risposta

H(s)= A + A la funzione di trasferimento valutata per
(s—24,) (s—/'t1 ) s=jw, si chiama
| ———— funzione di risposta in frequenza..(FRF)
- o \
H(jw)= 1 + "
J (]a) — 2,1) (ja) - A, ) ...more later on

Analisi Modale Sperimentale

...more later on
approccio modale sistemi MDOF

se la forzante e un impulso F(s)="1
Al Al
(S_;tl) (S_;Ll*)

x(t)=L" {X (S)} = Ae" + Al*ell*t =" [A@j Y+ A wl*t} = h(1)

*

X(s)=
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

Modelli SDOF - funzione di risposta con

1%+ 2% +100x = sin(10 *£)

$°+25+100=0 equazione caratteristica

>> roots([1 0 100]) roots([1 2 100]) >> roots([1 20 100])
ans = ans = ans =
0.0000 +10.0000i -1.0000 + 9.9499i -10
] 0.0000 -10.0000i -1.0000 - 9.9499;i -10
% | %
! ! !

PdAw e ’| Pd A e’ Pd A e’

(3
(¥

Matlab

rrasn wy Aos evcorde I

>> roots([1 26 100])
ans =

-21.3066
-4.6934

Tdlun

Pd A e ’|
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Modelli SDOF - funzione di risposta con Matlab

. Al Al* : o

H(jw)=— 7 + ; Funzione di risposta
m=1; % massa i
c=2; % smorzamento
k=100; % rigidezza /
omega=sqrt(k/m); % omega naturale
csi=c/(2*sqgrt(k*m)); % fattore di smorzamento
omegad=omega*sqgrt(1-csiN2); % omega smorzata T
d=[1 ¢/m k/m]; % parametri eq caratt.
lambda=roots(d); % radici eq. caratt. :
A=(1/m)/(j*2*omegad); % residuo : -
ome=0:.01:30:;

H=(A./(j*ome-lambda(1)))+(conj(A)./(j*ome-lambda(?2))); % funzione risposta

semilogy(ome,abs(H))
xlabel('omega')
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Modelli SDOF - funzione di risposta con Matlab

0.03
002F "

01—

001F°
002}

-0.03

H & una funzione complessa...
parte reale e parte immaginaria

-nnilE

20 25 30 t
- N3 F \

inry(Hi

0.01
0.02
0.03
0.
0.05

0.06

12 15
0T CLO

Bode Plot

0.

- NS

I
20 23 30 0'93. 035 0.02

reollH)

Nyquist Plot

°
- °
0\‘ \\
“~
~
~ -
\
N,
"
".'.
Il
I!
| -
|
'I.l -
/
.{’r
/s
s
-
//
e
- B
0.02 C.13
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Modelli SDOF - funzione di risposta con Matlab

iInfluenza massa

FA AT TN cresce

~

influenza rigidezza

—_
o

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la prepara

cresce

T 5
0 12 IS 20 )
0Tegs

I
8 o
O
g
3
w
3 EA S
g
O
N
.:_g
o ¥
9
Qo
>
(0] N
: influenza
© a
» 1]
g smorzamento >
wn
(0]
]

5 12 Ils 20 <3 —
0Tegs
...provate
...provate
...provate...

Universita degli studi di Trieste
Dip. Ingegneria e Architettura

Meccanica delle Vibrazioni

CJ LVA

Luigi BREGANT
bregant@units.it



mailto:bregant@units.it

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Modelli SDOF - funzione di risposta con Matlab

Direttamente

n=[1]
d=[1,2,100]
[r,0,K]=residue(n,d)

=
0.0000 - 0.0503i

0.0000 + 0.0503i esidul A;

D =

-1.0000 - 9.9499i

-1.0000 + 9.9499i Poli >\i

Universita degli studi di Trieste
Dip. Ingegneria e Architettura
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funzione

di risposta

s-plane

14 .

....

_____

n=[1];
d=[1 2 100];
[r.0,k]=residue(n,d);

[X,y]=meshgrid(-15:0.5:15);
S=X+]"Y;

f=(r(1)./(s-p(1))+(r(2)./(s-p(2)));
mesh(x,y,abs(f))

viecydl & ul Hits. It
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ta con Matlab
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Modelli SDOF - funzione d
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