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La regressione

Il problema della regressione si pone quando il valore di una
variabile aleatoria y, chiamata variabile dipendente, ¢ funzione
di una variabile non aleatoria x, chiamata variabile
indipendente.

Qui ci soffermeremo su un’unica classe di modelli, detti modelli
statistici lineari.

Si veda la seguente figura:
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La regressione

Per i dati della figura, ad esempio, il modello della regressione lineare
che mette in relazione il valore della variabile dipendente con
quello della variabile indipendente ¢

y=o0+PBx+e¢

Qui a ¢ l'intercetta, f la pendenza della retta, e ¢ una variabile
aleatoria con una specifica distribuzione di probabilita con
media uguale a zero.

Abbiamo cosi la somma di una componente deterministica,
completamente predicibile dalla variabile indipendente, e di
una aleatoria, .
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Regressione e principio dei minimi quadrati

Qui, per ogni i-esimo soggetto, i valori predetti della retta di
regressione sono

y. = a+ Bx,

e i valori osservati in funzione dei coefficienti e S sono

y,=a+Px +e.
Assumendo una distribuzione normale (univariata) per le

osservazioni y;, la stima di massima verosimiglianza dei coefficienti
si ottiene massimizzando la seguente funzione:

L 1 1 2/ 5.
L=1;[Wexp{—5(yi—(a+ﬁxi)) /(5 },

. Ce . . ~ 94
ossia minimizzando le differenze y, - §;.

Regressione e principio dei minimi quadrati

Anticipando che il coefficiente a (o intercetta) assumera
valore zero se si lavora con gli scarti dalla media,

possiamo analizzare I’andamento di SQ,,, in funzione dei

possibili valori del coefficiente b.

I1 valore b, in corrispondenza del quale troveremo il minimo

SQerr;, sara la nostra stima di massima verosimiglianza

(confronta figura successiva).

» La derivata parziale in b rappresenta ’inclinazione della
(retta) tangente la funzione per un determinato punto
(8Qerr,, b));

* Dintercetta della tangente si trovera per differenza:
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Regressione e principio dei minimi quadrati

La funzione di cui occorre trovare il minimo €
2
SQerr :Z(yl _a_bxi) ?
che sviluppata da
S0, = Z(yf +a’ +b'x —2ay, - 2byx, + Zabxi),
i=1

e le cui derivate parziali rispetto ad a € b sono:

6S8Qm Zi(za_Zy,-"_szi): 2(—iyi+na+bixij;
a 1 1

i=1
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Fm = ﬁ:(bei2 -2y.x, +2axi) = 2(—iyixi +b§n:xi2 + azn:xl).
i=1 1 1 1 9

Regressione e principio dei minimi quadrati

O sos—z[—i;»,x, +oix,1jo+2{fi)=,x,+0$xf)b, fﬁf")zsﬂiz[’;y’x' +3'152X'1)3'15+2(7‘2”'X‘ ”'lix‘l]b‘
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11 valore minimo di SQ,,, si associa
ad un solo valore b;.
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In corrispondenza di tale valore
I’inclinazione della tangente (ossia
la derivata) sara nulla e ’intercetta
corrispondera al minimo della
funzione
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7 f(b)= |4472[7iy’x’ +l,89ixf]l,89+2(7ﬁ“y‘x‘ + Lx9ixf]b,
-1 0 1 2 3 4 5 ' ' ' '
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Regressione e principio dei minimi quadrati

Quindi, ponendo entrambe le derivate per a e b uguali a 0,
otteniamo:

[%=0] iy.=na+bix..
861 i=1 l i=1 l

[SSQerr J zxy_azx+bzx

* da cui si ricava facilmente la soluzione y—-bx =a.

Regressione e principio dei minimi quadrati

Di qui:

any Zx Zy _ cov(x,y)'
z (Zx) Var(x)
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Regressione e principio dei minimi quadrati

Scrivendo in forma di matrice queste equazioni,

)5 U I {
2, 2x 2

i coefficienti a e b possono essere trovati come:
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La regressione

Si osservi ora questa figura

Y
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Modello probabilistico della regressione

La figura fornisce una rappresentazione grafica del modello
probabilisticodiy =a + bx + e.

In corrispondenza di ogni valore di x ¢’¢ una popolazione di
possibili valori y.

Questa popolazione ha media E(y) e varianza ay2 .

Per ciascuno dei possibili valori che X pud assumere variera solo
E(y), manon la varianza ,2 .

Il modello probabilistico della regressione assume dunque che vi
sia una diversa popolazione di risposte (y) per ciascuno dei
valori della variabile indipendente (x), la cui media dipende
dal valore della variabile indipendente ed ¢ predetta dal
modello della regressione.
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I coefficienti di regressione

In questo modo, il valore atteso di b diventa:
E(b):E[Z(xi_X)J;I} :E{Z(xi—X)(oc+[3;ci+ei)]:
Z(Xi_X) Z(Xi_X)
o Z(xi—)?) +B2(xi—)?)xi +[ E(xe) 1\7E(e,.) J:B
Te-X) X&) (%) Elo-x)

dato che:

E(xiei):%Z(x(y—(x—Bxi)) =%(Z(xy)—a2x, —ngf):O

o)=L v-0me) =L -5+ -e) =2 £0-7)-85 5 -5) -0

Si dimostra quindi che b ¢ uno stimatore privo di errore
sistematico di f: E(b) = .

In modo analogo si puo mostrare che E(a) = a. 104

I coefficienti di regressione

I coefficienti di regressione possono essere considerati delle variabili
aleatorie in quanto assumono valori diversi in campione diversi.

Poniamoci quindi il problema di determinare le proprieta della
distribuzione campionaria di a € b calcolati con il metodo dei
minimi quadrati.

Iniziamo riarrangiando la formula di b:
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I coefficienti di regressione

Si dimostra inoltre che

V(a)=
Y (s - x)
dove
(y,—;\?i)2
G2 = i
€ n-2
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I coefficienti di regressione

Si dimostra inoltre che ,
v(b)=——r—
Z(x[ - X)
oy

—=\2
nz (x[. -X )
Se le osservazioni Y; sono distribuite normalmente, allora anche
a e b lo saranno.

In conclusione, ,
)2

Via)=

b~N|p,—=——
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