Perequazione con leggi di sopravvivenza

PEREQUAZIONE CON LEGGI DI SOPRAVVIVENZA

Siano
Ay, x=aa+1, .., 0—-1

le stime delle probabilita di morte q,, x = a,a+ 1, ..., w — 1, di un modello di sopravvivenza
non parametrico ottenute secondo un approccio di stima di tipo non parametrico.

Tali stime presentano usualmente delle irregolarita spesso imputabili alla limitata
numerosita della popolazione, in particolare in alcune classi di eta.

Tali irregolarita possono essere rimosse mediante opportune procedure di perequazione.
Due obiettivi sono alla base della scelta di una procedura di perequazione:

e la reqolarita (0 smoothness) delle stime perequate al variare dell’et3;

e |'accostamento (o goodness of fit) delle stime perequate alle stime originali.




Perequazione con leggi di sopravvivenza

La perequazione con leggi di sopravvivenza o perequazione analitica consiste nel sostituire
alle stime iniziali le stime ottenute mediante un modello analitico di mortalita (per es. il
modello di Gompertz).

Il procedimento di perequazione analitica si articola in due fasi:

1. verifica (mediante analisi grafica) della possibilita di accostamento fornita dalla
legge di sopravvivenza considerata

2. stima dei parametri della legge di sopravvivenza scelta

Analisi grafica di modelli di sopravvivenza

Si devono individuare dei legami di tipo lineare, per esplorare mediante grafici le possibilita
di accostamento del modello ai dati.



Perequazione con leggi di sopravvivenza

Modello di Gompertz

u(x)=pe*” a>0 >0 x>0
Si ha
log 1(x)=log S + o x
Si considera allora il grafico dei punti
(x, log ) x=aa+1, ., 0—-1

essendo M, le stime delle intensita istantanee di mortalita ottenute in un approccio non
parametrico;

se il grafico dei punti presenta un andamento approssimativamente lineare, il modello di
Gompertz si presta a descrivere la mortalita nella collettivita in esame.

Il coefficiente angolare e lintercetta della retta interpolante forniscono delle stime
preliminari per i parametri « >0 e >0



Perequazione con leggi di sopravvivenza

Un altro legame lineare puo essere ottenuto considerando le probabilita di sopravvivenza
Px

Dalla
_ ﬁ a0 X - _S(X-i—l)_ (é L ax)
S(x)_exp(a(l e )) x>0, siha  p, = S(x) = exp a(l e )e
e quindi

log(~log p, ) = Iog(ﬂ(e“ —l)j+ax

(04
Si considera allora il grafico dei punti
(x, log(-log py)) x=aa+1, ., 0—-1

Il coefficiente angolare e lintercetta della retta interpolante forniscono delle stima
preliminari per i parametri « >0 e >0



Perequazione con leggi di sopravvivenza

Un altro grafico che puo indicare se il modello di Gompertz si presta a descrivere la
mortalita nella collettivita in esame e il seguente

(X,Mj x=aqa+1,..w—2
log Py

infatti

Iog Px+1 _ ea
log py

quindi se i punti del grafico hanno un andamento approssimativamente costante, il modello
di Gompertz potrebbe essere adatto.



Perequazione con leggi di sopravvivenza

Modello di Makeham

u(x)=06+pe** a>0 p>0 6§>0 x>0
Si ha
log(z(x +1)— u(x)) = log (ﬂ(e“ —1»+a X
Se il grafico dei punti
(x, log(rh,.; —m,)) x=aa+1,.,0—-1

presenta un andamento approssimativamente lineare, il modello di Makeham si presta a
descrivere la mortalita nella collettivita in esame.

Il coefficiente angolare e lintercetta della retta interpolante forniscono delle stima
preliminari & e S per i parametri & e [ rispettivamente.

Per una stima preliminare di 6 si puo considerare una media delle quantita

M, — 3 e%* x=aa+1,..,0—1



Perequazione con leggi di sopravvivenza

Un altro legame lineare puo essere ottenuto considerando le probabilita di sopravvivenza
Px

Dalla
S(x):exp(é(l—eax)—éxj X >0,
(04
si ha
S(x+1) (ﬂ o\ aarx j
= =exp —{1—-e")e"" =5
EY % e
Indicato con Alog p, =log py.,1 —log py si ha

Alog Px+1 — ¥
Alog py

x=aqa+1,..,w-—1

A Iog px+1
Alog P,

presenta un andamento approssimativamente costante, il modello di Makehanm si presta
a descrivere la mortalita nella collettivita in esame.

Se il grafico dei punti (x,



Perequazione con leggi di sopravvivenza

Come stima preliminare di « si puo considerare il logaritmo della media di valori

Alog Pyy x=a,a+1,..,0—2
Alog px ) ) )
2
Dalla Alog p, =log py.q —log py :—é(l—e“) e*”
o

si individua come stima preliminare di £ la media dei seguenti valori

_ Alog py - @

x=aqa+1 .., 0—-1
(1—e‘5‘)2 o X

Infine, dalla

log p, =é(1—e“)e“" )
(04
Si ottiene come stima preliminare di 6 la media dei seguenti valori

SN RN

(1—e‘5‘)eé‘x—log Py x=aa+1..,0—-1



Altre formule di perequazione utilizzate in ambito attuariale
ALTRE FORMULE DI PEREQUAZIONE UTILIZZATE IN AMBITO ATTUARIALE

Formula di Barnett

9 _ A+Hx+Bc* A H,B,c>0
1-0ay
Le quantita
Ox
1-0ay

sono dette odds.
Formula di Wilkie

Ox

= exp(pol(x))

X

dove pol(x) € un polinomio in x, spesso lineare o di grado 2



Altre formule di perequazione utilizzate in ambito attuariale

Tali espressioni, che esprimono legami funzionali tra gli odds e le eta, possono essere viste
come formule perequative che costituiscono casi particolari della seguente espressione piu
generale:

Formula Gompertz-Makeham di tipo (r, s)
r . r+s .
GMLS(X)= Yoy X't +exp( > a x"r‘lj
=1 I=r+1
dove r € s sono interi positivi
a=(a;,ay,..., 0, Aryq,.--,0-4s) € UN vettore di coefficienti

Se r =0 si ha solamente il termine esponenziale

GM28(x) = exp( iai xi‘lj
i=1

Se s =0 si ha solamente il termine polinomiale

GM°(x)= 3o X7
=1

10



Altre formule di perequazione utilizzate in ambito attuariale

Se (r,s)=(0,2) si ha GM 22(x) = exp(eq + a X)
e si trova quindi una formula di tipo Gompertz
GM g*(x) = exp(a + p X) = 671672 = e
Se (r,s)=(1,2) si ha GML2(x) = oy + exp(ary + a3 X)
e si trova quindi una formula di tipo Makeham
GMLE2(X) = aq +explary + ag X) = aq +€%2e% = 5 + Be*X
Se (r,s)=(2,2) si ha GMOZI’Z(X) =y + ap X+explag + ay X)
e si trova quindi una formula di tipo Barnett

GM 5 %(X)= oy +ap X+ explag+ as X) = ag + oy X + €%2e%* = A+ H x+ BC*

Se (r.)=(0.n) siha GME"(x)=exp{ 3.y
=1

e si trova quindi la formula di Wilkie.
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Stima dei parametri di una formula di perequazione

STIMA DEI PARAMETRI DI UNA FORMULA DI PEREQUAZIONE

Dopo avere individuato una legge di sopravvivenza adatta a descrivere la mortalita nella
collettivita, oppure una formula adatta per perequare le stime iniziali

dy, oppure m, x=aa+1, .. w—1

si devono stimare i parametri.

Metodo dei minimi quadrati

an};ié.. F@h) con Fla,,..) = ezt wli, — (i @)

essendo

!

w, =—* nel caso di minimi quadrati pesati, con n} esposizione nella classe di eta x
X

U, una opportuna trasformazione dei g, oppure degli M, tale che la funzione f sia
lineare nei parametri del modello; infatti se f € lineare, le stime dei minimi
guadrati dei parametri si ottengono agevolmente risolvendo un sistema lineare.
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Stima dei parametri di una formula di perequazione

Per esempio, nel caso del modello di Gompertz si ha
log u(x)=log B +c x

Quindi si puo considerare il seguente problema

= 1N\
min WX[Iog M, —Iogﬁ—a(xjtiﬂ

a, B x=a

Si noti che, poiché My ha il significato di stima dell'intensita istantanea di mortalita costante
nella classe di eta ]x,x +1], dovendo “attribuirla” ad una precisa eta nella classe |x,x+1] si

. s 1
considera l'eta x+ E

Metodo della massima verosimiglianza

Tratteremo la stima dei parametri mediante il metodo della massima verosimiglianza
nell’ambito dei GLM.
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati
PEREQUAZIONE MEDIANTE MODELLI LINEARI GENERALIZZATI

Siano
4, oppure m, x=aa+1, .. w-—1

le stime iniziali di una tavola di sopravvivenza ottenute in un approccio di tipo non
parametrico

!

ny I'esposizione (es. il numero iniziale di esposti al rischio) nella classe di eta x
Definiamo dei GLM per perequare le stime iniziali.

Un GLM e definito dalle seguenti ipotesi:

e ipotesi probabilistiche: distribuzioni delle variabili risposta appartenenti alla
famiglia esponenziale lineare

e ipotesi strutturali:  struttura di regressione e funzione di collegamento

lllustriamo alcuni modelli probabilistici e le conseguenti ipotesi strutturali adatte per la
perequazione delle stime iniziali.
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Modelli con distribuzione binomiale scalata

La distribuzione Binomiale scalata € una distribuzione della famiglia esponenziale lineare.

Infatti, se
X ~B(n, p) = P(X = x)=(2] p*(@-p)"* conx =0,1,..,n
sihacheilna.yY :é ha distribuzione Binomiale scalata: Y ~ B(n, p)/n
n _ 1
PY=y)= Y- p) v con =0,-,..,1
(Y=y) (nyj p"Y(1-p) y=0,-

Poiché

_— (nnyj (ﬁjny(l‘ o) - [nnyjexp{n{ylogil—ip} log(1- p)}}

e una distribuzione della famiglia esponenziale lineare con

P

parametro canonico @ = Iog(—} funzione comulante b(¢)= log(l+e?)

1-p
n parametro di dispersione ¢ =1

peso
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Consideriamo le osservazioni
Yx =y
ed i pesi
o, =|n} |  dati dalle esposizioni troncate
conx=a,a+1,.. w—1.
Siano
Yy | n.a. variabili risposta, x =a,a+1,...,0w — 1

e ipotesi probabilistiche: Y, stoc. indip. con distribuzione Binomiale scalata con

pesi Oy parametro di dispersione ¢ =1
parametro canonico @ = Iog(l q)él ] funzione comulante b(8) = Iog(1+ e‘g)
- MX
Si ha allora:
: e’ 1y 1
E(Y,)=b'(8)= g = Ux Var(Yy)=—~-b"(6)=—-q,(1-ay)
1+e Wy Wy
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

e ipotesi strutturali

Funzione di collegamento g(g,)=7n, con g funzione monotona, derivabile e

1y previsore lineare

Funzione di collegamento canonica o logit o log-odds

Funzione log-log complementare

9(qy) = log(~log(1-ay))
Funzione Probit
g(q,)=®(q,) essendo @ la funzione di ripartizione della distribuzione

normale standard

Previsore lineare ny=2y8 con 1z, vettore delle determinazioni delle variabili
esplicative relative alla classe di eta x

Se si tiene conto soltanto dell’eta, si ha usualmente: 1, = By + B1x + Brx? + -+ + B, x™
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Esempio: il modello di Gompertz

Abbiamo visto che per il modello di Gompertz si ha

log(—log py )= Iog(ﬂ(e“ —1)j+ax

a

Si puo stimare tale modello con un GLM per le osservazioni y, =q4,, x =a,a+1,..,0 — 1

Variabili risposta: Y, con distribuzione Binomiale scalata con
E(Y,)=q, epesi o,=|n}]|datidalle esposizioni troncate

Funzione di collegamento: log-log complementare  g(q, ) = log(-log(1-qy))

Previsore lineare: Ny = Po + P X essendo
Bo = Iog(g(e“ —1))
PL=a

Il modello puod essere esteso considerando 1, = By + f1x + Box? + -+ + Bpx™

r )
cioé una formula di perequazione del tipo: GMLO(x)= Yo X
i=1
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Esempio: il modello di Wilkie

Ax
10

dove pol(x) & un polinomio in x, spesso lineare o di grado 2

In tale modello si ipotizza = exp(pol(x))

Si puo stimare tale modello con un GLM per le osservazioni y, =q,, x =a,a+1,..,0 —1

Variabili risposta: Y, con distribuzione Binomiale scalata con
E(Y,)=q, epesi o,=|n,]datidalle esposizioni troncate
Funzione di collegamento: logit 9(gy)= Iog(lq—xj
—Ox
Previsore lineare: Ny = Po + P1X + Box? + -+ Bpx™
Poiché

9(@x) = nx ©108(752) = Bo + Bux + fox? + -+ frpx™

Ax
© = exp(Bo + frx + Bpx® + -+ Bryx™)

Si ha una formula di perequazione del tipo: GM25(x) = exp(iai xi‘lj
-1
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Modelli con distribuzione di Poisson
Sia
y

Y ~ Poi(u) = P(Y = y):'u—le‘“ cony =0,1,..
y!

E una distribuzione della famiglia esponenziale lineare, infatti
Yy, 1
P(Y =y)= %e = explyloglu) -4

parametro canonico 6 = log(u) funzione comulante b(6) = e*

peso w=1 parametro di dispersione ¢ =1

Abbiamo visto che se D, & n.a. dei decessi nella classe di eta [x,x+1], in ipotesi di
distribuzione di Poisson di parametro {®)ES
(DECTx  (4)ec !C!X (d)C
p(DX:dX):(ﬂx dEIX)d o HES _ Eé e e (ﬂﬁd))dx oo L)
X* X*

essendo L% |a funzione di verosimiglianza, con parametro l'intensita istantanea di
mortalita e Ef(: Il numero centrale di esposti al rischio.
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Con riferimento alla classe di eta ]x,x +1] siano

Ex = 3(si—6)+ St —6)+ (ki —r)

1eS ieD 1ew
il numero centrale di esposti al rischio
D, il n.a. dei decessi con distribuzione di Poisson di parametro g ES

Si ha

P(Dy=dy)= (,le E)((:)dx e 2 = i!exp{dx Iog(ﬂx E)?)_ Hy E)?}

d,! d,
X dX
= %;XGXP{dX Iog(,ux )_lux E>((: }: (ET)C(:X!LEXF){EELS:C:;IOQ(/IX )_/U
cioe una distribuzione della famiglia esponenziale lineare con
parametro canonico 6, = log(z, ) funzione comulante b(6) = e*
peso W= Ef parametro di dispersione ¢ =1

o d
e con variabili risposta —=
EX

)
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Consideriamo le osservazioni

dy
yX:mng

ed i pesi
Wy = Ef(: numeri centrali di esposti al rischio

Con x=a,a+1,.. w-—1.
Siano

Yy | n.a. variabili risposta, x =a,a+1,...,w — 1

e ipotesi probabilistiche: Y, stoc. indip. con distribuzione di Poisson con

pesi Oy = Ef(: parametro di dispersione ¢ =1
parametro canonico 6, =log(x, ) funzione comulante b(8)=e”
Si ha allora:
/ 4 1 " 1 3
E(Y,)=b'(6x)=e" = s Var(YX):E—Cb (QX):E—Ce " :g—é
X X X
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

e ipotesi strutturali

Funzione di collegamento o(u)=n, con g funzione monotona, derivabile e
1y previsore lineare

Funzione di collegamento canonica logaritmo
g(,ux): |Og(,ux)

Previsore lineare ny =12y con z, vettore delle determinazioni delle variabili
esplicative relative alla classe di eta x

Se si tiene conto soltanto dell’'eta, si ha usualmente: n, = By + B1x + fyx? + - + B x™
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Esempio: il modello di Gompertz

Abbiamo visto che per il modello di Gompertz si ha log u(x)=log B +a x
Si puo stimare tale modello con un GLM per le osservazioni

yX:mX:d—é’ x:a,a+1,,w_1
EX

Variabili risposta: Y, con distribuzione di Poisson con

E(Y,)=u, epesi o, =ES inumericentralidiespostial rischio

Funzione di collegamento: logaritmo 0(, )= log( )

Previsore lineare: Ny = Po + P X essendo

fo =log( )
p=a
Il modello puo essere esteso considerando 1, = By + f1x + Box? + -+ + Bpx™

r )
cioé una formula di perequazione del tipo: GMLP(x)= Yo X
i=1
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Esempio: il modello di Makeham

u(x)=06+pe** a>0 p>0 §>0 x>0
Consideriamo la funzione di « che rappresenta la componente non lineare in z(x)
h(a;x) =e*”
e consideriamo I'approssimante lineare di tale funzione nel punto « =«
h(e; X) = h(ag; X) + ' (og; X) (o —ap) = €™ * + xe X (a — o)
Si puo allora considerare la seguente approssimazione per u(x)=¢6+ 3 e**
w(x)=6+pe** =5+ B(h(ag; x) +h (ag; X)(a—ay)) =6+ fe®* + gxe® (a—ay)
che puo essere interpretato come un previsore lineare

O(OX

con parametri o p Pla—ay) e covariate e Xe
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Perequazione mediante modelli lineari generalizzati

Si puo stimare tale modello con un GLM per le osservazioni

yX:mX:d—é’ x:a’a+1,,a)_1
EX

Variabili risposta: Y, con distribuzione di Poisson con

E(Y,)=pu, epesi ,=Eg inumericentralidiespostial rischio

Funzione di collegamento: in letteratura & suggerita la funzione logaritomo g(, ) = log( )

Previsore lineare: 7y =0+ %% +yxe¥” essendo 7= B(a-ap)

Per la stima dei parametri si utilizza un procedimento iterativo:
1. Si fissa un valore iniziale per a : «y

aox Xeaox

2. Si calcolano le covariate: e
3. Si stimano i parametri: o B y=pa-a)
Da quest'ultimo parametro si determina il nuovo valore iniziale per «

0!1:14-6!0
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