Stima di modelli di sopravvivenza parametrici — uscite per morte e per altra causa
STIMA DI MODELLI DI SOPRAVVIVENZA PARAMETRICI
USCITE PER MORTE E PER ALTRA CAUSA

Supponiamo di avere osservato n individui e di disporre di dati individuali esatti, riassunti
per ogni individuo i dal vettore delle eta

(yi1zi!5|1¢i1) i:].,...,n
essendo

y; l'eta esatta di ingresso in osservazione
z |'eta esatta di uscita pianificata
8 I'eta esatta di uscita per morte (8 =0 se l'individuo i non e uscito per morte)

¢ I'eta esatta di uscita per altra causa (¢ =0 se l'individuo i non e uscito per altra causa)

Obiettivo: stimare la funzione di sopravvivenza di un modello di sopravvivenza

parametrico
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Modello di sopravvivenza a due cause di eliminazione: morte ed altra causa
Sia
T, durata di permanenza nella collettivita per un individuo presente all’eta x

T, = min(T)Sd),T)SW))
essendo

Tx(d) durata di permanenza nella collettivita finché non si ha l'uscita per morte, per un
individuo presente nella collettivita all’'eta x

TX(W) durata di permanenza nella collettivita finché non si ha l'uscita per altra causa,
per un individuo presente nella collettivita all’eta x

Siano
S(d)(t) = P(Téd) >t) funzione di sopravvivenza (parametrica) relativa al n.a. To(d)

sW) (t) = P(TO(W) >t) funzione di sopravvivenza (parametrica) relativa al n.a. TO(W)
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|potesi: uscite non informative
dOt)=au V() t=o0

() =ap™(t)  t=20
essendo

PIT{® <t +AtT{ >t
1D (x+t)= lim (X ‘ X )
At -0 At

PT" <t +AtTIW >t
1M (x+t)= lim (X ‘ ” )
At -0 At

le intensita marginali di eliminazione e

At -0 At

a,U(W) (x+t) = |lim P(TX St+ALC = Z‘TX >t)
At -0 At

le intensita di uscita per le varie cause, dove C =1 denota I'evento “uscita per morte” e
C =2 denota I'evento uscita per altra causa
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In ipotesi di uscite non informative sussiste la relazione di Karup

(1) —

( tp'(d) '(W)

essendo

(d)
@ = ex (@) (x + u)d j_S (x+1)
{1 SO

(w)
’(W)—exp{ I,U(W) (x+u)du ) SYW(x+1)
S(W)(X)
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Stima con il metodo della massima verosimiglianza

Per scrivere la verosimiglianza delle osservazioni
(vi,z,6,4.) i=1..n

definiamo, perognii =1,...,n, in.a.

T durata aleatoria di osservazione dell'individuo i nella collettivita

1 sel'individuoi escgpermorte
c® =12 sel'individuoi esceperaltracausa
0 altrimenti

Nota: T") ha determinazioni |0, z - ;]
Indicato con ijf) la durata di permanenza nella collettivita per I'i-esimo individuo, si ha

TO = min (T;:),Zi — Yi)
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Nell'ipotesi che per ogni individuo i le durate aleatorie di permanenza nella collettivita,
all’eta minima possibile per I'ingresso in assicurazione, siano ugualmente distribuite, si ha

0 t<0
(i) _ (@) .
P(T® <t)=4P(T,  <t) 0<t<z -y,
1 t = Zi —Yi
dove P (ijii) < t) = tqj(,?.
Si definiscono
S={i| I'individuoi &presentaellacollettivita all'etaz } survival
D ={i | I'individuoi escepermorteall'etad } death

W ={i| I'individuoi esceperaltracausaall'etag | withdrawal
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Se l'individuo i e presente nella collettivita all’eta di uscita pianificata:

w - 9@ @)

T(i):zi—y- P(T(i):Zi—y-)= ___p(f): .—.p’<d) P
| I -y My z-Y; Py, Q Yi Py, S(d)(yi) S(W)(yi)

Se lindividuo i esce per morte all’eta esatta 4:

_s%@) ES(W) (4) 2D (g)

TO =g -y fT,C(‘9| - Y;.1)= 8-y, p(yir) 19 (a) S yy s (y)
i i

Se lindividuo i esce per altra causa all’eta esatta ¢:

_89@) "M @) o m
"0y sy H

TO=g-y frel@-vi2)= A=Y p(yir) 1 (q)
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In ipotesi di indipendenza stocastica dei n.a. TO 1a verosimiglianza delle osservazioni e

L=nPTY =z-v)0N frcl@-v)00 frela-v.2)
1S 1D 1w

— (7) (1) 7,(d) (1) r7,(w)
=M z-y Py’ U g-y Py (&)DiglNgq-yi p,” 1" (q)
_ - 89@) @)
i0sS'Y(y)) s™(y))
@) s™@) @
|:| | | 8| |:|
1L sy sy * a)

D) 5" @)
i sy sM(y)

™ ()
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Poiché
s @) D (8)=tD@4) s (@) 1" (@)=t (@)
si ha
s9z) . s8) - @) sY(a) -
L = [] 8 D
st(d)(y,) mnas(d)(y.)w @ S‘d)(y.)

sW(z) . sW@) . sS"@) . w
[] L] []

s s ") (y;) T s ") (y,) T S® () >(y.)u’ @)
$9() oo @)

Vg -
— ] ]

s S (yp) s J(y) | ) s‘d><y.>
s"(z) . s"@) . 1" (g)

[] ] []
istWV’(yi) h s (y;) icrk'Ns“V’(yi)
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Quindi
L = (D) gw
con
@ - o S@) o 1986) - @)
= 1@y o @ oy S @
ins S (yi) oD SY(y;) iow S (y;)
e

(W) (W) (W)
L55™ () itb Sy, 1y S™(y)

Quindi per stimare la funzione di sopravvivenza S(d)(t) Si porra

maxL(d)

mentre per stimare la funzione di sopravvivenza sW) (t) si porra

maxL"W)
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Stima di massima verosimiglianza della funzione di sopravvivenza std) (t)

(d) (d) (d)
L(@) = S (Z')D S (¢?)D f7(8)
HEs@y) Dy | L s )(yi) i'JDs<d)(yi)
dove
)y = _ 9 ()
@) dts ()

Si nota che le informazioni sulle uscite per altra causa sono trattate come le informazioni
sulla sopravvivenza all’eta di uscita pianificata

Se il modello di sopravvivenza parametrico per la durata aleatoria di vita To(d) e assegnato

mediante l'intensita istantanea di mortalita ,u(d)(t) la verosimiglianza puo essere scritta nel
modo seguente

L@ = exp{—?,u(d)(t)dtJDﬂ exr{-?ﬂ%)dtj n [exp{ 49 )dt}u(d)(e )]

ids Y, iowW Y i0D Y,
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Con riferimento all'i-esimo individuo osservato, indichiamo con t; la determinazione del
na TW, siha
z -y, selllS
t=3@-y, sellW
8-y seillD
Consideriamo inoltre l'indicatore di evento
{O sei 0SOW

1 seillD

la verosimiglianza LD relativa agli n individui osservati puo allora essere scritta come

segue

-5 ﬁ!{ex;{—t(j;y(d)(yi +S)dSJ('U(d)(Yi + ))d}
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Indicata con
t
Hy (@) = [y +s)ds
0

la funzione di rischio integrata, la verosimiglianza LY diventa

L(d) i iEl EXd— H Yi (ti )) ('u(d)(yi t ))di :|

e quindi si ottiene la seguente espressione per la log-verosimiglianza

logL{¥ = %‘ Hy (t) + %di |09(,U(d)(Yi +; ))
i i=1

Per ottenere quindi la stima di massima verosimiglianza di un modello di sopravvivenza

parametrico, disponendo di dati individuali esatti, € sufficiente specificare la struttura della

intensita istantanea di mortalita ,u(d)(t) e della relativa funzione di rischio integrato H(t)
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S.J. Richards (2012), “A handbook of parametric survival models for actuarial use”,
Scandinavian Actuarial Journal

V. Table 1. Some actuarial mortality laws and their corresponding integrated hazard

functions.
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