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Introduzione
Il Simulated Anneding (SA) e divenuto negli ultimi anni una euristica anpiamente discussa. Autori

come Johnson et a. forniscono eccdlenti descrizioni del SA con analogie e paragoni rispetto ala
fisica del fenomeno di formazone delle strutture aistalline. Aarts e Korst ne inquadrano la storia,
dale origini dell’idea principale negli anni '50 fino ala sua gplicadone nei problemi di
ottimizzazone negli anni *80. Questi ultimi presentano un modello formale del SA e provano che
I’algoritmo converge dla soluzione ottima cn probabilita abitrariamente vicina al uno ma @n una
velocita di convergenza de pud anche essere esponenziale. Per contro, utilizzando il SA come
temica auristica il suo comportamento asintotico puo essere gpprossmato in un tempo polinomiale.

Le gplicazoni piu dffuse del SA sono su problemi combinatoriali, in particolare su problemi di
scheduling. In particolare nell’ambito dello scheduling d process industriai su macdine s hanno
varie gplicazoni da problemi con tempi di settaggio dipendenti dalla sequenza aproblemi single-
madine tardiness e problemi flow shop. Furono Van Laahoven, Aarts e Lenstra nel 1988 ad
applicare per la prima volta il SA per problemi generali di tipo job-shop. Ultimamente Jeffcoat e
Bulfin hanno redizzao un approccdo SA per problemi di scheduling a unita di processamento
paralele mn risorse limitate. Tutte le gplicazoni SA nell’ambito di problematiche combinatoriali
mostrano una notevole dficienza del metodo congiuntamente al una robustezzarispetto il tipo di

problema, confermata ache in altre goplicazoni di natura combinatoriale mista-intera.

Algoritmo Simulated Annealing
E una metodologia di ricerca dtamente alatta per qualunque problema di ottimizzaione non

convessy, e fonda le sue bas nella statistica meccaiica E stata sviluppeta originariamente da
Kirkpatrick et al. per risolvere problemi di ottimizzazone combinatoriale ediscreta. Il SA € nato
come metodo di smulazone della tempra (annealing) del solidi. L’anneding € il processo con il
guale un solido, portato allo stato fluido, mediante riscadamento ad alte temperature, viene riportato
poi di nuovo adlo stato solido o cristallino, a temperature basse, controllando e riducendo
gradualmente la temperatura. Ad alte temperature, gli atomi nel sistema s trovano in uno stato
atamente disordinato e quindi I’energia del sstema e devata. Per portare tali atomi in una
configurazone caistallina dtamente ordinata (statisticamente), deve esere dbassta la temperatura
del sistema. Riduzioni veloci della temperatura possono causare difettosita nel reticolo cristallino con
conseguente metastabili ta, con fessurazoni e fratture del reticolo stes (stress termico). L’ anneding

evita questo fenomeno procedendo ad un graduale raffreddamento del sistema, portandolo ad una
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struttura globalmente ottima stabile. 1| sistema s dice essere in equilibrio termico alatemperatura T

se la probabilita P(E;) di uno stato avente energia E; € governata dalla distribuzione di Boltzmann :
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dove kg € la costante di Boltzmann.

Si noti che al alte temperature tutti gli stati di energia sono probabilmente possbili, mentre abasse
temperature il sistema s trova sicuramente in stati di minima energia. Metropolis et a. nel 1953
sviluppod un algoritmo per simulare il comportamento di una wllezone di atomi in equili brio termico
ad una particolare temperatura. Questo agoritmo ha un ruolo fondamentale per I’ applicazone del
metodo SA a problemi di ottimizzazone. Senza perdita di generdita, s consideri un problema di
minimizzaZone. La caatteristica esenziale dell’ algoritmo di Metropolis € de genera un insieme di
configurazioni a ogni temperatura T con la proprieta de le energie delle differenti configurazoni
possono essere rappresentate dalla distribuzione di Boltzmann. |1 metodo comincia da una assgnata
configurazione iniziale degli atomi in un sistema @n energia Eo. Vengono quindi generate successve
configurazioni con piccole perturbazoni casuai della cmnfigurazone rrente. Viene dedso se
accetare o rigettare la @nfiguragzone in base da differenza fra I'energia della wnfigurazone
corrente e quella della nuova onfigurazone (o configurazione candidata). Tale dedsione é
influenzata dal fatto che le energie del sistema delle mnfigurazoni accdtate devono formare una
distribuzione di Boltzmann se s € raggiunto I’ equili brio termico. L’ algoritmo di Metropolis accdta
sempre una soluzione candidato la aii energia E; € inferiore aquella della configurazone crrente
(E)). Per contro se I'energia E; della configurazone candidato € piu grande di quella della

configurazione @rrente, adlorail candidato € accétato con la seguente probabilita :
U AEL
P(AE) = exp(+ —
(0E) = ey 5

dove AE=E;-E.

Latemperatura non ha dcun diretto analogo in ottimizzaZzone. Serve meramente mme parametro di
controllo che implicitamente definisce la regione della spazo di stato esplorato dall’ algoritmo in un
particolare stadio. Ad alte temperature, |’ algoritmo SA puo attraversare quas tutto lo spazo di stato
poiché pessme soluzioni vengono fadlmente accétate. Successvamente, abbassandosi il valore del

parametro di controllo, I’algoritmo viene nfinato in regioni sempre piu ristrette dello spazo di
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stato dato che la distribuzione di Boltzmann collassa a sempre piu piccole o basse probabilita di
accetazone. Per i problemi di ottimizzazone il SA lavora come segue:

ad alte temperature I’ algoritmo s comporta pitl 0 meno come una random search. Laricercasata da
un punto all’ altro dello spazo delle soluzioni individuandone le caatteristiche equindi le direzoni o
le aeein cui € piu probabile individuare I’ ottimo globale. A basse temperature I'SA é simile a
metodi steepest descent. Le soluzioni vengono locdizzae nella zna del dominio maggiormente
promettente. Da quanto detto s intuisce de vi € un ceto numero di parametri che I’ analista deve
deddere per implementare il metodo, consentendo ampia liberta di scdta e quindi elevata
applicabilita. Tuttavia ¢ e un preza da pagare: la taratura di un numero elevato di parametri causa
un duro lavoro iniziale dfinché il metodo possa wnvergere. Un vantaggio fondamentale del SA e
che I'andista lo pud applicare a problemi di ottimizzazone per i quali non ha una @noscenza
profonda. L’algoritmo SA per un problema di ottimizzazone pud essere riassunto nel seguente

generico algoritmo:

l. Sia data una @nfigurazone iniziale o soluzione X’ con energia o valore della funzione
obiettivo Eo. Selezonare un valore iniziale Ty per latemperatura.
Il. Per ogni stadio dellatemperatura dfettuare i seguenti pass :

A. Generare una mnfigurazone candidato ammissibile tramite una piccola perturbazone
casuade della onfigurazone arrente. Vautare la differenza di energia AE fra le due
configurazoni.

B. Se AE < 0, la onfigurazone candidato ha un valore della funzione obiettivo inferiore
rispetto a quello della configurazone @rrente. Accedtare la nuova soluzione e
sostituirla aquella crrente.

Se AE > 0, la onfigurazone candidato ha un valore della funzione obiettivo peggiore

rispetto quello della wnfigurazone rrente. Accdtare tale soluzione @n una

probabili ta P(AE):expﬁ-%ﬁ e aggornare la @nfigurazone rrente se
B

necessrio.
C. Se non é raggiunto I’ equili brio termico, torna aStep 2.1. Altrimenti vai a Step 3.

llI.  Seil proces anneding € incompleto, ridurre latemperatura eritornare all .
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Schema di raffreddamento
Dato che la riduzione della temperatura governa il successo dell’ algoritmo nella sua ricerca delle

soluzioni ottime globali, € importante selezonare un appropriato schema di riduzione degli stadi di
temperatura determinando quando e quanto ridurre.

Quando accale se al una data temperatura le energie o i valori della funzione obiettivo delle
soluzioni accétate gprossmano la distribuzione di Boltzmann per quello stadio di temperatura
Chiaramente piu elevato € il numero di soluzioni accdtate, piu S approssma la distribuzione di
Boltzmann. Tuttavia, generare una devata quantita di soluzioni per ogni stadio di temperatura porta
ad un aumento del tempo di cdcolo. A tal fine enecessario tarare un parametro detto transizione. Il
numero di transizioni ad ogni stadio di temperatura deve essere tale da asscurare de s pass da uno
stadio termico a successvo solo quando s € raggiunto |'equilibrio ossa le configurazoni siano
distribuite secondo una probabilita di Boltzmann.

Quanto ridurre e I'dtra importante cmponente dello schema di raffreddamento. Ridurre la
temperatura troppo velocemente caisa la possbilita da parte dell’ algoritmo di rimanere confinato in
un minimo locde. D’dtro canto, ridurre la temperatura molto lentamente comportera un aumento
degli stadi di temperatura n un conseguente innalzamento del tempo di cacolo. Basandos su
gueste mnsiderazoni gli anaisti determinano un appropriato schema di raffreddamento in base d
problema spedfico. Vi sono, esenziamente, due schemi di raffreddamento della temperatura:
guello geometrico e quello logaritmico. Il primo € molto semplice e viene utilizzao dala
maggioranza dei ricercatori: la temperatura viene ridotta, ad ogni stadio, moltiplicandola per una
costante chiamata cooling ratio, che haun valore mmpreso fra0 ed 1 Lo schema di raffreddamento

logaritmico e un metodo pitu complesso utili zzao in particolari casi (S veda Van Laahoven et al.).

Criterio di interruzione
La determinazone di un appropriato criterio di interruzione eun fattore aitico per il succeso del

SA. Il proceso di anneding converge a un ottimo globale se la temperatura é sufficientemente
ridotta in modo graduae. Al fine di evitare eccesvo tempo di cdcolo, cio che viene usuamente
fatto e di interrompere il processo quando il humero di soluzioni accetate al un certo stadio €
inferiore al un valore fissto. In tal caso ci S pud aspettare una soluzione prossma dl’ ottimo
globale. Eventuamente, per affinare o verificare la bonta della soluzione ottenuta, € possbile
utili zzae del metodi di ricercalocde.

Tipicamente, quando non s voglia dfettuare un criterio di interruzione, € posshile utilizzae un

valore finale della temperatura. Tale valore crrisponde dal punto di vista fisico dell’anneding al
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valore della temperatura anbiente quando il bagno di fusone s e solidificao in una struttura
cristallina stabile e di minima elergia. Temicamente tale valore finale della temperatura viene

stabilito in base d problema de s sta dfrontando.

Generazione delle soluzioni e soluzione finale
Anche la generazone delle soluzioni rappresenta un punto cardine per la velocita di cacolo

dell’ algoritmo SA. E necessario che la procedura di generazone, detta anche perturbazione, sia il
pit veloce posshile. |1 numero elevato di transizioni per ogni stadio di temperatura, se asciato ad
un elevato tempo di generazone di soluzioni candidato, porterebbe sicuramente a un
aumento esponenziale del tempo di cdcolo. Ecco perché solitamente mn questo metodo vengono
utilizzae temiche di perturbazone locde €do di neighborhood search. Infatti tali temiche
consentono la generazone di soluzioni in tempi rapidissmi, anche se il loro valore non e molto
“distante” da quello della soluzione arrente. Cio aggiunge un altro non irrilevante vantaggio: la
posshilita de la cnfigurazone candidato sia anch’ essa una soluzione anmisshile. Anche se per il
SA e stata dimostrata la cnvergenza, s ricorda de questa s ha d preza di un elevato tempo di
cdcolo; di conseguenza ridurre tale tempo implica una piu elevata velocita di riduzione della
temperatura eun numero inferiore di transizioni, con la probabilita di interrompere il processo di
anneding prima e sa arivato a onvergenza In tal caso, dato il fluttuare del valore della
soluzione, e una buona prass, per ottenere una maggiore bonta della soluzione finale, conservare la
migliore mnfigurazone individuata man mano che I’ algoritmo lavora. Cio asscura de tale soluzione

migliore possa esere reauperata, anche se il process termina on una soluzione di valore peggiore.
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