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Esercizio 1, foglio 3 1l prodotto cartesiano V' x W di due K-spazi vetto-
riali € un K-spazio vettoriale, con le seguenti operazioni:

(v1, w1) + (v2, w2) = (V1 + V2, w1 + w2) (1)
Av,w) = (Av, Aw). (2)
Dimostrare che, se vy, ...,v, formano una base di V e wy,...,w,, una base

di W, allora (vq,0), ..., (vs,0),(0,w1),...,(0,w,) é una base di V" x W.

Dimostrazione. Sia (v,w) il generico elemento dello spazio V' x W. Cioé
veV,ew e W. Sapendo che vq,...,v, & una base di V e wy,...,w,, una
base di W, scriviamo:
v = MU+ + AU,
W= Wy + -+ Wi

con \; € K e p; € K,Vi.
utilizzando le proprieta 1, 2 si ottiene che:

(v,w) = (M1 + -+ + ApUn, w1 + -+ -+ + Uy Wyy)
- (/\lvh 0) + -+ (/\nvnu O) + (07 :ulwl> + -+ (07 ,umwm)
= A (v1,0) + -+ + A (00, 0) + 1 (0, w1) + -+ - + 1y (0, wy,).
Dunque (v1,0), ..., (v,,0),(0,w1),...,(0,w,) genera lo spazio V x W.
Dimostriamo ora che (v1,0),. .., (v,,0), (0,w),. .., (0,w,,) sono linearmente

indipendenti.
Prendiamo allora una combinazione lineare nulla:

)\1(111, O) + 4 )\n(vn, 0) + )\n+1(0, wl) + -+ )\n+m(0,wm) = (0, 0)



Nuovamente utilizzando le proprieta dello spazio vettoriale V' x W si puo
scrivere quanto segue:

(07 O) = )\1(1)1, 0) +---+ An(vm 0) + )\n-i-l(oa wl) et )\n-i-m(ov wm)
= (Alvla O) +ooet (Anv'm 0) + (07 )‘n-l-lwl) +eeet (07 )‘n-l-mwm)
= <)\1U1 + - Anvny >\n+1w1 + )\nerwm)

)\1@1+--~+)\nvn20

)\n_le + -+ )\n+mwm =0

In particolare le due equazioni del sistema sono soddisfatte se e solo se
Ai = OVi € {1,...,m + n}, come deriva dalla definizione di base per V e
W. Dunque anche (vq,0),...,(v,,0),(0,w;),...,(0,w,) sono linearmente
indipendenti. [

Che ¢ equivalente al sistema: {

Esercizio 2, foglio 3 Sia wy, ..., w,, una base del sottospazio W di V, e sia
Wiy . v oy Wiy Umtt, - - -, Uy Ul sUO prolungamento a una base di V. Dimostrare
che le classi d’equivalenza [v,,11], ..., [v,] costituiscono una base dello spazio
quoziente V/W.

Dimostrazione. Ricordiamo che con V/W si denota I'insieme quoziente V/ ~
dove la relazione d’ordine ¢ definita come segue:

VI~V <= v —v €W

In particolare, V/W con le seguenti definizioni di somma e prodotto in V/W

[v1] + [v2] = [v1 + vo]
Alva] = [Avy]
ha la struttura di K-spazio vettoriale.
Con tali strumenti possiamo procedere nella dimostrazione.
Sia [v] € V/W qualunque. Poiché v € V allora esistono coefficienti \; € K
tali che v = Ajwy + -+ - + AW + A 1Vmas1 + - - - Apu,. Sostituiamo dentro
la classe e utilizziamo le proprieta di somma e prodotto:
[v] = [Mwy + -+ + ApWin + A1Vt + - Apy]

= [Alwl] + e+ [)\mwm] -+ P\erl'Uerl] + ... [)\n’l)n]

= Mwi] 4+ Anwn] + At [Vmat] + - A o]
Ricordiamo che w; € W, quindi w; — 0 € W, cioé¢ w; ~ 0, da cui [w;] = [0].
Percio, sostituendo nell’ultima equazione, si ottiene quanto segue:

(0] = A1 [Vmg1] + - Anfvn]
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Si ¢ quindi dimostrato che [v,41], ..., [v,] generano V/W.
Per dimostrare la lineare indipendenza utilizziamo il seguente risultato:

v, g W¥ie {m+1,...,n} (3)
Se per assurdo cosi non fosse, allora 3i € {m+1,...,n} tale che v; € W cioé
v; € combinazione lineare di wq, ..., w,,, ma ci6 é in contraddizione con fatto
che wy, ..., Wy, Va1, ..., v, sia base di V.

Si consideri la combinazione lineare seguente:

)‘m+1[vm4r1]7 cos A [Un} = [O}

Utilizziamo le operazioni dello spazio vettoriale V/W:

[O] = )\m+1[vm+1], ey )\TL ['Un]
= [/\m-i-lvm—i-la s 7/\nvn}
Quindi A\, 1Vma1, - AU, ~ 0, da cul A\pi1Umat, .o, Ay, € Woma ciod
¢ impossibile per 3, dunque resta solo la possibilita di avere \; = 0,Vi €
{m+1,...,n}, dimostrando la lineare indipendenza. H

Esercizio 1.1, compito del 07/02/19 Trovare le coordinate del vettore
v = (a, b, c) rispetto alla base a* = (1,1,1), a®> = (1,2, -1), a®> = (0,—1,1) di
R3.

Dimostrazione. Il vettore

v = (a,b,c) & scritto nella base standard e; =
(1,0,0),e2 = (0,1,0), e5 = (0,0,1

), cioé
(a,b,c) = aey + bey + ces. (4)

Cerchiamo a, 3,7 tali che (a,b,c) = aa' + Ba? + va®. Queste ultime sono le
coordinate del vettore v nella base a', a?, a.

Scriviamo prima e;, es, 3 come combinazione lineare di a', a?,a®. In questo
modo bastera sostituire le espressioni degli e; in 4 e riordinare per ottenere

I’espressione del vettore v nelle nuove coordinate.
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er = Mal + doa? 4+ Nsa®
(1,0,0) = A (1,1,1) + Ag(1,2,—1) + A5(0, —1,1)
L=X+ X
0=A1+2\— A3
0=XA — Ao+ A3



Risolvendo il sistema si ottiene \y = —1, Ay = 2, A\3 = 3, cioé
ey = —a' + 2a* + 3a® (5)
Stesso ragionamento per es:

er = pma' + ppa® + pza’
(0,1,0) = p1(1,1,1) 4+ po(1,2, —1) + u3(0, —1,1)

0= p1 + po
=1+ 2p2 — ps
0= — pa+ p3

Si ottiene py = 1, uo = —1, uz = —2:
ey =a' —a* —2a° (6)
Analogamente per es:

€3 = 51@1 + 52&2 + (53(13
(0,0,1) = 61(1,1,1) + 62(1,2, —1) + 65(0, —1, 1)

0:(51"—(52
0251+252—53
1 =01 — 02+ 03

Daquidy =1,00 = —1,03 = —1:
ez =a' —a®—a’. (7)
Sostituendo in 4:

v = aey + bey + ces
= a(—a' + 2a* + 3a*) + b(a* — a* — 2a®) + c(a' — a* — a*)
=(—a+b+c)a' + (2a —b—c)a® + (3a — 2b — c)a’.

Dunque le coordinate di v rispetto alla base a', a?, a® sono

a =—a+b+c
b =2a—b—c
v =3a—2b—c.



