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Esercizio 1. Sia V uno spazio vettoriale euclideo. Fissato v ∈ V , si definisca
ϕv : V → R l’applicazione definita da ϕv(w) = 〈v, w〉 , per ogni w ∈ V .

(1) Dimostrare che ϕv è lineare (e quindi ϕv ∈ V ∗).
(2) Dimostrare che ϕ : V → V ∗ definita da ϕ(v) = ϕv è lineare.
(3) Dimostrare che ϕ è iniettiva. Se la dimensione di V è finita, allora è

anche suriettiva e quindi un isomorfismo.

Esercizio 2. Nello spazio vettoriale R4 si fissi il prodotto scalare standard.
Si consideri il sottospazio vettoriale W = {(x1, x2, x3, x4) |x1 + x3 − 3x4 =
x1 + x2 − x3 = 0}; si calcoli una base ortonormale di W e la si completi ad
una base ortonormale di R4.

Esercizio 3. (1) Data la matrice unitaria

A =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0


si calcolino la forma normale diagonale di A, una base ortonormale
di C3 costituita da autovettori di A e una matrice unitaria S tale
che tS̄AS sia diagonale.

(2) Data la matrice unitaria

B =


0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


si calcolino la forma normale diagonale di B, una base ortonormale
di C4 costituita da autovettori di B e una matrice unitaria S tale
che tS̄BS sia diagonale.

(3) Sia f : Rn → Rn l’automorfismo definito da f(e1) = e2, f(e2) =
e3, . . . , f(en−1) = en, f(en) = e1 dove gli ei rappresentano i vettori
della base canonica. Trovare la matrice A di f rispetto alla base
canonica (una matrice ortogonale e unitaria), gli autovalori di f e la
forma normale unitaria (diagonale) di A.
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Esercizio 4. Nell’esercizio 3 si è calcolata la forma normale diagonale delle
seguenti matrici considerate come matrici unitarie.

A =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

B =


0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


Si calcoli ora la forma normale di queste matrici considerate come matrici

ortogonali.

Esercizio 5. (1) Siano f, g : V → V due endomorfismi di uno spazio
vettoriale V che commutano (cioè f ◦ g = g ◦ f). Sia Autf (λ) un au-
tospazio di f . Dimostrare che g(Autf (λ)) ⊆ Autf (λ), cioè Autf (λ)
è invariante per g.

(2) Siano f, g : V → V automorfismi unitari di uno spazio unitario V
di dimensione finita che commutano. Utilizzando il teorema sulla
forma normale per automorfismi unitari, dimostrare che esiste una
base ortonormale di V formata da autovettori comuni a f e g (cioè,
f e g sono diagonalizzabili simultaneamente).

(Suggerimento: considerare la restrizione g : Autf (λ) → Autf (λ)
a ogni autospazio di f , e ricordare che è diagonalizzabile ...)


