Soluzione Esercizio 1

# = ¢=#18(%) ¢ intera, con una singolarita essenziale a z = oo. Quindi per la

I La funzione a~
funzione f,(2) le uniche singolaritd a z finito sono dovute ai poli semplici della funzione
', che si accumulano a z = oo, per cui z = oo non & una singolarita isolata per f,(z). I
residui sono semplicemente ottenuti moltiplicando il valore della funzione a=* al polo, per
il residuo della funzione I', dunque abbiamo

(— 1)kt

Resy, (—k) = x

IT L’integrale non dipende da ¢ > 0 perché la funzione f, non ha singolaritd nel semipiano
Re(z) > 0 e quindi possiamo liberamente deformare il cammino di integrazione, cambiando

il valore dell’ascissa c, senza cambiare il valore dell’integrale.

Equivalentemente, possiamo considerare l'integrale di f, su un cammino rettangolare cos-
tituito da due lati verticali con ascisse ¢, > 0 e due lati orizzontali a ordinate y;,y, con
y1 > 1yo. L’integrale su questo cammino ¢ nullo perché non contiene alcuna singolarita di
fa. Prendendo il limite y; — +00 e yo — —oo il contributo dei segmenti orizzontali va
a zero perché la funzione I' decresce esponenzialmente, e nel limite otteniamo che ()

calcolato all’ascissa ¢ & uguale a I(«a) calcolato all’ascissa ¢

Prendendo la derivata rispetto ad a troviamo

d d
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Nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato che 2I'(z) = I'(z + 1). Infine notiamo che

d d
/ —Zofz’lF(z +1) = / —Z,OFZF(z) ,
( ¥

e siccome I(a) non dipende dalla scelta di ¢ > 0, abbiamo ottenuto ’equazione desiderata
per I(a).

IIT Prendendo ¢+ N < R < ¢+ N + 1, dove N ¢ un numero naturale arbitrario, abbiamo che
i poli contenuti in (¢, R) sono quelli a z = —k con k naturale e 0 < k < N. Dunque

'integrale su v(c, R) per questa scelta di R da

dz B al (—1)kak
/’Y(c,R) i) = 2

k=0

“. Quindi assumendo

Prendendo il limite R — oo anche N — oo e la somma converge a e~
che I'integrale sull’arco tenda a 0 nel limite abbiamo ottenuto che I(a) = e~ e la costante

arbitraria ¢ C' = 1.



Soluzione Esercizio 2

I Dato che la norma L? di Fr(t) diverge nel limite 7' — oo, il limite non puo esistere in L*(R).
Per controllare il limite nel senso delle distribuzioni invece consideriamo l’integrale con una

qualsiasi funzione test ¢(t). Abbiamo

im [ dt Fr)e(t) = / e
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Possiamo passare al limite sotto il segno dell’integrale grazie al teorema della convergenza
dominata, perché la funzione integranda ¢ limitata per ogni 7" da |¢(t)| che & sommabile.
Questo limite vale per qualsiasi ¢ e dunque mostra che limy_,, Fr(t) = 1 nel senso delle

distribuzioni.

IT Dato che la trasformata di Fourier ¢ un funzionale continuo rispetto alla convergenza delle

distribuzioni, abbiamo che

lim Fr(w) = 1(w) = 2m6(w) .
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L’integrale per t positivi da
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L’integrale per t negativi da

ITT Dobbiamo calcolare

t=T
1 T

+ dt eiwt
o wT Jg

t=

0 t=0 0
t 1 d . t 1 . 1 ,
dt [ 1 ) 2wt 1 I RN 1] o dt iwt
/_T ( +T> iwdt K +T) iw" 1 o wl )
_ 1 1 — e—in
w wT
Sommando troviamo
A 1 — cos(wT) sin(4L)?
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Applicando questa distribuzione a una funzione test p(w) abbiamo

/_+00 deLS(wT)p(w) = /_+OO dy wp <£> — 27p(0) .
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Nell'ultimo passaggio abbiamo utilizzato il teorema della convergenza dominata per passare
al limite sotto il segno di integrale (la funzione sommabile che domina la funzione integranda
WSupweR |p(w)|) e abbiamo infine utilizzato l'integrale fornito per ottenere il fattore

di 27. Dato che questo limite é valido per qualsiasi funzione test, e che il risultato finale

e

coincide con I'applicazione di 27 (w) alla funzione test, abbiamo verificato il limite ottenuto
al punto II.

Soluzione Esercizio 3

I La funzione estesa con legge dispari ha coefficienti di Fourier non nulli solo con i seni. Quindi

troviamo che la funzione ¢®**(x) ha la seguente serie nel s.o.c.

(o) =3 g (BT )

Restringendo z a [0, L] nell’equazione (1), abbiamo cosi dimostrato che una qual-

siasi funzione in L*([0,L]) si pud scrivere come limite di una serie nel sistema

_1
{ %Sin (M)} , y € [0, L], dimostrando che questo sistema ¢ completo. Risca-
k>1

lando di un fattore v/2 abbiamo anche assicurato che questo sistema sia ortornomale su

L2([0, L]) perché
e [ ()

[ (B g (=D

Infine sostituendo y = Z£~ troviamo il s.o.c. richiesto su L*([0, L]). Applicando la derivata

N

seconda troviamo

@ 1 <<k—%>w<x+L>):<<k—%>w)2 ! Sin(%—%)w(HL))
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che mostra che questo sistema ¢é fatto di autofunzioni della derivata seconda. Infine tutte

queste funzioni sono 0 in —L perché 'argomento del seno si annulla, mentre la derivata in

x = L ¢é proporzionale a cos ((k‘ — %)7‘(‘) che ¢ nullo per k intero.

IT I coefficienti di Fourier della costante sono

e [ () (1)) b




Dall’identita di Parseval abbiamo
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da cui segue l'identita richiesta.

IIT Denotanto con ay i coefficienti di Fourier di f(x) nel s.o.c. e sostituendo nell’equazione,

troviamo
00 2
(k—%)w) 1. ((k’ L x—l—L) (k—%)ﬂ(a:—l—L))
Z ——= | ap—=sin Zbk—sm ,
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dove i by, sono i coefficienti di Fourier della costante calcolati al punto precedente. Pertanto
troviamo
64L*VLc
ap = ———— .
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