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Processi aleatori

Sommario

� Modello matematico

� Descrizione probabilistica

� Descrizione statistica: 

valor medio, momenti, funzione di auto correlazione

� Processi aleatori stazionari

� Medie temporali

� Processi aleatori regolari

� Processi aleatori ergodici

� Potenza media di un processo aleatorio
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Modello matematico
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Corrispondenza tra uscite elementari si di un esperimento e funzioni di

variabile reale (t). Ogni funzione è una realizzazione del processo
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Proprietà
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Processo aleatorio {x(t)}

fissato si funzione di t

fissato t variabile 
aleatoria

fissati si e t numero 
reale

molto importante
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Esempi

a) insieme di tutti i possibili segnali telefonici registrati in un punto 
della rete (processo aleatorio puro)

b) tensione di rumore ai capi di un grande numero (teoricamente 
infinito) di resistenze macroscopicamente identiche, poste alla 
medesima temperatura (processo aleatorio puro)

c) segnale sinusoidale con fase aleatoria:

( ){ } ( )θπ += tf2Atx 0cos variabile aleatoria (ad es: 
uniformemente distribuita tra 0 e 2π)

θ
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Esempi

e) con esperimento il lancio del dado (si = 1, 2, …., 6), x(k)(t)=sk.
(le realizzazioni distinte sono sei)

f) con esperimento il lancio della moneta:
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1
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d) sequenza di forme d’onda, ottenuta traslando e pesando 
con una variabili aleatorie una forma d’onda base
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ak variabili aleatorie (spesso indipendenti)
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Esempio

( ){ } ( )θπ += tf2Atx 0cos
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Esempio
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lancio del dado 

(si = 1, 2, …., 6), x(k)(t)=sk t
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Esempio
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Descrizione probabilistica
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Fissata una N-pla di istanti

(t1, t2, .., tN)

si evidenziano N variabili aleatorie

{x(t1), x(t2),..x(tN)}

Un processo aleatorio è 
completamente descritto 
statisticamente se:

( )



∀

∀

N21 ttt  

N  

,..,,

è data la densità di probabilità congiunta di 
ordine N delle N variabili aleatorie:

{x1=x(t1), x2=x(t2),.., xN=x(tN)}

( )NN2211N txtxtxp ,;....;,;,
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Descrizione probabilistica
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0t

Fissato un istante t0

Essa è caratterizzata da:

funzione di distribuzione F1(x0,t0)

densità di probabilità p1(x0,t0)

In generale, F1(x0,t0) e p1(x0,t0)

sono funzioni dell’istante scelto

processo {x(t)} →→→→ variabile aleatoria

x0=x(t0)

(del primo ordine)
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Esempio

lancio della moneta
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Fissato t1 si ottiene una variabile aleatoria

discreta che assume il valore t1 o il valore

t1/2, con probabilità ½.
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Fissati t1 e t2 , si hanno due variabili 

aleatorie x1 e x2. 

Si possono verificare (con probabilità ½) 
soltanto gli eventi:
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Esempio
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Generalizzando, fissata una N-pla di istanti si ha:
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Valor medio di un processo aleatorio

Ricordare:

noi sappiamo fare soltanto il valor medio di una variabile aleatoria

Pertanto: ( ){ } ( )∫
+∞

∞−

= 111111 dxt,xpxtxE

( ){ }1txE significa: valor medio della variabile aleatoria x1 = x(t1)

Esso dipende in generale dall’istante t1

Esempio N. 1:

lancio della moneta
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TEORIA DEI SEGNALI                                                                                             LAUREA IN INGEGNERIA ELETTRONICA E INFORMATICA 15

Valor medio
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Esempio N. 2:
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variabile aleatoria

Se ( )tf ha una durata temporale T≤
la sommatoria si riduce ad un unico 
termine:
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TktfaEtxE

1ak1

1k1

−=−=

−=

k individua l’intervallo di durata T in cui 

cade t1
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Valor medio

Seguito esempio N. 2
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Periodico rispetto a t1

( )[ ] ( )[ ]θπ += 101 tf2AEtxE cos

Esempio N. 3

( ){ } ( )θπ += tf2Atx 0cos variabile aleatoria uniformemente 
distribuita tra 0 e 2π

θ
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θπcos

var. aleatoria, funzione 
di var. aleatoria

Densità di probabilità della 

variabile θ

Indipendente da t1
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Momento di ordine n

Definizione :

( )[ ]{ } ( )∫
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Particolarmente importante quello del 
secondo ordine:
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Corrisponde al valor medio della potenza istantanea del 
processo aleatorio

si immagini ogni realizzazione del processo come se fosse una tensione o 
una corrente applicate ad una resistenza di valore unitario

( ) == 1

22

1 txx Potenza istantanea all’istante t = t1
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Funzione di autocorrelazione

Definizione:

( ) ( ) ( )[ ] ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

== 2122112212121x dxdxt,x;t,xpxxtxtxEt,tR

Lo studente è invitato a riflettere su questa definizione

b) Il valore assunto da tale variabile aleatoria cambia a seconda di qual 
è la realizzazione con la quale si manifesta il processo

c) La funzione di autocorrelazione è il valor medio di questa variabile 
aleatoria

d) Tale valor medio dipende dalla scelta degli istanti t1 e t2 , pertanto la 

funzione di autocorrelazione è una funzione di t1 e t2

a) Fissati t1 e t2,                            è una variabile aleatoria( ) ( )21 txtx ×
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Funzione di autocorrelazione
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Esempi
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In questo caso dipende sia da t sia da τ ( )τ+ttRx ,
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Esempi

( ) ( ) ( )[ ]2121x txtxEttR =,

( ) )(cos 210

2

tt      f2
2

A
−== ττπ

( ) ( )[ ]θπθπ +×+= 2010 tf2Atf2AE coscos

Ricordare sempre!!: ( ) ( ) ( ) ( )βαβαβα −++= coscoscoscos
2

1

2

1

Variabile aleatoria, funzione di θ

( )( )[ ] ( )( )[ ]210

2

210

2

ttf2E
2

A
2ttf2E

2

A
−+++= πθπ coscos

= 0 (sinusoide di periodo π) ( )( )210 ttf2 −= πcos (costante)

Dipende soltanto dalla 
differenza t1 - t2

( ){ } ( )θπ += tf2Atx 0cos variabile aleatoria (ad es: 
uniformemente distribuita tra 0 e 2π)

θ
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Esempi

[ ] [ ] jk

2

ajkk aaE    0aE δσ== ,

Per questo esempio supponiamo per semplicità:
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per ogni valore di τ è periodica di periodo T in t
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Processi stazionari

processo stazionario in senso stretto (o forte): 

( )      ttt  plaN
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N21

















∀

−∀

∀

τ

,..,

( )
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NN2211N

NN2211N

τττ +++=

=

,;...;,;,

,;...;,;,

Il processo aleatorio è invariante alla traslazione temporale

Significato: 

le proprietà statistiche di qualsiasi N-pla di variabili aleatorie 
dipendono esclusivamente dalle reciproche distanze degli istanti 
di tempo che le hanno determinate
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Processi stazionari
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Processi stazionari

processo stazionario in senso lato (o debole): 

( ) ( ) ( )τ;,;,,;, 2121221222112 xxpttxxptxtxp =−=

( ) ( )11111 xptxp =, indipendente da t1

La proprietà relativa a pN(.....) dei processi stazionari vale per 2N ≤

( )[ ]
( ) ττ  da   solodipende    ttR

t   da teindipenden          txE

x +,

Pertanto:

Il processo:

( ){ } ( )θπ += tf2Atx 0cos variabile aleatoria (ad es: 
uniformemente distribuita tra 0 e 2π)

θ

risulta essere stazionario (almeno in senso lato)
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Processi stazionari

processo ciclo-stazionario in senso lato:

( )[ ]
( ) t  in  periodica  è  per t,tR

tin  periodicotxE

x       

          

ττ ∀+

  

NB.!

Esempio:

è un processo ciclostazionario
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k kTtfatx ak = variabili aleatorie indipendenti

con [ ] [ ] jk

2

ajkk aaE    0aE δσ== ,
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Proprietà della funzione di autocorrelazione
(per un processo stazionario)

1) Rx(τ) = Rx(−τ) (funzione pari)

2) Rx(0) > 0 (corrisponde alla potenza media del processo)

Per un processo stazionario E[x2(t)] è indipendente da t

La potenza istantanea media è indipendente da t

Essa è pari alla potenza media del processo

( ) ( )τxx R0R ≥3)

( ) ( )[ ]{ } 0txtxE
2

≥+± τ

( ) ( )[ ]{ } ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )[ ] 0txtxE2txEtxEtxtxE
222

≥+±++=+± τττ

( )0Rx
( )τxR

( ) ( )τxx R20R2 ±≥ ( ) ( )τxx R0R ≥
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Significato della funzione di auto correlazione

Con riferimento ad un processo stazionario
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Processo rapidamente variabile
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t

Processo lentamente variabile



TEORIA DEI SEGNALI                                                                                             LAUREA IN INGEGNERIA ELETTRONICA E INFORMATICA 29

Significato della funzione di auto correlazione

t

( )( )tx
1

t

( )( )tx
2

t

( )( )tx 3

t

( )( )tx k

t

Processo rapidamente variabile

1τ 2τ

( )τxR

1τ 2τ

τ

1τ
I prodotti: ( ) ( )τ+txtx
sono per lo più positivi

2τ
I prodotti: ( ) ( )τ+txtx
sono sia positivi, sia negativi

( ) ( )[ ] 0txtxE 1 >+τ

( ) ( )[ ] 0txtxE 2 ≅+τ
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Significato della funzione di auto correlazione

t

( )( )tx
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( )( )tx
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( )( )tx
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t

Processo lentamente variabile

1τ 2τ 3τ

I prodotti: ( ) ( )τ+txtx
sono per lo più positivi

1τ

2τ

( ) ( )[ ] 0txtxE 3 ≅+τ

( )τxR

1τ 2τ

τ

3τ

I prodotti: ( ) ( )τ+txtx
sono sia positivi, sia negativi3τ

( ) ( )[ ] 0txtxE 1 >+τ

( ) ( )[ ] 0txtxE 2 >+τ
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Medie temporali

Definizione:

Data una funzione del tempo x(t), ed una funzione 

g[x(t), x(t+ τ1), x(t+ τ2), x(t+ τ3),...], 

si definisce media temporale di g[x(t), x(t+ τ1), x(t+ τ2), x(t+ τ3),...], il:

( ) ( ) ( )[ ]∫
+

−

∞→
++

2T

2T

21
T

dttxtxtxg
T

1
…,,,lim ττ

Se vi è una sola variabile τi , la indicheremo semplicemente con τ

( ) ( ) ( )[ ]…,,, 21 txtxtxg ττ ++=
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Medie temporali

2

T

2

T
−

( )tx

t

Esempio n. 1

Non è presente alcuna variabile τi e 

la funzione g[x(t)] è l’identità: ( )[ ] ( )txtxg =

( ) ( ) == ∫
+

−

∞→

2T

2T

T
dttx

T

1
tx lim Valor medio temporale di x(t)
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Medie temporali

Esempio n. 2 ( )[ ] ( )txtxg
2=

( ) ( )       dttx
T

1
tx

2T

2T

2

T

2 ∫
+

−

∞→
= lim Valore quadratico medio

Corrisponde alla potenza media del segnale x(t)
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Medie temporali

Esempio n. 3

( ) ( )[ ] ( ) ( )ττ +=+ txtxtxtxg ,

2

T

2

T
−

t

( )tx ( )τ+tx

( ) ( ) ( ) ( ) ( )τττ x

2T

2T

T
dttxtx

T

1
txtx ℜ=+=+ ∫

+

−

∞→
lim

Funzione di autocorrelazione temporale del segnale x(t)
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Medie temporali

- Le medie temporali vengono eseguite su singole funzioni

- Possono quindi essere eseguite su ciascuna realizzazione di un  
processo aleatorio

In generale:

una prefissata media temporale è funzione della 
realizzazione su cui viene eseguita

Ma....

a volte una prefissata media temporale è indipendente
dalla realizzazione su cui viene eseguita
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Medie temporali

Valor medio temporale:

( ) ( ) 0dttA
T

1
tx

2T

2T

0
T

=+= ∫
+

−

∞→
φωcoslim

indipendente dalla realizzazione

( ) ( )

( ) ( )[ ]∫
+

−

∞→
+++=

=+

2T

2T

00

2

T
dtttA

T

1

txtx

φτωφω

τ

coscoslim

Autocorrelazione temporale:

( )τω0

2
A

2

1
cos=

esempio

( ) ( )φω += tAtx 0cos

A: 

φ: 

A e φ tra loro indipendenti

var. aleatoria, unif.      

distribuita tra –1 e +1

var. aleatoria, unif.    

distribuita tra 0 e 2π

( ) ( )∫∫
+

−

∞→

+

−

∞→
+++=

2T

2T

0

2

T

2T

2T

00

2

T
dtA

2

1

T

1
 dtt2A

2

1

T

1
τωφτωω coslimcoslim

Dipende dalla realizzazione
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Processi aleatori regolari

Definizione:

Processi aleatori regolari in senso stretto (o forte)

processi aleatori per i quali tutte le medie temporali fatte sulle  
varie realizzazioni coincidono con probabilità = 1

con probabilità = 1:

Significa che su qualche realizzazione una media può anche essere 
diversa  rispetto a quella ottenuta sulle altre realizzazioni,

ma questo evento ha probabilità nulla

Processi aleatori regolari in senso lato (o debole)

processi aleatori per i quali il valor medio e 
l’autocorrelazione temporale fatte sulle varie realizzazioni 
coincidono con probabilità = 1
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Processi aleatori regolari

Esempio n. 1

( ) ( )φω += tAtx 0cos

A: 

φ: 

A e φ tra loro indipendenti

var. aleatoria, unif.      

distribuita tra –1 e +1

var. aleatoria, unif.    

distribuita tra 0 e 2π

( ) 0tx =

indipendente dalla realizzazione

( ) ( ) ( ) =+=ℜ ττ txtxx
( )τω0

2
A

2

1
cos

dipende dalla realizzazione

Questo processo non è regolare,

nemmeno in senso debole
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Processi aleatori regolari

costante

Esempio n. 2

( ) ( )φω += tAtx 0cos

A: 

φ: var. aleatoria, unif.    

distribuita tra 0 e 2π

Valor medio temporale:

( ) ( ) 0dttA
T

1
tx

2T

2T

0
T

=+= ∫
+

−

∞→
φωcoslim

indipendente dalla realizzazione

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫
+

−

∞→
+++=+

2T

2T

00

2

T
dtttA

T

1
txtx φτωφωτ coscoslim

Autocorrelazione temporale:

( )τω0

2
A

2

1
cos= indipendente dalla realizzazione

Questo processo aleatorio è regolare (almeno in senso debole)
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Processi aleatori ergodici

Si consideri un processo che sia:

a)  stazionario in senso stretto

b)  regolare in senso stretto

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]{ }…… ,,,,,, 2121 txtxtxgEtxtxtxg ττττ ++=++

Se per e per :[ ]⋅∀g ( )…321 τττ ,,∀

diremo che il processo aleatorio è ergodico in senso stretto

Si consideri un processo che sia:

a)  stazionario in senso debole

b)  regolare in senso debole

diremo che il processo aleatorio è ergodico in senso debole

Se : ( ) ( )[ ]txEtx =

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )τττ xRtxtxEtxtx =+=+e se τ∀
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Processi aleatori ergodici

Fissata una qualsiasi N – pla  (τ1, τ2, ...) e una qualsiasi 

funzione g[ ],

Significato:

(dipendente soltanto dalla funzione g[ ] e dalla N – pla (τ1, τ2, ...),
poiché il processo è stazionario)

( ) ( ) ( )[ ]…,,, 21 txtxtxg ττ ++

la media temporale

(indipendente dalla realizzazione, poiché il processo è regolare)

( ) ( ) ( )[ ]{ }…,,, 21 txtxtxgE ττ ++

coincide con la media d’insieme

(Significato ovvio per il caso di processi ergodici in senso debole)
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Mappa dei processi aleatori

Processi aleatori

Processi aleatori 
stazionari

Processi aleatori 
regolari

Processi aleatori 
stazionari e regolari

Processi aleatori 
ergodici
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Esempio di processo ergodico

costante

Esempio

( ) ( )φω += tAtx 0cos

A: 

φ: var. aleatoria, unif.    

distribuita tra 0 e 2π

Già visto che questo processo aleatorio è:

Stazionario (almeno in senso debole)

(diap. N. 21)

Regolare (almeno in senso debole)

(diap. N. 39)

Esso è anche ergodico (almeno in senso debole)

( ){ }[ ] ( ) ( )τπτ 0

2

x f2
2

A
R              0txE cos==

( ) ( ) ( )( ) ( )τπθτπθπτ 0

2
2T

2T

00

2

T
x f2

2

A
dttf2tf2A

T

1
coscoscoslim =+++=ℜ ∫

−

∞→

( ) ( ) 0dttf2A
T

1
tx

2T

2T

0
T

=+= ∫
−

∞→
θπcoslim
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Energia e potenza

Qualche considerazione...

Per la i-esima realizzazione di un processo aleatorio:

( ) ( )∫∫
+

−
∞→

+∞

∞−

==
2T

2T

2

i
T

i

2

ii dttx
T

1
limPdttxE                  

Energia complessiva Potenza media

variabili aleatorie

Per il processo:

( ) ( )[ ] ( )∫∫∫
+

−

∞→

+

−

∞→

+

−

∞→
==














=

2T

2T

x
T

2T

2T

2

T

2T

2T

2

T
x dtttR

T

1
 dttxE

T

1
dttx

T

1
EP ,limlimlim

[ ] ( ) ( )[ ] ( )∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

==













== dtttR  dttxE dttxEEEE x

22

ix ,
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Energia e potenza

... ulteriori considerazioni

Se il processo è stazionario:

( ) ( )                        ∫
+∞

∞−

== dt0RE0RP xxxx

∞<≤ MEx

Per processi stazionari:

( ) ( )[ ] 0txE  00R
2

x == ,

( ) 1àprobabilit  con   0txt ==∀ ,

e quindi:

Pertanto da un punto di vista teorico si considerano solo
processi stazionari “di potenza”
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Processi aleatori congiunti

Su uno stesso spazio probabilistico possono essere definiti più  
processi aleatori 

(ad esempio i processi di ingresso e di uscita di un sistema LTI)

Sistema
LTI

( ){ }tx ( ){ }ty

Due processi aleatori               e               si dicono

indipendenti (incorrelati) se:

( ){ }tx ( ){ }ty

( )
( ) ( )21

21

ty  e  tx

tt ,,∀
sono variabili aleatorie indipendenti
(incorrelate) 
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Funzione di mutua correlazione

Definizione:

( ) ( ) ( )[ ]2121xy tytxEt,tR =

NB.: ( ) ( )12xy21yx t,tRt,tR =

Due processi aleatori si dicono

congiuntamente stazionari in senso lato se :

1) ambedue sono stazionari in senso lato

2) Rxy(t1,t2) dipende solo da τ = t2- t1

In questo caso: Rxy(τ)=Ryx(−τ)



TEORIA DEI SEGNALI                                                                                             LAUREA IN INGEGNERIA ELETTRONICA E INFORMATICA 48

Riassunto

Processo aleatorio:

Corrispondenza tra uscite elementari di un esperimento aleatorio e 

funzioni di una variabile ( )( )tx
i

Fissato un istante t0 il processo diventa una variabile aleatoria, 

caratterizzata dalla sua funzione di distribuzione e dalla sua densità di 

probabilità.

Ad ogni istante t0 corrisponde un valor medio del processo ( )[ ]0txE

Per certi processi aleatori esso è indipendente da t0

Scegliendo due qualsiasi istanti t1 e t2, si evidenziano due variabili 

aleatorie: x(t1) e x(t2). Si definisce funzione di auto correlazione il valor 

medio del prodotto di queste due variabili aleatorie:

( ) ( ) ( )[ ]2121, txtxEttRx =

In generale essa dipende da t1 e t2, ma talvolta dipende soltanto dalla 

differenza t1 – t2=τ
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Riassunto

Un processo aleatorio caratterizzato da:

Valor medio indipendente dall’istante t 

Funzione di auto correlazione  dipendente soltanto da τ = t1 – t2

si dice stazionario in senso debole

Ogni realizzazione è una funzione della variabile t. 

Per ognuna di esse si può definire un valor medio temporale: 

e una funzione di autocorrelazione temporale:

( ) ( ) == ∫
+

−

∞→

2T

2T

T
dttx

T

1
tx lim

( ) ( ) ( ) ( ) ( )τττ x

2T

2T

T
dttxtx

T

1
txtx ℜ=+=+ ∫

+

−

∞→
lim
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Riassunto

Processi aleatori regolari in senso lato (o debole)

processi aleatori per i quali il valor medio e 
l’autocorrelazione temporale fatte sulle varie realizzazioni 
coincidono con probabilità = 1

Se un processo è:

a)  stazionario in senso debole

b)  regolare in senso debole

allora il processo aleatorio è ergodico in senso debole

e se : ( ) ( )[ ]txEtx =

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )τττ xRtxtxEtxtx =+=+e per τ∀


