Indice Generale

2 Elettromagnetismo 69
2.1 Relativita ed elettromagnetismo . . . . .. .. ... .. .. .. 69
2.2 Formulazione covariante dell’elettromagnetismo. Quadripo-

tenziale e quadricorrente . . . . . . ... ... ... ... .. 74
2.3 Tensore campo elettromagnetico . . . . .. .. ... ...... 78
2.4 Invarianti del campo elettromagnetico. . . . . ... ... ... 79
2.5 Equazioni di Maxwell-Lorentz in forma covariante . . . . . . . 80
2.6 Tensore energia-impulso del campo elettromagnetico. . . . . . 81
2.7 APPENDICE: Formulazione Lagrangiana e Hamiltoniana per
particelle e campi elettromagnetici. . . . . .. ... ... ... 83
2.8 Le equazioni di Maxwell nei mezzi omogenei . . . ... .. .. 85
2.9 Onde elettromagnetiche . . .. ... ... ........... 86
2.9.1 Onde piane come soluzioni dell’equazione di d’Alembert 87
2.10 Onde piane monocromatiche . . . . . .. . ... ... ... .. 88
2.11 Linearita e principio di sovrapposizione. Sviluppo in onde piane 89
2.12 Onde elettromagnetiche piane . . . . ... .. ... ...... 90
~2.13 Pressione di radiazione . . . . . ... ... .. ......... 91
2.14 Onde e.m. piane monocromatiche . . . . . .. ... .. .... 92
2.15 Stati di polarizzazione di un’onda e.m. monocromatica . . . . 93
2.16 Ottica geometrica - Riflessione e rifrazione di onde piane . .. 95
2.16.1 Formuledi Fresnel ... ................. 97
2.17 Coefficienti di riflessione e di trasmissione. . . . . . . ... .. 100
2.18 Effetti di polarizzazione - Angolo di Brewster . ... ... .. 101
219 Riflessionetotale: . . . . v v ssn i v aniin e s w2t 102
2.20 Campi di cariche in movimento . . . ... .. ......... 103

2.21
2.22
2.23
2.24
2.25
2.26
2.27
2.28
2.29
2.30
2.31
2.32
2.33

2.34
2.35
2.36
2.37
2.38
2.39

2.20.1 Le equazioni del campo in presenza di sorgenti - Fun-
Z0De BVGIOEN . « v « & v & v s B v SAGE B 6

Formuladi Kirchoff . . . . . .. .. ... ... .........

Potenziali ritardati . . . . . ... ... .. .. ... ......

Deduzione dei campi dai potenziali . . .. ...........
Potenziali e campi di una carica in moto uniforme . . . . . . .
APPENDICE : Deduzione covariante dei campi dai potenziali
Irraggiamento. Potenza emessa da una carica accelerata . . .
Potenza emessa da una carica : formulazione relativistica . .
Irraggiamentodidipolo . . . . . ... ..o oi i
Potenza dissipata da acceleratori lineari e circolari . . . . . . .
Radiazione di sincrotone . . . . ... ... ... ........
Radiazione di Cerenkov . . . . . .. ...............
Perdite di energia di paricelle cariche . .. . ... ... ... .
2.33.1 Perdite di energia per collisioni . . ...........
2.33.2 Perdite di energia per radiazione di frenaggio - Brems-
BYERBIUAE] & o ims = yoarms & soemeve & 5 GUES § B R
Metodo dei fotoni virtuali . . . .. ... ............
Reazione di radiazione . . ... .. ... ... .........
Larghezzadiriga . . ... ....................
Diffusione ed assorbimento in un oscillatore forzato . . . . . .
Diffusione su un sistema di cariche
Dispersione e assorbimento . . . . . . ... ...........
2.39.1 Dispersione di onde e.m. in un mezzo isolante (dielet-
EPICO) i & 8 85 3 5 55 6 % speems o s wir e e e
2.39.2 Dispersione anomala ed assorbimento . . . . ... ...
2.39.3 Relazioni di dispersione. . . . . .. ...........

67

112

138
. 114




Indice delle Figure

21
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2407
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
Pt
2.18
2.19
2.20
2.21

Gariche INMOVITRENED. v+ wssidls 5 simis o = S 5 Sy
Campo di una carica in moto uniforme . . . ... ... ...,
Riflessionele TITAZONES S 5 covnn 1w i o sisd o S
Onda riflessa ed onda rifratta . . . ... ... .........
Polarizazzione parallela . . . . ... ...............
Polarizzazione perpendicolare
Anpolo di Brewstar . 5 Citi i w0 siee = 2 e w s asers s e ae
Carica puntiforme Inmoto . - o wie = = wois s & e @ s sl
Carica puntiforme in moto uniforme. . . . . . ... ... ...
Irraggiamento da accelerazione longitudinale . . . . . . .. ..
Distribuzione angolare per particella relativistica. . . . . . . .
Densita spettrale differenziale in angolo . . . . . .. . ... ..
Densita spettrale in funzione della frequenza . . . . . . .. ..
Radiazione Cerenkov . . . . .. .. ...,
Perdita di energia per collisioni . . . ... ...........
Spettro energetico della radiazione emessa per collisione . . . .
Radiazione nel sistema di laboratorio . . . . . . ... ... ..
Densita spettrale dei quanti virtuali . . . . .. ... ......
Sezione d’urto totale di un oscillatore . . . . . ... ... ...
In prossimita di una riga di assorbimento . . . . ... ... ..
Cammino di integrazione . . . . . . ... ............

68

Capitolo 2

Elettromagnetismo

2.1 Relativita ed elettromagnetismo

La formulazione relativistica dell’elettromagnetismo é naturale, in quanto fin
dal principio le leggi di trasformazione relativistiche dei SR sono state dedotte
sotto Pipotesi che le equazioni di Maxwell fossero preservate in forma, e che
la carica elettrica fosse invariante per trasformazioni di coordinate.

L'ipotesi dell’invarianza della carica totale racchiusa in ogni volume asse-
gnato é considerata un postulato supplementare dell’elettromagnetismo. Essa
ha un’importanza cruciale ed é incorporata esplicitamente nelle equazioni di
Maxwell. La miglior evidenza sperimentale della validita del postulato sta
nella natura elettricamente neutra della materia aggregata, verificabile con
grandissima precisione in fisica atomica. Poiché all'interno dell’atomo gli
elettroni si muovono con velocitd medie parecchio maggiori alle velocitd dei
protoni, se la carica dipendesse dalla velocita gli atomi non potrebbero essere
costantemente neutri, come invece risultano.

Per quanto detto, le leggi di trasformazione dei campi elettromagnetici
per cambiamenti di SR si potrebbero dedurre in maniera formale. E tuttavia
illuminante per la comprensione fisica dei fenomeni invertire I'ordine sto-
rico delle derivazioni e mostrare come un certo numero di effetti "magnetici”
(forze tra cariche in movimento) risulti come conseguenza delle trasforma-
zioni di Lorentz associate all’applicazione della legge di Coulomb (Gauss)
per la determinazione del campo elettrico generato da cariche ferme e dalla
invarianza della carica totale.
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Ricaviamo innanzitutto la legge di trasformazione dei campi dall’analisi
del comportamento di un condensatore piano in movimento. Se il moto av-
viene in direzione ortogonale alle piastre, e pertanto parallelo alla direzione
del campo elettrico, la superficie attraversata dal flusso di E, essendo orto-
gonale a U, resta invariante. Pertanto applicando la legge di Gauss si ottiene
la relazione

Al oo
By =E
dove E' é il campo in SR’, riferimento di quiete delle cariche. Se il moto
invece avviene in direzione parallela alle piastre, ed ortogonale al campo
elettrico, la densitd di carica in SR é maggiore della densita in SR’, secondo
la relazione
o= yo'
Pertanto, applicando la legge di Gauss da E = 4ro si ottiene
E'.L = ‘)’E.i
In questo secondo caso, se analizziamo la forza che si esercita tra i due piani
per unitd di superficie, ed imponiamo che la legge di trasformazione delle
forze perpendicolari al moto si applichi, otteniamo, ricordando anche la tra-
sformazione delle superficie:
1 dF 1dF’ dF'
F= —F’ =i e[
71 dA v dA dA’

Ma ricordando la legge delle forze nei condensatori

dit ) dF 2 v?
dAr_d"rd A = dro (I—c2

Possiamo interpretare questo risultato in SR, conformemente alla teoria del-
l’elettromagnetismg, ricordando che un piano di cariche in moto genera un
campo magnetico B tale che
- — - v
B=B, |B|=4ro-
&
Questo campo agisce sulla corrente passante per il secondo piano carico e,
conformemente alle leggi di Coulomb e Ampere:
dF ~ dF V=
—| =cl|E — =—0—|B
dA|, | I dA ¢ ‘ ‘

mag

70

si ottiene la relazione . i 2
— =dro (1 —_ *c?)

dA

che mostra che B é generato dalla trasformazione relati vistica di E":

B= /\E

oSy

Possiamo anche considerare pii in generale le forze tra cariche puntiformi in
movimento.

Consideriamo in SR, all’istante t = 0, una carica q collocata in 7 e dotata

T ] :

di velocita i ed una carica g, all'origine con velocitd v = (v,0,0). In SR
all'istante t' = —y%, 1 ha la posizione 7' e la velocitd i’ (determinate dalle

trasformagzioni di Lorentz) mentre ¢, é ferma.
La forza esercitata da ¢ su g; in SR’ é semplicemente

" 7 .
F'th?zw |&] = 22 + Y2 + 22

Un esercizio basato sulle trasformazioni di Lorentz per posizioni, velocita’._e
forze ci permette di convertire questa relazione nella legge di forza per il

riferimento SR:

BLr= ‘]rl%'f} [x + Z(yuy, + zu,)]

Fy = 7?’5‘%%5' 1_"_:2"
F. = 1R=(1-F

Interpretiamo questi risultati in termini di forza di Lorentz
. Ry
= T (E + ; A B)

ottenendo rispettivamente dalle tre componenti di F’
B

= "“Tr;:’r?]!!z

E. = '7|5-| T B.

T Y :
Ey = 1]?;-1‘!’9' Bz = 0 .B, = ‘)"-},zi? =Y
E. =17« FFZ B, = — e B, = 0
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dove abbiamo usato la relazione
1
(8’F"" - Ea*uir«"»"') F, =0

che discende dalle equazioni di Maxwell omogenee.
Possiamo definire il tensore degli sforzi di Mazwell o tensore energia-impulso
elettromagnetico

1 v 1 v L
T, = — [F*‘ E +16“,F"’F,,] T — o
che é un tensore simmetrico a traccia nulla: T#, = 0 e in termini del quale
risulta:
o = —0°T* , = —9,T*
Studiamo le componenti di questo tensore:

_ E4pB?
I‘Dﬂ == 8w

PO dove S = ﬁf-:'f\ B
v = L[-EE, - BB, +}6,(E*+ B?)

a4

Secrivendo in componenti I'equazione per la quadriforza si ottiene

2 (E4BY) 4 divS+7-E = 0

sz +oT7+f =0

e integrando su tutto lo spazio, con l'ipotesi che i flussi si annullino all’infinito:
g P P

%Nvg—i—ﬁf’ﬁg =0
Lravs+E =0

Possiamo interpretare queste equazioni come generalizzazioni dei teoremi di
conservazione di energia e impulso a situazioni in cui sia presente un campo
elettromagnetico, se definiamo

Eem. = J dVg%‘f—’)
Pom. = [dV5
Eaimy = gﬁgj densitd di energia del campo e.m.

g— densitd di impulso del campo e.m., (vettore di Poynting 5")

I

ﬁhlﬂ-
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& é anche la densitd di flusso di energia attraverso una superficie (energia
che attraversa 'unita di superficie nell’unita di tempo).

In forma covariante, data una ipersuperficie di genere spazio dS,, possiamo
definire il quadrimpulso del campo e.m.

pr =L frmas,

N.B.: esiste un’ambiguita nella definizione di 7", che viene risolta impo-
nendo che esista una rappresentazione del momento angolare del campo in
termini del tensore energia-impulso anche a livello di densita locali, nel qual
caso T"* = T"* e la forma che abbiamo determinato é unica.

2.7 APPENDICE: Formulazione Lagranéia—
na e Hamiltoniana per particelle e campi
elettromagnetici

e Particella libera relativistica
Principio di minima azione:

b
S = —mpc? f dr  unico invariante possibile
5 [* v? ta -
L f i—2d = j L(Z,5)dt
t1 Cz 11
da cui
vu
L(Z0) = —mgety[1 — =
C
ac
f:g:mo‘}"a E:ﬁ-ﬁ-—-ﬁ:mnﬂ'fcz

Nel formalismo quadridimensionale
P = —0,5 = moU,
e 'equazione di Hamilton-Jacobi ha la forma

8,595 = mic*
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Figura 2.1: Cariche in movimento
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Pertanto l'interpretazione é consistente se assumiamo le seguenti leggi per i
campi generati da particelle cariche in movimento:

3 ey Rz

Se richiamiamo la trasformazione delle coordinate 4% = &)’ + vZ.' otte-
niamo le trasformazioni relativistiche del campo di una carica puntiforme

nella forma:

AE

ol

Enﬁ"jfr By =vE, B=q1-nE'=

dove E, B sono i campi della carica in movimento ed E' il campo della carica

in quiete.

Figura 2.2: Campo di una carica in moto uniforme

Ey (B!il perpendicular Lo both
Ejand the velocity of ¢3)
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2.2 Formulazione covariante dell’elettroma-
gnetismo. Quadripotenziale e quadri-
corrente

Le relazioni di trasformazione che abbiamo trovato ci mostrano che i campi E
e H non trasformano separatamente e non trasformano come le componenti
spaziali di un quadrivettore.

Per formulare in maniera covariante le leggi della elettrodinamica risulta
conveniente introdurre in primo luogo la nozione di quadripotenziale.
Scriviamo le equazioni di Maxwell:

div E = dxp
diy B = i}
rotb-f+%§ = 0
rot B — %% = ‘?"f

= usando noti teoremi di calcolo differenziale, risolviamo la seconda equazione
ponendo

B=rotA A potenziale vettore

per cui la terza equazione diventa

e pud essere risolta da

dA
at
Una fondamentale proprietd di questa parametrizzazione é 'invarianza di

gauge.
Notiamo infatti che, sempre per i noti teoremi

5 1
E = —grad ® — = $ potenziale scalare

divrot =0 rot grad = 0

le seguenti trasformazioni di A e ® lasciano immutati E,B

A — A+ grada
o ~ ‘o1m

dove A é una funzione scalare arbitraria delle coordinate e del tempo.
Sostituendo i potenziali nelle equazioni di Maxwell inomogenee e ricordando
che rot rot = graddiv — A otteniamo

—A® - 12divA = dmp
graddivA — AA + 354 + Lgraddy = %

ovvero con una semplice manipolazione, introducendo l'operatore d'Alem-
i 2 . .
bertiano O = % £ — A si ottiene

00 — 12 (divA +122) dmp

U:‘i'+gra.d(divg+%%‘-‘!) = izj

|

Notiamo che I'invarianza di gauge ci permette di imporre una condizione
locale (differenziale) sui potenziali A e ®. .
In particolare scegliendo per A una soluzione dell’equazione

o 198
oA = divA® + ——
c ot

le equazioni di Maxwell per i potenziali trasformati sono

0P = 47p
0A = %53
La condizione di gauge e 190 L
c ot
si chiama gauge di Lorentz, e si mantiene per ogni A tale che OA = 0 >
Studiamo le proprietd dell’operatore d’Alembertiano sotto trasformazioni di

Lorentz.
E facile riconoscere, utilizzando la notazione covariante, che

a

dz* Dz

Pertanto sotto trasformazioni di Lorentz, poiché 8, = A” .0, risulta

o= p" = §,0%

naLd, = A WBuA” By = 1" 80,
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e pertanto 0’ = O e l'operatore d’Alembertiano é uno scalare invariante di
Lorentz.

Studiamo le proprieta di trasformazione di p e jper trasformazioni di Lorentz.
Ricordiamo che la carica contenuta in un volume assegnato € invariante,
Pertanto deve valere la relazione

P = pd’F

Poiché sappiamo che d%dt’ = d%dt ne consegue che p trasforma come dt,
cioé come la coordinata temporale di un quadrivettore.
Per quanto riguarda la corrente, notiamo che

. drdi
AUl e

e poiché per quanto detto sopra p trasforma come :—: allora 7 trasforma come
£ ovvero come le componenti spaziali di un quadrivettore.

Possiamo pertanto introdurre il quadrivettore quadricorrente

| R

1
=02 o) = (D
che rappresenta in forma covariante la densitd di corrente e di carica elet-
trica.
E facile tradurre I'equazione di continuitd (conservazione della carica elet-
trica) in una relazione covariante, notando che

s, O0p
clw;+;,i—0

diventa semplicemente

d ;.8
g T = O =0

L’annullamento di una quadridivergenza é la forma generale di un’equazione

di conservazione in meccanica relativistica. Notiamo infatti che il teorema di
Gauss in quattro dimensioni ha la forma

f 8, Vrd'z = }{ Veds,
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dove dS, é I'elemento di ipersuperficie di genere spazio.
Pertanto se d,V* = 0 allora [ V*dS, = costante
e in particolare scegliendo dS, = d°% si ha

/ V°d% = costante

A questo punto, notando che nelle equazioni di Maxwell per i potenz?ali il
d’Alembertiano é scalare e le sorgenti formano un quadrivettore, la covarianza
di Lorentz porta alla necessaria conclusione che anche i potenziali formano
un quadrivettore, il quadripotenziale

A* = (®, A)
per il quale le equazioni prendono la forma covariante
47
OA® = ——q#
A 7

mentre la condizione di gauge di Lorentz ha la forma
g.A* =0

Pid in generale, prima di avere fissato la condizione di gauge, avremmo potuto
scrivere, sempre in forma covariante
4w
OA, —8,(8"A,) = 8"[8,A, — 0,A)] = —

Questa rappresentazione permette di riconoscere facilmente la proprietd di
invarianza di gauge, che in forma covariante diventa

A, — A, =N

Inoltre, prendendo la quadridivergenza dei due termini dell’equazione, .si vede
che il lato sinistro si annulla identicamente e pertanto 1'equazione di conti-
nuitd -

5., =10
é consistente con le equazioni di Maxwell.. e o
N.B. Se si fissa la condizione di gauge, ’equazione di continuita si dimostra
consistente con la condizione di gauge, come é banale osservare nel caso della

77



gauge di Lorentz.

Le proprieta del quadripotenziale sotto trasformazioni di Lorentz sono quelle
solite dei quadrivettori:

A!.ll — ApyAu

Gid da questa espressione potremmo dedurre le leggi di trasformazione dei
campi (E,B)

2.3 Tensore campo elettromagnetico

Abbiamo visto che a partire dai quadripotenziali risulta naturale introdurre
un tensore antisimmetrico

Fu = 8,A,— 8,4,

invariante per trasformazioni di gauge, che chiameremo il tensore campo elet-
tomagnetico.

Analizziamo le componenti di questo tensore in un SR arbitrario

Foi=-Fo=0Ai-0A.=E  Fj = 0,A;—0;A; = —e;uB,

Pertanto il tensore campo elettromagnetico é la quantita covariante le cui
componenti sono i campi elettrico e magnetico.

Possiamo ricavare le equazioni di trasformazione dei campi elettromagnetici
direttamente dalla forma tensoriale

F, = A% A Y B

Se come al solito fissiamo ’attenzione su una trasformazione di Lorentz spe-
ciale, otteniamo le relazioni

E’v‘ E; T El!_'EBz
B. B = 4(B,+:E

El’
B;

I
I
Il

E. = ~(E.+¢B,
B; ‘T Bz_EEy

In forma vettoriale compatta possiamo scrivere

By’ = E B,' = y(E.+iAB
B' = B B, = y(BL-iAE
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Ge esiste un SR’ in cui risulta B’ = 0 allora in ogni altro SR vale la relazione
(vera anche per cariche in moto uniforme):

B‘Z AE EJ_=‘TE_L!

2.4 Invarianti del campo elettromagnetico

Come sempre in teorie relativistiche, le quantita invarianti per trasformazioni

di Lorentz rivestono un ruolo particolare. N g
Introduciamo in primo luogo il tensore completamente antisimmetrico di
Ricci-Levi Civita

Bz

: o1
Epvpo con la convenzione & =

Linvarianza di €, risulta dalla condizione sul determinante delle trasfor-
mazioni di Lorentz:

E:wpc = Euvipar Ay "'Av v'ApP,Aa- = (detA)epupe = Euvpo

Possiamo definire il tensore duale di un tensore antisimmetrico

1
Fo = zepupF?

)

(F;:u). ='an

Posto F,, = (E, B) risulta F:, = (B,—E). L= e
Gli :’nva::anti del campo si ott';:ngono considerando le contrazioni degli indici

tensoriali: FuFw = 2(52 - E"z)

Fu,F* = —4B-E

Pertanto le quantita B?—E? e B-E sono invarianti di Lorentz. In particol?rfa,
se il modulo dei campi elettrico e magnetico é lo stesso in un SR, lo sard in

tutti i SR: » .. =
B*—E*=0 invariante
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Se i campi E e B sono ortogonali in un SR, lo saranno in tutti i SR:

-

B-E =

invariante

sard sempre possibile trovare un
[B)) o

e in particolare se B-E =

sistema di riferimento in cui il campo é puramente elettrico (lg | >

puramente magnetico (IE'" < IB' ‘)

E possibile dimostrare che non ci sono altri invarianti.
In particolare det (F,) = (f?. . E-")z v

2.5 Equazioni di Maxwell-Lorentz in forma
covariante

L’introduzione del tensore campo elettromagnetico permette di riformulare
le equazioni di Maxwell direttamente in termini del campo e in forma cova-
riante:

® equazioni omogenee

8. F, + 0, Fp+8,F,, =0  ovverod ™ =0

® equazioni non omogenee
dr
L b
BuF" = —;

E possibile trascrivere in notazione covariante anche 'espressione della forza
di Lorentz:

dp ool e

— =q|E+-AB

at =7 ( h c )

Notiamo infatti che a partire dal tensore campo si pué costruire un vettore
quadriforza:
F, = %F,..,U"
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che soddisfa automaticamente, per 'antisimmetria di F,,,, la condizione di
ortogonalita F,U* = 0.
Pertanto I’espressione covariante
dP,
dr

q q
= S = L P
TR = =,

é consistente con la condizione di P,P* = mjc® ed ha componenti spaziali

-

j—f =gq (E + % A ﬁ) forza di Lorentz

e come componente temporale
d€ =
o —gBad
TR
che esprime la legge di conservazione dell’energia in un campo elettromagne-
tico.

2.6 Tensore energia-impulso del campo elet-
tromagnetico

Scriviamo l'espressione della forza di Lorentz per unita di volume, ovvero la
forza agente su una densita di carica:

a2 = p(E-{-'—:A_‘B.) = pE:I-%j'AB.
& = B = R

E possibile introdurre una densitd covariante di quadriforza

dps_ 11 d8 Y e o o Le
&'z =(chdt‘dth)_f gt a0

Utilizzando le equazioni di Maxwell per esprimere la relazione tra correnti e
campo otteniamo la seguente rappresentazione per la densit4 di quadriforza:

1

f* = F*F, = 4—13’ [F“"F,, g Zai" ,F“F,,,,]
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2.17 Coefficienti di riflessione e di trasmis-
sione

Le relazioni di Fresnel ci permettono di determinare le ampiezze delle onde
incidenti e riflesse. Se siamo interessati a valutare i flussi di energia dobbiamo
ricorrere al vettore di Poynting, del quale occorre valutare la media della
componente lungo z.

c

In=1=

cny
dmpy

—el-éz,- cosd; = | A|? cos 8;
1 L

cngy 2
Ty= 0;
(r) i | R|* cos
= 2
I{i} = 4,”‘2 ITI COs ljg

5i possono definire i coefficienti di riflessione e di trassmissione

I R|?
R=iﬂ=kg
Ity Al
T = o _ pincose ITR
T Iy T mamy cosdi [A]R

R+T =1

Ji nuovo separiamo i contributi delle componenti parallele ed ortogonali al
olano di incidenza. Posto %;- = tan a; si trova

R= R![ COS2 o+ R_L sinz ay
T =1, cos® a; + T, sin® o

e valgono le relazioni R+ 7y =1 Ry + T, = 1. Dal calcolo risulta, nel

limite gy = pq

_ tan®(6; — 0,) _ sin?(6; — 6,)
= tan?(0; + 6,) - sin?(0; + 6;)
sin 20; sin 26, sin 20; sin 20,

= sinz(B; + 8;) cos*(#; — 6,) - sinz(ﬂ,- + 8,)
Nel caso di incidenza normale abbiamo semplicemente

(ﬂu - 1)2 4ny,
R=[—— -
ngz+1 (n12 +1)?
Per nj; =41 6, — 0; e correttamente R — 0, 7T — 1.
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Figura 2.7: Angolo di Brewster

z

t)

Tlustrating the polarizing [IkewsTeR's) angle.

2.18 Effetti di polarizzazione - Angolo di Brewster

Notiamo che poiché i coefficienti di riflessione e trasmissione sono differenti
per polarizzazioni parallele od ortogonali al piano di incidenza, si avra in
generale un effetto sulla polarizzazione.
Quest’effetto é particolarmente evidente nel caso in cui tan(f; +0;) = oo, per
cui risulta Ry =0
Poiché questa condizione corrisponde a sinf;, = cos6; risulta cosi definito
I’angolo di Brewster

tan BEB) = nj3

o angolo polarizzatore. Quando la luce incide secondo I'angolo di Brewster,
nella componente riflessa é completamente assente la componente del campo
elettrico parallela al piano di incidenza, ovvero la luce riflessa secondo I’angolo
8?5) é polarizzata perpendicolarmente al piano di incidenza.

Una semplice interpretazione fisica si basa sul fatto che l'onda rifratta
mette in vibrazione frasversale le cariche nel mezzo 2, e le cariche emettono
trasversalmente, per cui non c’é flusso di radiazione nella direzione delle
vibrazione, che é appunto la direzione dell’onda riflessa : sin§; = cos #,.

Pit in generale, il grado di polarizzazione dell’onda riflessa sard misurato
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dove abbiamo usato la relazione
1
(8’F"" - Ea*uir«"»"') F, =0

che discende dalle equazioni di Maxwell omogenee.
Possiamo definire il tensore degli sforzi di Mazwell o tensore energia-impulso
elettromagnetico

1 v 1 v L
T, = — [F*‘ E +16“,F"’F,,] T — o
che é un tensore simmetrico a traccia nulla: T#, = 0 e in termini del quale
risulta:
o = —0°T* , = —9,T*
Studiamo le componenti di questo tensore:

_ E4pB?
I‘Dﬂ == 8w

PO dove S = ﬁf-:'f\ B
v = L[-EE, - BB, +}6,(E*+ B?)

a4

Secrivendo in componenti I'equazione per la quadriforza si ottiene

2 (E4BY) 4 divS+7-E = 0

sz +oT7+f =0

e integrando su tutto lo spazio, con l'ipotesi che i flussi si annullino all’infinito:
g P P

%Nvg—i—ﬁf’ﬁg =0
Lravs+E =0

Possiamo interpretare queste equazioni come generalizzazioni dei teoremi di
conservazione di energia e impulso a situazioni in cui sia presente un campo
elettromagnetico, se definiamo

Eem. = J dVg%‘f—’)
Pom. = [dV5
Eaimy = gﬁgj densitd di energia del campo e.m.

g— densitd di impulso del campo e.m., (vettore di Poynting 5")

I

ﬁhlﬂ-
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& é anche la densitd di flusso di energia attraverso una superficie (energia
che attraversa 'unita di superficie nell’unita di tempo).

In forma covariante, data una ipersuperficie di genere spazio dS,, possiamo
definire il quadrimpulso del campo e.m.

pr =L frmas,

N.B.: esiste un’ambiguita nella definizione di 7", che viene risolta impo-
nendo che esista una rappresentazione del momento angolare del campo in
termini del tensore energia-impulso anche a livello di densita locali, nel qual
caso T"* = T"* e la forma che abbiamo determinato é unica.

2.7 APPENDICE: Formulazione Lagranéia—
na e Hamiltoniana per particelle e campi
elettromagnetici

e Particella libera relativistica
Principio di minima azione:

b
S = —mpc? f dr  unico invariante possibile
5 [* v? ta -
L f i—2d = j L(Z,5)dt
t1 Cz 11
da cui
vu
L(Z0) = —mgety[1 — =
C
ac
f:g:mo‘}"a E:ﬁ-ﬁ-—-ﬁ:mnﬂ'fcz

Nel formalismo quadridimensionale
P = —0,5 = moU,
e 'equazione di Hamilton-Jacobi ha la forma

8,595 = mic*
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e Particella in un campo elettromagnetico

da cui
L0, A,8) = —moft— L 4 215 48
z,v = —moc\|l = —+-A 07—
3y 4Ly 0 o2 ¢ q
ﬁ:a—E=m076+gE ovVvero m“'yi-'——*ﬁ—%ﬁ‘
] c

H=P G—L=mpyc* +q® ovvero mpyc® =H— q®

da cui anche

= NG
3 C\/(P— %A) +m3c + ¢
Nel formalismo quadridimensionale
Py = molU, + 1A,
(Pn = EA!-I)Z == mgc'z
Dalle equazioni lagrangiane del moto si ricava I'espressione della forza
di Lorentz:
i Lorentz by U,
" dr

o Lagrangiana del campo elettromagnetico
In una formulazione completamente covariante possiamo scrivere

_9p
=1

Se,m. - ?#Id‘anvfm 5
LYt fav (E? - B?)

Si pué verificare che la variazione dell’azione totale

S = —moczj’dr = Cizjd‘x/l,,_}" = Flﬂ_c/d‘zﬁ'wf"“‘

produce non soltanto la forza di Lorentz ma anche le equazioni di
Maxwell

v 4r v
6,,FP = "c—]

34

e che il tensore energia-impulso corrisponde alla definizione

aﬁe,m‘ F; nvF -

9(0, A7) 167

dopo un’appropriata simmetrizzazione. A questo punto é anche possi-

bile costruire il quadritensore momento angolare del campo elettroma-
gnetico che, per T"* = T** é dato dall’espressione

TH —= (3'”/1’} = awcm dove Ee‘m- =

M = % j (z“T* — z*T**)dS,

2.8 Le equazioni di Maxwell nei mezzi omo-
genei e
Consideriamo un mezzo omogeneo, non dispersivo, in quiete o in movimento

molto lento rispetto alla velocita della luce. Possiamo allora introdurre i
campi elettromagnetici nella materia definiti dalle relazioni

D=¢E pH=8
Le equazioni di Mazwell nei mezzi continui prendono la forma
divD = 4mp divB = |0

P 188 _ if _ 130 _ =
rotF + e 0 I'Ot.H—;ﬁ ‘T«J

e continua a valere 'equazione di continuita

ap

T +divi =0

E possibile generalizzare in maniera covariante queste relazioni al caso di
mezzi in movimento.
La densita di energia del campo elettromagnetico diventa

DB+l B
i 87

mentre il vettore di Poynting si generalizza a

Eem.

€ = -
= 4—I-EAH
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cosicché vale la relazione

de = .

— +divS = -7

ETd 5 )

Dalle equazioni di Maxwell nei mezzi continui, applicando il teorema di Gauss
e il teorema della circuitazione, si ricavano le condizioni al contorno sui campi
elettromagnetici per la transizione attraverso una superficie di discontinuitd,
che separa le regioni 1 e 2

Loh -
s o = T
Dy* = Dy By = H

(in assenza di cariche o correnti superficiali)

2.9 Onde elettromagnetiche

Le equazioni di Maxwell nei mezzi continui, in assenza di cariche libere e di
correnti, prendono la forma:

divD =0 divB =20

r0t§+§§ =0 rotf;"——é% = 0

Possiamo anche ottenere la rappresentazione, valida per mezzi omogenei (non
dispersivi) :
divE =0 divA =0
i 8l _ i a
rotE + 428 = 0 ot -2 =

da cui anche, con semplici manipolazioni:

rotrot H + %F%{?— =0
rotrot £ - "—:5‘-%1‘,5 = 0
e tramite la relazione rotrot = graddiv — A
188 . 5 1 8 -
e R e S Ll
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che é I’equazione di d’Alembert per la propagazione di onde elettromagnetiche
in un mezzo continuo con velocita

C
w=— ovvero n = \/eu
VER
La velocitd w si determina, relativamente a ¢, grazie alla legge di rifrazione:
dalla richiesta di continuita del fronte d’onda si ricava la condizione che le li-
nee di intersezione di onda incidente e rifratta con la superficie di separazione
dei mezzi viaggino alla stessa velocita

i wa

sinf, sintly

Ne segue la legge dei seni:

sinfly w) ng

=N =

sinfly — wy ny

e misurando n; si ottengono le velocita.

2.9.1 Onde piane come soluzioni dell’equazione di d’A-
lembert

Ciascuna componente cartesiana del campo e.m. nel vuoto soddisfa 'equazione
di d’Alembert:

1 8*f

e

w

Le piu semplici soluzioni di questa equazione possono essere cercate nella

forma f(Z,t) = f(Z-n,t) dove 7 é un versore arbitrario costante.
Risulta allora, posto z =7 -7

gf_10f _;
arz w2 o2
e introducendo le variabili é =z —wt e n = + wt
2
e 5
aom
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La pit generale soluzione appartenente a questa classe é pertanto della forma
f(@ ) = f-(&) + f+(n) = f-(F-7 —wit) + f1(2- R + wt)

dove fi sono funzioni arbitrarie di una sola variabile e rappresentano profili
d’onda che si propagano inalterati con velocita wn e —wf rispettivamente
assumendo valori costanti su ciascun piano ortogonale alla direzione 7i : onde
piane.

N. B. Un altro caso semplice interessante é quello delle onde sferiche: f =

f(r,t)

a* 1 9
52N —agatrf) = 0

firt) = fo(r —wt) + fi(r + wt)

r

onde sferiche divergenti e convergenti.

2.10 Onde piane monocromatiche

Un caso particolare della soluzione generale precedente é quello in cui il
campo in un punto dato é una funzione periodica del tempo:

T N w _za
f(Z 1) = |fo| cos [w (z = %) +5] = Bﬁ{fue (t-22 )}
Abbiamo introdotto tre parametri che caratterizzano questa soluzione:

w frequenza angolare
|fol ampiezza
& fase

Abbiamo le seguenti relazioni notevoli:

v o= o frequenza

T = % periodo

A= wl = %2 = 2 lupghezza d’onda
E = Zn = ZT"ﬁ vettore d’onda
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Notiamo che si pué anche scrivere k| = n¥ e pii in generale, in un mezzo
dispersivo, n = n(w).

Consideriamo ora un pacchetto d’onde, sovrapposizione di onde piane di dif-
ferenti frequenze che viaggiano nella stessa direzione:

flz;t) = fuwdwfu(w)expz[wt = |

Supponendo che fo(w) sia una distribuzione stretta centrata intorno ad una
frequenza &, i piani di fase costante si propagano con velocitd di fase:

w, =

= Et

ma i piani di ampiezza costante (in particolare i piani di ampiezza ma;éima}
si propagano con velocitd di gruppo:

i
E ak W=

g

ricavata dalla condizione di massimo t = 2 -

s

2.11 Linearita e principio di sovrapposizione.
Sviluppo in onde piane

La dipendenza delle equazioni di Maxwell dai campi e.m. é lineare: que-
sto implica che la piti generale soluzione delle equazioni di Maxwell si ottiene
come sovrapposizione lineare di soluzioni delle equazioni omogenee (pit even-
tualmente una soluzione particolare delle equazioni inomogenee, se siamo in
presenza di sorgenti).

Possiamo utilizzare le onde monocromatiche piane come base nello spazio
delle soluzioni; i teoremi dell’analisi di Fourier ci assicurano della comple-
tezza e dell’ortonormalizzabilita di questa base.

In generale in un mezzo dispersivo (n = n(w)) considerando sovrapposizioni
di onde piane di differenti frequenze avremo differenti velocita di fase e quindi
cambiamento della forma dei pacchetti d’onda. La velocitd di propagazione
dell’energia (velocita di gruppo) pué anche essere molto diversa dalla velocita
di fase.
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Inolire in un mezzo dissipativo si pué avere un’attenuazione delle ampiezze
dei pacchetti d’onda.
Notiamo la seguente proprieta dei pacchetti d’onda:

fla,t) = JZ% sEfo(k) expefw(k)t — ka]
fo(k) 22 dzf(z,0)expikz
Supponendo ora che il pacchetto abbia una distribuzione spaziale caratteriz-
zata da una larghezza Az (definita come deviazione quadratica media del
valor medio di z per la distribuzione |f(z,0)|?) si pué allora dimostrare che
la distribuzione in impulso Ak, definita rispetto alla distribuzione |fo(k)|?
obbedisce alla relazione

o~ =
r=n-T

1
S
AzAk_2

(relazione d’indeterminazione per i pacchetti d’onda)
Analogamente vale AtAw > 1

2.12 Onde elettromagnetiche piane

Applicando i risultati precedenti alle equazioni per la propagazione di onde
elettromagnetiche, otteniamo la classe di soluzioni corrispondenti ad onde
piane dirette lungo 7i:

E = E(-A-wt)
H = H(Z-f-—uwt)
Applicando operatori differenziali a questi campi, otteniamo
B - _yk' divE = @-E' rot E = AAE
%é = —wf’ divA = n-H' ot H = aAH

dove la differenziazione ' é intesa rispetto all’argomento .
La sostituzione nelle equazioni di Maxwell porta alle relazioni:
a-E =0 a-H =0
AANE —u2H = 0 AAH —eZE' = 0
Trascurando la possibilitd di un campo costante in tutto lo spazio queste

relazioni possono essere integrate a dare
E = LAANH

e \/gﬁf\f-f

= oo
]
o

a1 t.‘:li

90

T

Queste relazioni esprimono la trasversalitd dei campi: E e H giacciono su un
piano ortogonale alla direzione di propagazione e sono mutuamente ortogo-

nali; inoltre \ N
el = Ve[
La densitd di energia di un’onda piana soddisfa
E =
= H e
eem = 3B = 2

mentre per il vettore di Poynting vale :

c o o~
EemMl = WEemMN

VER -

ovvero -‘-5— = 10 velocita del flusso d’energia.

= 2 |8]|la -

2.13 Pressione di radiazione

Un'importante applicazione del tensore energia-impulso di un’onda elettro-
magnetica piana é data dal calcolo della pressione di radiazione, ovvero della
forza per unitd di superficie che un’onda esercita incidendo su una parete
(riflettente o assorbente).

La forza che agisce sull'unita di superficie é data dal flusso d’impulso
che attraversa la superficie. Pertanto se T% sono le componenti spaziali del
tensore energia-impulso, N il vettore normale alla superficie ed f la forza per
unitd di superficie vale la relazione

= [T} [.) [r}]N -
dove (i) ed (j) indicano I'onda incidente e I'onda riflessa.

E facile convincersi che per un’onda piana propagante nel vuoto nella

direzione f valgono le relazioni

t’El

T% — T% = ¢, a0t

= €em. TV = Ca.m.n‘nj

.

™

Risulta quindi

f= AN -7 + € p AN - 20)
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Ricordando la relazione tra angolo di incidenza ed angolo di riflessione IV -
) ==N .72 = cos @ e definendo il fattore di riflessione R = 5%2"- otteniamo
€e.m.

) (14 R)cos? 0
e (1—R)sinfcosd

fu
fi

In particolare per onda incidente normalmente alla superficie e superficie
perfettamente assorbente la pressione di radiazione é uguale alla densita di
energia dell’onda.

Il

2.14 Onde e.m. piane monocromatiche

Il caso dell’onda piana monocromatica é descritto da

Rg{E:uexpi[wt - i-i z|}
Re{Hyexpifwt — k - 7]}

T

Il

con le relazioni

- c = — -
EE=—;ICAH [J.H:
kE-E=0 k-H=0

Si pué anche introdurre il potenziale vettore, scegliendo la condizione di
gauge ® = 0 e ponendo

A = Re{Agexpifwt — F - 7]}

v

da cui le relazioni
By=—iZAy, Hy=-1kAAdy= [<hnE,
e # 7

Nel caso delle onde e.m. nel vuoto, vale |E| = 2. La combinazione wt — E-z
* non é altro che il prodotto scalare invariante K,z , dove K* é il quadrivettore
d’onda

K* = (%, £) K*K, =0
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e quest’ultima relazione discende subito dalla richiesta che.
A* = Afexp(+iK,z")
sia una soluzione dell’equazione delle onde
8,0"A* =0

N.B. : Si dimostra che l"ampiezza di un’onda piana monocromatica per tra-
sformazioni di Lorentz trasforma come la frequenza:

e che anche I'energia totale di un treno d’onde trasforma allo stesso modo:

’
€em. il Eem.

v v

2.15 Stati di polarizzazione di un’onda e.m.
monocromatica

Introduciamo nel piano ortogonale alla direzione di propagazione n una cop-
pia di versori mutuamente ortogonali €, €; che soddisfano

1'ﬁ.={) ég'ﬁ.=0 6‘1'€2=D
z=ﬁ.f\€1 E}A€3=ﬁ

Una forma possibile per la soluzione generale che rappresenta un’onda piana

monocromatica che propaga nella direzione fn = I-ET sara

E = Re{(&§E; + &) exp ifwt — E- 7]}
dove E, e F; sono numeri complessi arbitrari. Posto

—2iex = E'I.z BL E‘f
|Ef + E3|

e""(e‘lE; i E‘QE]) = €1'E; + ié?;'E;
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dove E] ed Ej sono per costruzione numeri reali, notiamo che quadrando
I"ultima relazione si ottiene,

e¥(E? + E?) = |E? + EX| = Ef — E2 + %E.E) - &'

che implica I'ortogonalitd dei nuovi versori :
E':j' . Ehz’ =1

Quindi la base primata é semplicemente una rotazione della base originaria
nel piano ortogonale alla propagazione. Risulta allora

E= &'Ey cos(wt — k-7— a) + &' Eysin(wt — k-z— a)

Pertanto nel caso pill generale E| # F) il vettore campo elettrico descrive
un’ellisse nel piano perpendicolare alla direzione di propagazione dell’onda,
con semiassi lungo €', €'.

N.B. Alcuni utili corollari di questo risultato si ottengono ponendo E; =
[Ey|e®, By = | Ey|e™ e chiamando % I'angolo di rotazione tra gli assi (€), &)
e gli assi (6',6;'). Allora

|Eaf® + |Eo]* = EP+ET
(IE2]? = |Baf’) tan 2 = 2|Ey||Bs| cos(ér — &)
+2F\E; 2| Er || Es| sin(6, — &5)

Un’onda di questo tipo si dice polarizzata elitticamente.

Esistono alcuni casi particolari molto importanti. Quando Ef =
risulta anche |E,| = |E;| e 'angolo v é arbitrario :
circolarmente, con le convenzioni

E; , allora
I'onda si dice polarizzata

Eg~ € +i6 = e'“’(é]" o IIE‘:’)
Eu ~ EA1 — %IGA;; = 8“&(6‘1' =3 I:Elg,)

onda circolare destra

onda circolare sinistra

N.B. Usando onde polarizzate circolarmente descritte da pacchetti di esten-
sione finita nelle direzioni perpendicolari al moto

.0E,

E(Z
(Z,t By)

) =~ [EO(-T1 y)(é] =i IE.z) + ‘;;(%‘-—EE 1] tkz—wt
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si pu6 dimostrare che il momento angolare dei pacchetti d’onda,

soddisfa la relazione

ed é diretto lungo la direzione del moto (elicitd del fotone).

Consideriamo infine il caso in cui solo una componente E' (per definitezza
EY) é diversa da zero : in questo caso ’onda si dice polarizzata linearmente.
Questo caso corrisponde a §; = §; = —a tantyp = ﬁ La base per gli stati
di polarizzazione lineare é (¢, e;) Per gli stati di pola.nzzazmne c:rcola.re si
usa la base (€}, €_) dove €, = é +1i6,. '

2.16 Ottica geometrica - Riflessione e rifra-
zione di onde piane

Quando un’onda piana arriva alla superficie di separazione di due mezzi omo-
genei dotati di proprieta ottiche differenti, si divide in due onde : onda riflessa
(r) e onda rifratta, o trasmessa (t). L'esistenza di queste due onde, speri-
mentalmente ben nota, discende nella teoria elettromagnetica dalla necessita
di soddisfare tutte le condizioni al contorno.

Possiamo separare |’analisi delle proprietd cinematiche, i.e. leggi degli
angoli, dall’analisi delle proprieta dinamiche, ovvero dell'intensitd di onda
riflessa e rifratta e degli effetti su fase e polarizzazione. Mentre le proprieta
cinematiche dipendono solo dalla natura ondulatoria del fenomeno, le pro-
prieta dinamiche sono legate alla trasversalita dei campi delle onde e.m. e
alla forma delle condizioni al contorno.

Definiamo la cinematica introducendo 1I piano definito dalla direzione di
incidenza dell’onda k(,} e dalla normale N al piano di separazione dei due
mezzi. Scegliamo N lungo 'asse z e F nel | piano =z, piane d’incidenza. Ri-
sulta subito per simmetria che anche k(,.] e k(t] si trovano nel piano d’incidenza.
Posto o
ﬁ — € k(l) n E-(.)

6 =\

E-. i} = E{i]ei(“‘-ﬂi].ﬂ -
(i) ] e |k('}]

95




Figura 2.3: Riflessione e rifrazione

b

risulta
E.{r) =E.ér)e.‘(m_:(rl,g) gm . f_lﬁ B
p [KC)|
E(:) = E’é"eit“‘"ﬂ"'ﬂ ﬁ(‘) = __E_ EW
#2 [k

e valgono le relazioni
k('.) = k{r‘ = %-\fflﬂl = nlg
c

w w
) = — €fi2 = Ny —
c c

Le variazioni spaziali e temporali di tutti i campi devono essere le stesse sul
piano di separazione dei due mezzi. Pertanto

(E(‘) c E]::G = (;{r] . 5)==0 = (E(‘J ‘ 5]32']

che conferma la complanarita dei tre vettori e permette di ricavare le relazioni
cinematiche

k9 sin6; = k™) sin 6, = £ sin 6,

Di conseguenza risultano le ben note leggi
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Figura 2.4: Onda riflessa ed onda rifratta

Incident wave k strikes

& plane interface between different
media, giving risc to a reflected

wave k" and a refracted wave k',

e sinf; =sinf, = 0;=460,

legge di Snell

E fondamentale notare che nel caso in cui ny > n, ossia il prime mezzo
é otticamente pit denso, la rifrazione é possibile solo per sin#; < ny;. Per
#; > arcsinnyg si ha il fenomeno della riflessione totale.

2.16.1 Formule di Fresnel

Per determinare la dinamica occorre imporre le condizioni alla frontiera. Con-
viene separare in ogni vettore le componenti parallele e normali al piano di
incidenza, e scrivere quindi

E;(j] = I—A" cos 0;

HO = —Apcosbin [ HP = —Ay[L HO = A, sind;, |2
1 1 1

e le formule corrispondenti per i campi riflessi e trasmessi.-

E}_'.} = Ay Ei“) = Ajsiné;
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Figura 2.5: Polarizazzione parallela

we
m

Reflection and refrac-
tion with polarization paraliel to
the plane of incidence.

Le condmom alla frontiera richiedono la continuit4 delle componenti tan-
genziali di E e H, ovvero

EO+ED=BY EQN+ED=EY
HO+ HO =H®  HY + 4 = HO

La condizione sulle componenti normali di B e D é automaticamente soddi-
sfatta grazie alla legge di Snell. Per sostituzione diretta otteniamo

cos 0i(Ay — By)
‘/E(Au + By)

cos 0.1}

€
=T
f2

E—I(Au_ — Ry )cost; = 1/—21"1_(:058‘
1531 H2
Ay+Ry =T,

Il

Pertanto il comportamento delle componenti del campo ortogonali al piano di
incidenza ¢ indipendente dal comportamento delle componenti che giacciono
nel piano di incidenza. Risolvendo si ottiene

ﬁ’,‘sm 20; — sin 20, tan(d; — ;)

By = sin 26, + E‘-am 20; Ay~ tan(f; + 6,) A
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Figura 2.6: Polarizzazione perpendicolare

Reflection and refraction

with polarization perpendicular to
the plane of incidence.

T = 2sin 0, sin 20; o 2cos f;sin 6, A
= “Sin6;sin20, + &1 sin 26; I Sin(6; + 6,) cos(6; — 6,) !
e _sin(0; — 0,)
-, w2 tan e 1 A
BT Trame T et
2 2 cos ; sin 6,
Ty = —g541— ——741
I} Bl sin(0; + 6,)

dove il limite é riferito al caso y; = pg, e vale normalmente per le frequenze
ottiche, per le quali y; =~ pp >~ 1.

Notiamo che nel caso di incidenza normale, per il quale non ha senso par-
lare di piano di incidenza, risultano in entrambi i casi (parallelo e ortogonale)

le relazioni

1o =1 nz—1
&= E’-+1 _}ﬂ13+1

2 2
iil= A— A
l ] ﬂuﬁ;"l'l nm+1

N.B. la fase dell'onda trasmessa é sempre uguale a quella déll’onda incidente,
mentre la fase dell’onda riflessa pué diffe{ire di .
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Figura 2.17: Radiazione nel sistema di laboratorio

Ze Ze
s b
e
v v
Laboratory Coordinate
system system K*
Radiati itted during relativisti collisions viewed from the laboratory

(nucleus at rest) and the frame K’ (incident particle essentially at rest).

Possiamo definire una sezione d’urto di radiazione:
x(w) = f I(w, b)2rbdb

e imponendo al solito bpin & E8  bya: & & otteniamo:

16 [ @\ @ [\, AMY®
el (MC’ 'E(E) "

e la condizione b,z > bmin impone, nel caso classico, un limite alla frequenza:

A= 1.123 =2¢77E

3
(wmn::}d i M_U
792
L’estensione al caso quantistico si ottiene al solito ponendo by, = % ed
ottenendo: -
160/(< qf N g2 (c 2 AMvE
w=—|—7] =|- —_
x() 3 (M’c2 c v) & fiw
M2

da cui anche (wpnaz)? ~ 55—

In realti dalla conservazione dell’energia risulta wpy,, = & v?

2K
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Un caleolo quantistico piti raffinato che tiene conto automaticamente della
conservazione dell’energia porta alla formula di Bethe-Heitler:

2
=2 ()8 (o) LI I )

Me2) ¢ \v hw
2 4.4
% Zle
N (hc) Mec?

trascurabile rispetto alle perdite per collisione per v < ¢: Ofa = %’;}, (cal-
colato per nuclei g, = Z'e).

i€ _16
dz ~ 3

Effetti relativistici: il calcolo pué essere effettuato nel SR’ in cui la parti-
cella incidente é ferma e i nuclei si muovono verso di essa con velocita vese.
In questo SR’ il processo radiativo pud essere trattato non relativisticamente,
con 14 sola specifica bpar I
Pertanto:

2
()= 4\ % (E)zln Mot
3 \Mc) ¢ \v hw!
La sezione d’urto di radiazione é un invariante di Lorentz x(w) = x'(w') per
cui basta conoscere la relazione Doppler relativistica:

w=qw'(l+ 3iccmsﬂ"]
c

e sfruttando la simmetria intorno a ¢ = % in SR’ dovuta alla trasversalita
dell’accelerazione in SR, otteniamo w = yw':

16 izqg (E)z AviMy? Mc? Mc?
x(u)—?(Mcz) == In o O<w<(y—1) 5

h

Se adesso andiamo a calcolare la perdita di energia per radiazione di frenaggio
nel limite v — ¢, anche tenndo conto dello schermaggio elettronico del nucleo,

otteniamo:
_ff _16 q_§ Ziet fa 192 AM _ 7
dz ~ 3 \hc) M~ \m.(2')3 3 [ gieas
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2.17 Coefficienti di riflessione e di trasmis-
sione

Le relazioni di Fresnel ci permettono di determinare le ampiezze delle onde
incidenti e riflesse. Se siamo interessati a valutare i flussi di energia dobbiamo
ricorrere al vettore di Poynting, del quale occorre valutare la media della
componente lungo z.

c

In=1=

cny
dmpy

—el-éz,- cosd; = | A|? cos 8;
1 L

cngy 2
Ty= 0;
(r) i | R|* cos
= 2
I{i} = 4,”‘2 ITI COs ljg

5i possono definire i coefficienti di riflessione e di trassmissione

I R|?
R=iﬂ=kg
Ity Al
T = o _ pincose ITR
T Iy T mamy cosdi [A]R

R+T =1

Ji nuovo separiamo i contributi delle componenti parallele ed ortogonali al
olano di incidenza. Posto %;- = tan a; si trova

R= R![ COS2 o+ R_L sinz ay
T =1, cos® a; + T, sin® o

e valgono le relazioni R+ 7y =1 Ry + T, = 1. Dal calcolo risulta, nel

limite gy = pq

_ tan®(6; — 0,) _ sin?(6; — 6,)
= tan?(0; + 6,) - sin?(0; + 6;)
sin 20; sin 26, sin 20; sin 20,

= sinz(B; + 8;) cos*(#; — 6,) - sinz(ﬂ,- + 8,)
Nel caso di incidenza normale abbiamo semplicemente

(ﬂu - 1)2 4ny,
R=[—— -
ngz+1 (n12 +1)?
Per nj; =41 6, — 0; e correttamente R — 0, 7T — 1.
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Figura 2.7: Angolo di Brewster

z

t)

Tlustrating the polarizing [IkewsTeR's) angle.

2.18 Effetti di polarizzazione - Angolo di Brewster

Notiamo che poiché i coefficienti di riflessione e trasmissione sono differenti
per polarizzazioni parallele od ortogonali al piano di incidenza, si avra in
generale un effetto sulla polarizzazione.
Quest’effetto é particolarmente evidente nel caso in cui tan(f; +0;) = oo, per
cui risulta Ry =0
Poiché questa condizione corrisponde a sinf;, = cos6; risulta cosi definito
I’angolo di Brewster

tan BEB) = nj3

o angolo polarizzatore. Quando la luce incide secondo I'angolo di Brewster,
nella componente riflessa é completamente assente la componente del campo
elettrico parallela al piano di incidenza, ovvero la luce riflessa secondo I’angolo
8?5) é polarizzata perpendicolarmente al piano di incidenza.

Una semplice interpretazione fisica si basa sul fatto che l'onda rifratta
mette in vibrazione frasversale le cariche nel mezzo 2, e le cariche emettono
trasversalmente, per cui non c’é flusso di radiazione nella direzione delle
vibrazione, che é appunto la direzione dell’onda riflessa : sin§; = cos #,.

Pit in generale, il grado di polarizzazione dell’onda riflessa sard misurato

101



da
Ry—Ry
Ry+Ry
e dipendera dall’angolo di incidenza dell’onda e.m..

Questo fenomeno ¢ alla base della realizzazione dei piti elementari pola-
rizzatori (doppia rifrazione in cristalli di calcite o quarzo).

2.19 Riflessione totale

Discutiamo il caso in cui ny > ny e sinf; > ny,. In tal caso, secondo la legge
di Snell, non ci pué essere onda rifratta : riflessione totale
Se consideriamo la formula per il coseno dell’angolo di trasmissione troviamo

sin® 6;

2
N2

=1

costy =1

e sostituendo nel fattore di fase dell’'onda piana risulta

sin® 6;

expifwt — KO . 7] = exp i[wt — —= sin 0] exp(—— —-1)
nw

'l Wa t2
e quest’espressione corrisponde ad un’onda che propaga lungo la superficie di
separazione dei due mezzi ( nella direzione z) attenuandosi esponenzialmente
in funzione della distanza z dalla superficie (onda evanescente).
L’ordine di grandezza della penetrazione é == ;_?;, ovvero l'ordine di una
lunghezza d’onda.
Si pué calcolare la media temporale della componente normale del vettore
di Poynting all'interno del mezzo 2 e trovare che essa vale zero. Pertanto
Ry=RL =1 Ty = T, = 0. 1l calcolo pud essere effettuato anche a
partire dalle relazioni di Fresnel, che si riducono a

Ry=Ae™  Ry=A.e™

Nel caso di riflessione totale le fasi delle componenti della luce riflessa cam-
biano in maniera differente. Pertanto in generale per riflessione totale luce
polarizzata linearmente diventa polarizzata ellitticamente. In particolare
sfruttando una doppia riflessione totale si pué ottentere luce polarizzata cir-
colarmente (rombo di Fresnel).
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2.20 Campi di cariche in movimento

2.20.1 Le equazioni del campo in presenza di sorgenti
- Funzione di Green

Finora abbiamo considerato le equazioni di Maxwell in assenza di sorgenti,
ovvero la propagazione di onde elettromagnetiche. La produzione di onde
elettromagnetiche, invece, € legata alla presenza di cariche accelerate in qual-
che punto dello spazio (per invarianza di Lorentz cariche in moto rettilineo
uniforme possono produrre solo campi trasformati di campi statici).

Abbiamo visto che le equazioni di Maxwell per i potenziali in presenza di
sorgenti prendono la forma :

—A®— 1-‘3(&\»5)

= 4mp
4
OA + grad(divA + —‘;—? - ?’r 7

Introduciamo una nuova condizione di gauge, la gauge di Coulomb o gauge
trasversa :

divA =0
In questa gauge la prima equazione si riduce a
—AD =4rp

e ne conosciamo la soluzione nella forma

a(z,1) = [ £Z ole. ‘)rP-'

(potenziale di Coulomb istantaneo dovuto alla densitd di carica p(Z,1)).
Dalla soluzione, usando I'equazione di continuita, otteniamo

adj cle[zq’lt)da_,

Possiamo decomporre la corrente in parte longitudinale e parte trasversa :

gmd— =

J=ii+h
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rotj; =0 divy; =0
e grazie alla relazione
D 1 — = —476@®N(F - &)
& — 7|

si pué dimostrare che vale

1 div'y 1 P
B = —— _da-” = —pgrad—
i 4wg“‘df -z = S wE o

= Lrotrot /L z'
"= Z—7

L’equazione per il potenziale vettore diventa pertanto

N.B. In assenza di cariche libere 7 = i ® = 0 e per i campi valgono le

relazioni 9i
7 194

gU
5 B =rotA

In generale, quando dobbiamo risolvere I'equazione di D’ Alembert in presenza
di sorgenti
Of(z,t) = 4ws(z,t)

é utile trovare le funzione di Green dell’equazione, definita come soluzione

dell’equazione
OG(Z,t,7',t") = 4n6®(z — T)é(t — t')

con le appropriate condizioni al contorno.
Se conosciamo G(7,t,Z",1') allora semplicemente

f(&,t) = f PEUGC(E L, 2 t)s(E", 1)

Per determinare G passiamo alla rappresentazione di Fourier (espansione in
onde monocromatiche piane) :

G(E ;' t) = fd%'dwé(aw)eiw(:_p}emsi(zx,-.]
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(20)6OF = 2)6(t ~ 1) = [ dFdwet=)eHE-2)
e I’equazione di d’Alembert diventa
B o 1
—— + B)G(k,w) = —
(-5 +B)G(Ew) =
507 1 1
G(kw) = —m=——=
473 g2 _ e
Per riottenere G(Z — ', — t') dobbiamo dare una prescrizione sul modo
di aggirare la singolaritd situata in w = c\/;’;_’ = +ck. Vogliamo che la
prescrizione realizzi la condizione fisica di causalitd, ovvero
. G=0pert<t
2. G rappresenta onde uscenti per ¢t > t'

L'integrale di Cauchy nel piano complesso w é un integrale su un contorno
chiuso che include 1'asse reale ed un semicerchio all’infinito scelto in modo
tale da soddisfare

Re(iw(t —t')) < 0

Per soddisfare la prima condizione é sufficiente spostare i poli infinitesimal-
mante nel semipiano Re(iw) < 0 :

” iw(t=t")  —ik(F-F')
GE -7t —t) = o [T —
i R = B(w—ie?

Integrando in dw si ottiene, per t > t'
= = _iF inck(t —t')
i = f —ik(#-#) 810 C
G(z -2, 7 d%ke 3

ed integrando sugli angoli
2c

F—Ft=t)=— _
G(Z -7, ) TE— 7]

fo ” dksin k|Z — #'| sin ck(t — )

Ora é facile riconoscere che per 'ortogonalita dei seni

= _ =
GE—-&t—t)= Ii,_l—:?la(t'—w 2 cxi)
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Funzione di Green ritardata

L’effetto osservato al punto 7 al tempo ¢ é dovuto ad una causa avvenuta
ad un tempo precedente t' = ¢t — nel punto z’. Il ritardo é dovuto al
tempo impiegato dal segnale a percorrere, alla velocita della luce, I'intervallo
|z —&.

Effettuando I'integrazione su t' si ottiene finalmente

=y 2=l
f[i,t):f:f’i’s(x’t:tq,l e )

soluzione ritardata
|z — 7

2.21 Formula di Kirchoff

Se a partire dalla soluzione ritardata vogliamo ottenere una soluzione con
assegnate condizioni al contorno di Cauchy(f, g{; assegnate su una “iper-
superficie aperta” ovvero un volume, tipicamente a tempo fissato t = tp),
dobbiamo aggiungere 'appropriata soluzione dell’equazione omogenea. Per
il teorema di Green

f at' [ (g0 - y8g) = f: ! 5{;(4&2 Zq‘w’

Scegliendo ¢ = f 1 = G e utilizzando le equazioni d’onda

[ at [ elan (@, )5O@ -5 ~t)~4ns(#, )G 2(G‘3'2f g.G

arf(3, :)-4=rf dt’ [ &3, 0)G + — /d“" at,-f%}f::j; =

dt"
ty 5

L 155y

In generale otteniamo quindi

Jo=to +

T "— _Jf-_].
1@ 1) jda-'”‘ =ty L et G

- x| 4t ( a U at’
aG

+4_ dt}(dS(G’ ;= o)
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e =

1l problema a valori iniziali sul volume infinito é risolto da
50 ]
£(0,¢) = f o’ f rdr's(r, Ut =t — %)

L [au o = ct, ) + ot 1)

dove abbiamo ca[oola.to f nel punto £ = 0 (scelta di coordinate) come fun-
zione di f(Z,1=0), %%(:f,t =0) : soluzione di Poisson

Il problema di determinare f all’interno di un volume che non contenga
sorgenti e con valori iniziali di f e %f nulli é risolto da

f [VT( ')

o

:I-:-;lg f( 7' t’)_

fEH=— =
-7 of,.

":ln at'(z t)]l'—l-lf;[ ds

ol —
formula di Kirchhoff che formalizza il principio di Huygens.

2.22 Potenziali ritardati

Utilizziamo i risultati precedenti nella determinazione del potenziale elettro-
magnetico generato da una corrente arbitraria assegnata j,(Z,1).

Per formulare i risultati in modo covariante ritorniamo alla condizione di
gauge di Lorentz 8,4* = 0. Risulta allora:

AuE 1) = - '[f”ﬂdﬂft)%f+!£:£1—t)=

-..I

/aa-dn( E= ]ﬂl]
=7

Gli A,(Z,t) cosi definiti si chiamano potenziali ritardati.

N.B. Nel caso in cui la densita di carica non dipende dal tempo la formula
del potenziale ritardato per Ag = @ si riduce alla soluzione generale del
problema elettrostatico.

Analogamente nel caso del moto stazionario (limitato periodico) d: cariche
la formula per A si riduce (mediando rispetto al tempo) alla soluzione per il
campo magnetico costante.
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Figura 2.8: Carica puntiforme in moto

2.23 Potenziali di Liénard-Wiechert

Nel caso in cui la sorgente del campo sia una carica puntiforme in moto con
legge oraria assegnata 7 = 7(t) € possibile, utilizzando la rappresentazione
Ju(Zt) = qvn6t31(5 —7(t))

integrare esplicitamente la formula dei potenziali ritardati

v, = (¢, )

AE)=2 [ "f’%‘%ﬁ—f&(t' + 2D _y

dove vale R(t') = |£ — 7(t')].

Il campo in un certo punto ad un certo istante é determinato dalla
posizione della carica e dalla sua velocitd all’istante (precedente) determi-
nato dall’equazione #' 4 ﬁc@l = t. Notiamo che l'equazione f(t') = t dove
f(t) =t + ﬂ:—'l ha una sola radice ¢’ per ogni ¢ , grazie al fatto che la linea
d’universo della particella si trova all’interno del cono-luce. Dalla relazione

df 1dR v
Q= g e

dove # ¢é il versore della direzione ¥ — 7(t') = R, utilizzando la relazione

8(é(z)) = ]%‘f{%l" e si ottiene finalmente

A 8) = |—12 con

t
cR(1 - "g—") 3

'
t'+&t_l=
C
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potenziali di Liénard-Wiechert. In componenti risulta

E possibile rappresentare questo risultato in maniera esplicitamente cova-
riante, introducendo il quadrivettore velocita della particella U“Re‘c,l il qua-
drivettore distanza R* = [c(t —t'),Z — 7(t')]. La condizione t' + _{_l.: =tin
forma covariante diventa
RER, =0

e la forma covariante dei potenziali di Liénard-Wiechert é

u» =

At = g—— ;
R,U¥

2.24 Deduzione dei campi dai potenziali
Derivando la relazione R(t') = ¢(t — t') si ottiene

R _OROt _ R-vor ot

W Ra- U w
da cui si ricava ot 1
] =
St = s
Analogamente:
'— _Lad ) = —L(gradr 1+ B
gradt’ = —cgra.dR(t J= C(at,gradt =+ R)
R 1
adt' = ———— =
gr 1= %‘! R

Si possono utilizzare questi risultati nella forma di Liénard-Wiechert dei po-
tenziali, oppure derivare la rappresentazione in cui non é stata effettuata
l'integrazione temporale usando

8 R

a
R
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da' \ R R?

In conclusione, tralasciando i calcoli intermedi e posto

d (fi) _RA(RA9D)

2
=1- fi =
K R n

=1}
=l =

risulta per i campi EeB

e (1 va)ﬁ—g qﬁ/\[(ﬁ—-‘})f\%’}
= e k3R k*R
B=aAE

dove tutte le quantita sono calcolate all’istante t' definito da
R(t
g l)
c

I campi sono formati da due parti di carattere differente: una parte dipen-

dente solo dalla velocitd e decrescente come 7r ed una parte dipendente

linearmente dalla accelerazione e decrescente come & perR grandi.Questa
seconda parte é ortogonale a 7.

2.25 Potenziali e campi di una carica in moto
uniforme

Consideriamo una carica in moto rettilineo uniforme v = costante. In questo
caso dalle definizioni segue

() = ()~ st - ¢) = () - R(t)

-
v

5 2
- Jmm - (24 R‘(:)) = R0+ 0 - Sy
e di conseguenza si ricava
d = l — A= qv =
VR () - (2 A B)) VRO - (2A B)

R(#') - R(#) -

c
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Figura 2.9: Carica puntiforme in moto uniforme

L : M
~~——BR- T vt 1 —

Present and retarded positions of a charge in uniform motion.

mentre per ilcampo E si ottiene

= v? R(t) avR(t)
E = 1—— = 5 T
. °2)(FE2{:) -(';’Aﬁ(z})a)'“‘“ (vRjj(t) + R1)¥

che é esattamente il risultato gid ottenuto dalla trasformazione di Lorentz
del campo Coulombiano.
Notando poi che (') = Ak + £ ricaviamo

B=-AE

0|2

come ottenuto in precedenza.

E importante notare che, a differenza del caso generale in cui il campo
generato da una carica viene espresso in termini di variabili ritardate, cioé
riferito al momento in cui é stato emesso il segnale che giunge al punto &, per
il campo di una carica in moto uniforme é possibile riesprimere il risultato in
termini di variabili riferite all’istante dell’osservazione, e quindi in una situ-
tuazione statica si ha I'apparenza di un’azione a distanza. Viceversa notiamo
che la componente di E, B indipendente dalla accelerazione é per quanto
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det._to sopra esattamente uguale al campo che sarebbe stato generato da una
carica in moto uniforme che fosse transitata all'istante ¢’ nella posizione 7(#')
con velocita v(t').

2.26 APPENDICE : Deduzione covariante
dei campi dai potenziali

Calcoliamo F),, = d,A, — 8,A, a partire da A, = —S-—E-RFU , dove vale

R":X"—X"‘(T} U‘"zdxm =—._a£
dr ar
ed inoltre vale
R =0 o=
dr

La dipendenza di A, da X* é anche implicita attraverso la dipendenza di
da X* contenuta nella condizione R*R,, = 0. Pertanto occorre calcolare Oy,
che si ricava da

d.(R'R,) = 2R*8,R, = 2R* — 2R*8,rU, = 0

da cuj

Risulta inoltre
R,

Ou(R'U,) = Uy + (R'ay = ) -

e di conseguenza subito

2 (R#Uv i Rqu

) YT L
(ReU,)? - ¢(RU, — RU,) e _(R.a, — R,a,)

Poe
Gk EUE T (Rev)

Nel riferimento di quiete istantanea della particella carica, in cui vale Bo(t) =
0 si ottiene

= R, fo A (Po A G - »
Bo=agg+q2 R0 g0,

Il. campo € la sovrapposizione del campo elettrostatico e del campo di radia-
zione dovuto all’accelerazione.
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2.27 Irraggiamento. Potenza emessa da una
carica accelerata

Consideriamo una carica accelerata in un SR in cui la sua velocitd é pic-
cola (trascurabile) rispetto a c, e consideriamo il campo elettromagnetico da
essa generato a distanze grandi rispetto alle scale intrinseche. Soltanto la
componente del campo dovuta all’accelerazione sopravvive, ed ha la forma

qAaNA(RAa)

- 7 B=nAE

E~

dove al solito le quantita sono valutate a t' = ¢ — 5_(5_1
Il flusso istantaneo di energia (vettore di Poynting) é
C
4w
L'intensitd dell’irraggiamento nell’angolo solido d€ é definita come quantita

di energia che attraversa nell'unitd di tempo I’elemento di superficie dS =
R*d§) di una superficie sferica di raggio R : dI = |§ - #|dS

2 - —-_,-i =
§=ENB=_|EPR

dl ¢ = 7 q°
— =—|EPR*= —aA(RAD)| = —|aAd]
df) 41r| | 473 aAEND)] fi:rc.-'-‘!Irl a
L'intensitd dell’irraggiamento corrisponde alla potenza irraggiata per unita

di angolo solido.
Introducendo esplicitamente I’angolo @ tra @ ed n otteniamo la relazione

dI q

O 2.2
0 4.“3“ sin” 0

da cui integrando su tutto 'angolo solido

_2(}:‘(32
s

formula di Larmor non relativistica per una carica accelerata.

I
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2.28 Potenza emessa da una carica : formu-
lazione relativistica

Notiamo innanzitutto che ’energia elettromagnetica irraggiata si trasforma
come la quarta componente di un quadrivettore sotto trasformazioni di Lo-
rentz.

Questa relazione, vera per i pacchetti d’onde piane, si estende ai campi
di radiazione che, essendo soluzioni trasversali delle equazioni di Maxwell nel
vuoto sono espandibili in onde piane. Risulta pertanto che la potenza totale
irraggiata deve essere una quantita invariante di Lorentz.

Nel riferimento di quiete istantaneo della particella carica abbiamo per
'energia e 'impulso irraggiati

= dE. m, = Eq_’ag
dt 3ct
Pem. _
dt
In rappresentazione covariante
d'P:m. = gq_za-ZUu
dr 38
dove @ é I'accelerazione nel SR di quiete, e pud essere rappresentata in ter-
mini dell’accelerazione in un SR arbitrario tramite la relazione @* = —a*a,.
Pertanto si ottiene
dP:m.

2q2 AV
dr __3::;U %G

ed in particolare

24° e = 2 e [(dP*\ (dP,

3¢ YT 3mi:@ \ dr )\ dr
Tornando a rappresentare questa quantitd in termini di vettori ordinari ot-
teniamo la formula di Larmor relativistica

=

= 28 - Cnayy

T3

In modo analogo si ottiene I'impulso irraggiato.
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2.29 Irraggiamento di dipolo

Se consideriamo un sistema di cariche in movimento ed esaminiamo i campi
di radiazione a grande distanza rispetto alla scala del sistema, che si suppone
localizzato, possiamo innanzitutto rimpiazzare la dipendenza temporale del
moto con un’analisi in frequenza tramite 1’analisi di Fourier:

@) = [ dte (1)

(@) = f” dte="*3(Z, 1)
wp(F) +diviu(E) = 0

e sostituendo nelle equazioni di Maxwell (gauge di Lorentz)

i . } L etk
®,(%) = f_ " dte™ (3, 1) = / P gy
., 5 . ek
AT) = .[_m dte™™ A(Z,t) = fdaz: P )‘m

dove k = l£| = “. 1l risultato é immediato se consideriamo la trasfor-
mata di Fourier dei potenziali ritardati, o alternativamente se generalizziamo

I'equazione di Poisson a
(A+ k) f(Z) = —dms(Z)

Limitiamoci per il momento al caso pili semplice da analizzare, ovvero il
limite kr > 1, r > A per il quale si pué approssimare, posto r = ||, it = f

e—:'.kr

lim A7) = f Ju(F)e T P
kr—co cr

Il potenziale vettore ha la forma di un’onda sferica uscente. Inoltre se
le dimensioni del sistema di cariche sono piccole rispetto a A é possibile
un’ulteriore approssimazione, consistente nel porre

il |
e all’ordine piti basso
» e—ikr e—ikr
A@) = [@)dE = — [iw@p(@)d
cr
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Figura 2.10: Irraggiamento da accelerazione longitudinale

Radiation pattern for
charge accelerated in its direction
of motion. The two patterns are
not to scale, the relativistic one
(appropriate for ¥ ~ 2) having
been reduced by a factor ~I10°

for the same acceleration.

Introduciamo il momento di dipolo elettrico del sistema

do = [#pu(@)d%
che per cariche puntiformi isolate si riduce a
d= DT

Risulta pertanto per il potenziale vettore

—ikr =,

AL(T) = o wwd,,

ovvero, trasformando di Fourier

T
t=t—-
(¢=t-5)

I campi elettromagnetici irraggiati da un dipolo oscillante prendono a grande
distanza la forma

B, = B(Ad)== B = Ldna
= et SN - s S
i k:’(n!\dw)!\n—‘_— B = c%_(dl\n}/\n:;é; n

L'intensita dell'irraggiamento di dipolo si ottiene da

die 0 s R e
:iﬁﬁthrcaldhn! _41rc:"|d-1 Ba ¢
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Figura 2.11: Distribuzione angolare per particella relativistica

Angular distribution of
radiation for relativistic particle.

= %h}]z coerente con la formula di Larmor

N.B. Un sistema di particelle identiche non pué irraggiare di dipolo in quanto

d misura accelerazione del centro di massa del sistema che, per un sistema
isolato, é nulla.

Nel caso di un sistema oscillante, analizzando in frequenza e mediando
rispetto al tempo, otteniamo

d'_I.,_ € a7 1202
0 - Brk |d,|* sin® @
- kY -
L= e

Questa legge spiega perché il cielo € azzurro (la radiazione é molto piu forte
ad alte frequenze).

2.30 Potenza dissipata da acceleratori line-
ari e circolari

Le perdite per irraggiamento negli acceleratori sono un fattore limitante per
determinare la massima energia raggiungibile. Nel caso generale dovremo

adottare la forma relativistica della formula di Larmor per calcolare queste
perdite. -
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Nel caso di un acceleratore lineare il moto é unidimensionale e la velocia
é parallela all’accelerazione. Valgono le relazioni

gAN(RAG) =

E.d = EER_-(-]_ = "‘—CE)S == Bﬂuf An
- aAhn -
Bt = 120 ——iinE

¢ R(1 — Iy
La distribuzione angolare dell’energia irraggiata é

() ¢ @*sin® 0
dQ  4xc® (1 — Lcosh)’

ed € la potenza irraggiata riferita al tempo proprio della carica, grazie alla
relazione d& .

iU v

T
Integran-o su tutto 'angolo solido si riproduce il risultato della formula di
Larmor relativistica
2¢’ 2 ¢ (dp)*
It; i el 6-2!! R S (B’
) 3(."‘7(1( ) Imic® \ dt

Abbiamo usato la formula della massa longitudinale Fy = mgy®a. Se poi
notiamo che vale la relazione

dp dE

dt ~ dz
possiamo riformulare la perdita di energia nella forma

po2 gt [dEY?
T 3mid \dr

e la perdita rispetto all’energia fornita dall’esterno vale

I 2 ¢ cdE

E-E 5 (mocz)?’ ;;II—

trascurabile in pratica

La situazione é molto diversa nel caso degli acceleratori circolari, per i quali
vale
di(t')  q*a* 1
dQ " 4xc® (1 — Ycosh)?

sin’ 0 cos® ¢
(1 = 2 cosf)?
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dove ¢ é 'angolo azimutale del vettore n relativamente al piano definito da
¥ e @. Quando ¢ = 0, ovvero la radiazione é osservata lungo una direzione
giacente nel piano suddetto, esistono due zeri dell’intensita nelle direzioni
cos# = L. La potenza fotale irradiata si ottiene integrando su # oppure dalla
formula di Larmor relativistica :

N 208, 2 & ,(dF)’
)= = 5a1" \&
dove abbiamo usato la formula della massa trasversa F'\ = mgya,.
Per un dato valore della forza applicata, la radiazione dovuta ad acce-

lerazione circolare é 4% volte pii grande di quella dovuta ad accelerazione

lineare. P
Poiché I'impulso cambia molto pit rapidamente dell’energia in un moto

circolare, risulta |§g| > %% e sfruttando la relazione cinematica w = %, p
raggio di rotazione, anche
o 2 g% vingt
Y33 p?

Pertanto la perdita di energia per rivoluzione é

_2p, AT @ 4 4
€ = :;I'_ 3pcav

ir¢*
_— v—C

357 ( )
e non é affatto trascurabile nel limite v — c.
N.B. Per quanto riguarda la distribuzione angolare nel limite ultrarelativi-
stico v — ¢, notiamo che sia per accelerazioni parallele che per accelerazioni
ortogonali al moto la distribuzione ha un picco in avanti con semilarghezza

EiTs = b e
v £

2.31 Radiazione di sincrotone

A seguito dei risultati precedenti risulta che, per una particella ultrarela-
tivistica (v — ¢), l'irraggiamento é dominato dalla comiponente trasver-
sale dell’accelerazione ed é assimilabile alla radiazione emessa da una par-
ticella in moto istantaneamente circolare su di una circonferenza di raggio

= M2 et
p—aLual.
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La radiazione é concentrata in avanti, ed é quindi visibile solo quando la
velocita é diretta verso |'osservatore, per un intervallo di tempo dell’ordine
diAt =482 L2 - Apn~ Le

Dall’analisi di Fourier risulta che lo spettro in frequenza della radiazione os-
servata conterrd frequenze fino all’ordine di v3w.

L’analisi in frequenza della radiazione prodotta da un moto (eventualmente
periodico) si effettua a partire dalla formula per I’energia totale irradiata

Eem. =W:
W € [P darian €S 2w € [0y ppdw
dﬂ _47? f—ooE (t}Rdt = 'J'I'-/—ooEuR 21!' 2 QN‘L Ew:R 2?{

Pertanto possiamo definire:

dI(w) eays
= 172 p2
i~ vl
dove vale:
. © gaA[(R=2)Ad] _,,
REw = i e (1 - ;‘Ta)a (- dt
i foo le_iw(t,+ﬂclu}ﬁ/\[(ﬁ_.‘::AE)]df
(1— &)z
—ikr - - “ -
=~ € e _I'w(‘f_ﬁ_ﬂgi_l)i nA (ﬂ. A TJ') 7
s’ a|T1-= |4

= e_ikr%/m nA(nA ﬁ)dt'e‘i“("_ﬁ‘ﬂ:il)

In conclusione pertanto:

2.2 2
W = ERlLe et

—iw ’_“ﬂ_l
(2w f (A A= )c (¢ dt'

_Notiamo cha la polarizzazione della radiazione emessa é specificata da
RE, e pué essere calcolata I'intensitd di radiazione polarizzata in una dire-
zione £ tramite la relazione:

dI(w)
A9 : (‘21!']

2(REh, - é)?
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Figura 2.12: Densitd spettrale differenziale in angolo

Diflerential frequency
spectrum as & function of angle.
For frequencies comparable to
the critical frequency w,, the radi-
ation is confined to angles of the
order of y-*. For much smaller
(larger) frequencies, the angular

spread is larger (smaller).

In particolare é importante studiare i casi di polarizzazione giacente sul piano
dell’'orbita (&) o perpendicolare ad esso (£.).

Senza entrare nei dettagli della derivazione, detto # ’angolo fra la direzione
d’osservazione e il piano dell’orbita, e considerando il limite ultrarelativistico
v — ¢, si ottiene:

2 2/ 3 N

c
1 3
wp 2)?
B i +0
3c ( )

dove le K sono le funzioni di Bessel modificate (cfr. Jackson).

Il primo termine corrisponde a radiazione polarizzata nel piano dell’orbita
e il secondo a polarizzazione perpendicolare.
Integrando su w e @, si trova che la componente a polarizzazione parallela
€ pit grande (per un fattore 7) della componente ortogonale; inoltre per le
proprieta delle funzioni K l'intensita di radiazione é trascurabile quando:
3
=2 ( + 62) >1
T 3¢
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Figura 2.13: Densita spettrale in funzione della frequenza
20 T T T

LB Bt B 2 1 T T

)
(=]

Kw)/ -'..:-1 B

OL ettt L 1 aiigil

001 01 1.0
Wy —=

Synd:rotrnn radiation sper.lrurn (encrgy udmui per unit frequency
interval) as a fi of [i y is 1 in units of ye’fe, while

the rmqmqr is expmsad in units of @, (14.85).

quindi in particolare per grandi angoli (angolo critico decrescente al crescere
della frequenza) e comunque quando

c .
w>w, = 37°-=34%w  come previsto
p

: L
La relazione per 'angolo critico si pué scrivere 0, ~ L ( %‘) 2
Le alte frequenze sono concentrate nel piano dell’orbita.
Integrando su @ la distribuzione si ottiene:

¢ w e
I(w) =2v3L, ¥ j Ksys(z)dz
¢ w2
radiazione di sincrotrone, con i limiti:

o} 1
Iw)~325L (ﬂ) y
[ C

per w < w,

1
2

‘Iz w g
I{w)M\IS?r?T (w—) e “ue per w > w,
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Figura 2.14: Radiazione Cerenkov

2.32 Radiazione di Cerenkov

Una particella dotata di moto uniforme mentre attraversa il vuoto non ir-
raggia. Tuttavia se una particella viaggia a velocitd costante attraverso un
mezzo materiale essa pué emettere radiazione (Effetto Cerenkov (1937)).
Questa emissione é un fenomeno cooperativo del mezzo attraversato i cui
elettroni vengono accelerati dai campi della particella che transita. Tutta-
via € interessante guardare al problema dal punto di vista dei potenziali di
Liénard-Wiechert in un mezzo dotato di indice di rifrazione n.

Quando la velocita # della particella é maggiore della velociti w = £ che
la luce ha nel mezzo, i campi (ritardati) emessi dalla sorgente sotto forrna. di
onde sferiche con velocita di propagazione w interferiscono costruttivamente
a formare un'onda d'urto dietro la particella. L’angolo tra @ e la normale
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all’'onda d’urto soddisfa la relazione:

w
cosf. = — =
v nv

Nella formula dei potenziali ritardati consideriamo la relazione:

| = 7(t)]

t 4 —t=10

e, fissata 1'origine dei tempi imponendo 7(t) = ot:
t—t =

iw-m = $|)_f+ﬁ(i—t')‘

dove X ¢ la distanza dalla posizione attuale della particella.
Risulta allora:

j:\/(X ) — X2(v? —w?) — X

2

t—1t)
( v —w

e quando v < w esiste una sola soluzione positiva, mentre quando v > w si
hanno due casi:

15, %7'7 > —y/1— ‘;“':— nessuna soluzione
2 -‘f—ff' < 1- 3"“27 due soluzioni reali positive
I potenziali esistono solo all'interno del cono 5= X ‘7 = sin f..
All'interno del cono vale pertanto:
q q
bz, t)=—+ —
(Bit)= -+ TR

e si ricava, sostituendo le soluzioni trovate:

" i .

A(z;t)= ;‘I’[a:,t]

Questi potenziali sono singolari sul cono.

Fisicamente la singolarita é eliminata dalla dipendenza della velocitd della
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F_______ T

luce nel mezzo dalla frequenza: n = n(w).
Se assumiamo di poter applicare le formule dell’intensita di radiazione emessa
nel caso di moto in un mezzo materiale non dispersivo allora otteniamo:

df( ) q w?n
T (21r)’(:3

che nel caso di moto rettilineo uniforme si specializza a:

dI(w) % iwt(1-ntZ) |
a0 2:rf € it
= oy N
a(,_nu)
c

La radiazione é emessa soltanto nella direzione cos#, = =.

/ ANBA ﬂe'“("“L)dtl

|ﬂA o’

Il

2
%iﬁwﬁ

=. Ll’espressione
ottenuta € formalmente divergente, ma é possibile, lavorando su intervalli di

tempo lunghi, ma finiti, scrivere:
2___£6(1_nﬁ-§)
2w c

Ia (1-
33 2
" sin? Gc—cm(uT) = q—iu sin? 6.wT
nv e

e integrando sull’angolo #:

I(w) =

Pertanto lo spettro in frequenza dell’energia irradiata per unitd di lunghezza
percorsa é:

d(w) I(w) _

dr of ¢

Questo risultato si pud verificare pii formalmente.

2 2
I -y

nly?

c
vz —
n

2.33 Perdite di energia di paricelle cariche

2.33.1 Perdite di energia per collisioni

Particelle cariche veloci che attraversano la materia perdono energia a causa
delle interazioni elettromagnetiche .
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Figura 2.15: Perdita di energia per collisioni

B
1 eyt L 1 L
eol o1 1 10 10 10 0t
Energy loss as a t'r—ll'é—""'

function of kinetic energy.

Per una particella pesante, le collisioni con gli elettroni della materia danno
luogo a perdite di energia senza apprezzabile deflessione, mentre le collisioni
con i nuclei danno luogo essenzialmente a diffusione elastica. Se la particella
incidente € un elettrone, le collisioni con gli elettroni atomici danno luogo sia
ad una perdita di energia che a diffusione.

Consideriamo l'interazione coulombiana di una particella veloce con elettroni.
Gli elettroni inizialmente possono essere pensati fermi.

L'impulso trasferito é dovuto al campo elettrico trasversale:

o0 -1 2
&p:f_m eE;_(:‘.]dt:/_meE‘L{z}d—x:?% (Gauss)

v

dove Ze é la carica della particella, v la sua velocitd e b é il cosiddetto
parametro d'impatto.
L’energia acquistata dall’elettrone é:
Z3ei 1
muv? b?

I limiti sui possibili valori di b sono fissati, per by, dalla condizione di
massimo trasferimento di energia che risulta per le collisioni frontali:
Ze?
ymu?

AE(b) =2

&g(bmm) = A‘gma: = 2m12v2 = bmin =
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Per bma- notiamo che la forza sull’elettrone é un impulso di durata 7 = ‘__% e
se 7>> L dove w é la frequenza di vibrazione dell’elettrone nell’atomo allora
I'elettrone non assorbe energia. Pertanto bpa. = 22,

Il numero di collisioni per unita di spazio percorso che hanno parametro
d'impatto tra b e b 4 db é semplicemente:

dn = N2rbdbdz

dove N é il numero di elettroni per unita di volume.
Risulta quindi per 'energia persa per unita di spazio percorso:
dg
o 2rerA£(b)bdb ~ dr
dz
Il calcolo pué essere ripetuto con maggior accuratezza introducendo una de-
composizione in frequenza delle interazioni elettroni-atomi e definendo una
frequenza media (geometrica):

NZ%e*  +*my®
T
mu Zew

1 n
In<w>= —Zlnw.—
nizo

Si ottiene allora la formula di Bohr per la perdita di energia:
dé NZ%*' [ 1.1239*mv® o2
=47 In -—
Zet <w> 26

Tdr mu?
valida per le particelle pesanti incidenti su materia.
Nel regime in cui occorre tener conto degli effetti quantistici si ottiene
invece la formula di Bethe:
dg, NZ?ef [l 29 mo? 02}

=4r n -
dz mu? h<w> ¢

Nel caso di elettroni incidenti la formula deve essere ulteriormente modificata
per tenere conto degli effetti di deflessione e delle interazioni di scambio.
Qualitativamente notiamo che gli effetti quantistici corrispondono all’intro-
duzione di:

h

Fmu

(Bnmit= =\A/2r  Lunghezza Compton

127



Figura 2.16: Spettro energetico della radiazione emessa per collisione

2elt

I Ai0=iclapl? |

-

(™)
[ S

Frequency spectrum of radiation emitted in
a collision of duration » wilh velocity change Ajl.

e nel caso di elettroni (byin)? = ﬁ‘;‘;%.
Gli effetti di perdita di energia sono effetti statistici: il risultato di una

misurazione effettiva sard una distribuzione centrata intorno ai valori predetti
dalle formule precedenti. -

2.33.2 Perdite di energia per radiazione di frenaggio
- Bremsstrahlung

Nei processi d’urto tra particelle cariche che attraversano la materia, queste
cariche subiscono accelerazioni che originano ’emissione di onde elettroma-
gnetiche.

Per particelle lente rispetto alla velocita della luce quest’ effetto é trascura-
bile rispetto alla perdita di energia per urto, ma ad altissime velocit questa
radiazione di frenaggio pué essere il modo dominante di perdita di energia.

Consideriamo in primo luogo il limite non relativistico, ripartendo dalla rela-
zione valida per la distribuzione in frequenza dell’intensit4 nel limite v < ¢

——2 o ; A 2
= T | A A G A @)
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Se trascuriamo anche |ﬂ:—]| ~ Y rispetto a t otteniamo I'approssimazione di
dipolo:
dI(w) g’

aQ ~ (2n)pe
e per processi di collisione, nel regime di frequenze wr < 1 dove 7 ~ % éil
tempo di collisione risulta:

o0 . 2
| [ anGna)e tat
—co

f d(t)etdt ~ AT
da cui la relazione, se ¥ é 'angolo tra Av e f:

2
gl . 4, |AD]? sin? ¥

i - e s ~

29t 2
I(w) =~ P |AT]
Viceversa nel regime di alte frequenze wr > 1 'integrale rapidamente oscil-

lante da un risultato trascurabile. L’approssimazione é adeguata se si media

su molte collisioni.
Se analizziamo la polarizzazione decomponendola in componente parallela ed

ortogonale al piano (¥, n) troviamo:
dlj(w) dl(w) €
aQ dQ  8r2e?
Se consideriamo in particolare il caso dell'interazione coulombiana abbiamo
la relazione gid ricavata in precedenza:

|AG]?

e? Ai=rq
mlﬂ!ﬂ cos“

20192
Ap =12
Y= Mob
dove M e v sono massa e velocita della particella di carica ¢; incidente su di

un centro fisso di carica ¢,.
Dall’analisi precedente otteniamo:

8 (4 2q§(c31 v
Jr(h’l’b)“‘:!_zr(Mc:’ ¢ ;) B w<3’

e irraggiamento trascurabile per w > }.
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Figura 2.21: Cammino di integrazione

[
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Ima = —-—Pf ﬂ ~ 1
v -0 w'

Sfruttando le relazioni di crossing Ima(—w) = —Ima(w) otteniamo la rela-

zione di dispersione di Kramers-Krénig

2wn; ‘) ’
nR—l‘——P] u_wzk‘”

che é valida, in maniera del tutto gﬂwraie per sistemi fisici che siano causali
e lineari.

Queste relazioni, per la loro generalia, possono essere rilevanti sia per
la determinazione di comportamenti asintotici in regimi non esplorabili spe-
rimentalmente, sia per verifiche di causalita nella fisica delle particelle ele-
mentari, sia infine per determinare le condizioni di realizzabilitd di filtri di
frequenza (non é possibile avere assorbimento senza dispersione).
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Figura 2.17: Radiazione nel sistema di laboratorio

Ze Ze
s b
e
v v
Laboratory Coordinate
system system K*
Radiati itted during relativisti collisions viewed from the laboratory

(nucleus at rest) and the frame K’ (incident particle essentially at rest).

Possiamo definire una sezione d’urto di radiazione:
x(w) = f I(w, b)2rbdb

e imponendo al solito bpin & E8  bya: & & otteniamo:

16 [ @\ @ [\, AMY®
el (MC’ 'E(E) "

e la condizione b,z > bmin impone, nel caso classico, un limite alla frequenza:

A= 1.123 =2¢77E

3
(wmn::}d i M_U
792
L’estensione al caso quantistico si ottiene al solito ponendo by, = % ed
ottenendo: -
160/(< qf N g2 (c 2 AMvE
w=—|—7] =|- —_
x() 3 (M’c2 c v) & fiw
M2

da cui anche (wpnaz)? ~ 55—

In realti dalla conservazione dell’energia risulta wpy,, = & v?

2K
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Un caleolo quantistico piti raffinato che tiene conto automaticamente della
conservazione dell’energia porta alla formula di Bethe-Heitler:

2
=2 ()8 (o) LI I )

Me2) ¢ \v hw
2 4.4
% Zle
N (hc) Mec?

trascurabile rispetto alle perdite per collisione per v < ¢: Ofa = %’;}, (cal-
colato per nuclei g, = Z'e).

i€ _16
dz ~ 3

Effetti relativistici: il calcolo pué essere effettuato nel SR’ in cui la parti-
cella incidente é ferma e i nuclei si muovono verso di essa con velocita vese.
In questo SR’ il processo radiativo pud essere trattato non relativisticamente,
con 14 sola specifica bpar I
Pertanto:

2
()= 4\ % (E)zln Mot
3 \Mc) ¢ \v hw!
La sezione d’urto di radiazione é un invariante di Lorentz x(w) = x'(w') per
cui basta conoscere la relazione Doppler relativistica:

w=qw'(l+ 3iccmsﬂ"]
c

e sfruttando la simmetria intorno a ¢ = % in SR’ dovuta alla trasversalita
dell’accelerazione in SR, otteniamo w = yw':

16 izqg (E)z AviMy? Mc? Mc?
x(u)—?(Mcz) == In o O<w<(y—1) 5

h

Se adesso andiamo a calcolare la perdita di energia per radiazione di frenaggio
nel limite v — ¢, anche tenndo conto dello schermaggio elettronico del nucleo,

otteniamo:
_ff _16 q_§ Ziet fa 192 AM _ 7
dz ~ 3 \hc) M~ \m.(2')3 3 [ gieas
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e pertanto a grande v questo effetto diventa dominante.
Possiamo scrivere:

& £
Tdz T Tz
dove:
_1s Z*zez) Zlet | (192 AM)
= ( hic ) (M7 " \mo(2)F
=2 € la lunghezza di radiazione

N.B. L’indipendenza dello spettro dalla frequenza dovuta dallo schermaggio
elettronico é caratteristica delle piccole frequenze nel caso non relativistico,
mentre vale sempre nel caso estremo relativistico (raggi cosmici, acceleratori
ad alte energie). '

Ref: E.Fermi, Nuclear Physics, Un. Chicago Press.

2.34 Metodo dei fotoni virtuali

La bremsstrahlung ed altri processi elletromagnetici che coinvolgono parti-
celle relativistiche possono essere trattati con il metodo dei fotoni virtuali,
che sfrutta la similitudine tra i campi di una particella in moto veloce e i
campi di impulso di radiazione.

11 principio si basa sull’analisi in frequenza dei campi della particella (veloce)
incidente e sull’interpretazione come spettro di quanti (fotoni) virtuali. Gli
effetti di questi quanti (diffusione Compton, assorbimento) vengono caleolati
nella teoria elettromagnetica e I'interazione della particella carica é correlata
all’interazione fotonica.

In particolare le reazioni nucleari di produzione e di disintegrazione indotte
da elettroni possono essere analizzate in termini di fotoproduzione e fotodi-
sintegrazione, e la bremsstrahlung nelle collisioni elettrone-nucleo pué essere
ricondotta all’effetto Compton da fotoni (virtuali, dal campo del nucleo) su
elettroni.

L’assunzione basilare é I'idea che gli effetti delle componenti in frequenza
della radiazione equivalente si sommano in maniera incoerente: questo ri-
chiede che gli spostamenti delle particelle colpite siano piccoli durante la
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Figura 2.18: Densita spettrale dei quanti virtuali
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Frequency spectrum of virtual quanta for a relativistic particle, with the
energy per unit frequency /(w) in units of g*/mc and the frequency in units of yufbm,,.
The number of virtual quanta per unit encrgy interval is obtained by dividing by h'w.

collisione.

Lo spettro della radiazione equivalente per una particella incidente di
carica ¢ e velocitd v & ¢ corrisponde al calcolo effettuato per ricavare la
formula di Bohr (analisi in frequenza dell’interazione coulombiana) e porta
al seguente spettro integrato sul parametro d’impatto:

2¢% rc)\? (1.12371:) v? T
T ] o3 =Y i
Ha) Tec (v) [ln Whinin 2¢? - bynin

2q% fc\? L v
—— — 1 — — e
Ha)w T c (v) ( 7 e 2 Binin
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Lo spettro numerico dei quanti virtuali N(hw) si ottiene dalla relazione:
I(w) dw = hwN (hw)d(hw)

e mostra la dipendenza 1 a piccola frequenza tipica della radiazione di brems-
strahlung.

2.35 Reazione di radiazione

Fino a questo punto non abbiamo considerato I’effetto che il campo elettro-
magnetico generato da una particella accelerata ha sulla particella stessa.
Possiamo rappresentare questo effetto come forza di reazione radiativa Frad
e scrivere (non relativisticamente):

ma = Fut + ﬁmd

La forma di Frag pué essere dedotta dalla formula di Larmor, ossia dal bi-
lancio energetico, ponendo:

= = 2¢* .n
/Frmi'vdt_‘— '3";3-1“'1 dt

2¢° (dd .20
=38 @ -39

tz
i
Per moti periodici o con opportune condizioni al contorno:

= 2¢*da\ .
—=—=— ] 0dt=
j (F"“ 30 dz) %
e pertanto possiamo identificare:

-
@

%Iqu

2
Fr¢d=§

m(@ — 1) = Feze
dove r = 2L
Equazione del moto di Abraham-Lorentz
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Il regime di validitd dell’equazione é quello in cui il termine di reazione é
una piccola correzione 7 < T'. .
Si dimostra che ’espressione trovata per F.q4 é consistente con la conserva-
zione della quantita di moto e del momento angolare.

. . - . . . 2
Notiamo che alla scala dei tempi 7 € associata una scala di lunghezza ro = 1>
che nel caso dell’elettrone é:

2
S ~28179410~%cm raggio classico dell’elettrone

re =
mec?

L’approssimazione vale per lunghezze d’onda A 3> rq.
NB.r.=24 — al/2x

~ hemec

2.36 Larghezza di riga

Conslideriana gli effetti della reazione di radiazione sul comportamento di un
sistema fisico con proprietd elettromagnetiche.

Discutiamo per semplicita il caso di un oscillatore armonico carico, di massa
m e frequenza propria wy:

T

e
mi = —mwiz + 35

La soluzione sara della forma:

—— = t
T = zoe e 2

e la quantitd a = I + iw deve soddisfare:

2
St =0
e?

ovvero sotto l'ipotesi wyr = %ﬁl’-ﬂu < 1 vale:

2 e
v R wpT = ..._éwg
5 4 ;
w=w+Aw Aw= —gwT trascurabile



v si chiama costante di decadimento o inverso della vita media.
Aw é lo spostamento di livello.
La luce emessa dall’oscillatore ha la forma:

o
E = Eje "2 ¢ 0!

e lo spettro in frequenza é:

da cui la distribuzione di intensitd della radiazione:

¥ 1
Iw)=lore =
= o @

dove I é 'energia totale irradiata.
Questa distribuzione si chiama Lorentziana e v é detta anche larghezza di
riga o semilarghezza.
Esprimendo la larghezza di riga in unitd di lunghezza d’onda:
C

4
7 =2rcT = o —1.1810%¢m per elettroni

AN =2% T mc

wh

2.37 Diffusione ed assorbimento in un oscil-
latore forzato

Quando un’onda elettromagnetica investe una particella carica, la particella
viene accelerata (assorbendo radiazione ) e quindi irraggia (riemettendo ra-
diazione). La radiazione riemessa si chiama anche radiazione diffusa.
Consideriamo in primo luogo una particella carica libera di carica e e massa
m, investita da un'onda monocromatica di frequenza w.

L’equazione del moto (non relativistica):

mz = eEgeilvtt)

ha come soluzione: =
B0 iuers)
2

=
mw
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ovvero la particella oscilla alla frequenza dell’'onda, e ne emette una diffusa
della stessa frequenza con intensita media:

dl e?7?sin? 0 - el sin® U E?

d} ~ 4rd@  8rm?c

dove W é I'angolo tra polarizzazione e direzione di osservazione. Se rap-
. . Ly L) 3 . 2 -

portiamo questa intensita al flusso iniziale dell’onda incidente %} possiamo
definire la sezione d’urto:

do  e'sin® ¥ Sy

— = ———— =1ysin“ ¥ sezione d’urto Thomson

df mict b
Se vogliamo riferirci ad un’onda non polarizzata e all’angolo tra direzione di
osservazione e direzione del moto dell’onda usiamo sin® ¥ = (1 + cos?0) ed
otteniamo:

do

1
= rgg(l + cos? ) Ty %rrg sezione d’urto totale Thomson

o, = 6.6510% cm?

Ad alte frequenze sezione d'urto Compton (formula di Klein-Nishina).

Passiamo al caso di un oscillatore armonico con reazione di radiazione for-
zato da un’onda elettromagnetica.
L’equazione del moto diventa:

oy LA - e = .
T+ 9% + wiF = — Ege' @t
m
dove abbiamo usato la relazione v ~ wir.

La soluzione stazionaria é:

- fet i i E.u =R
O_mwg—wz-l—iw'y B2k
N.B. Pit in generale « € la lunghezza totale della riga.

Il campo di radiazione é al solito:

el —
Emd = ;‘;[R/\ (ﬂ/\i}]
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Figura 2.19: Sezione d’urto totale di un oscillatore
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Total cross section for the scatiering of radiation by an oscillator as a function
of frequency. oy is the Thulrllwn free-particle scattering cross section.

e possiamo definire una sezione d’urto differenziale come funzione della fre-
quenza w e della polarizzazione é':

— 2
ré' Eﬂ,d - e? 2 ( ,. é,}z w
B |~ \m@) ) G- ey

do
=

Per frequenze piccole rispetto all’ energia di legame w < wy:

do s Wi ; : s
E(w] = {w) (€-€) (E) Legge di Rayleigh della diffusione

Sommando rispetto alle polarizzazioni, mediando ed integrando sugli an-
goli otteniamo la sezione d’urto totale:

dm:%(*f i

me? ) (wd —w?)? +wiq?

Per frequenze in prossimitd di wy abbiamo la fluorescenza di risonanza: la
sezione d’urto ha un picco:

che riproduce la distribuzione Lorenziana.
Ad alte frequenze ci si trova alla sezione d’urto Thomson.

Consideriamo infine il trasferimento di energia all’oscillatore, ovvero I’as-
sorbimento. Dall’equazione del moto, analizzando in frequenza il campo e.m.
incidente, otteniamo per ogni campo esterno E(t):
= e Ew)

F(w) = T
muwg —w* + 1wy
Vogliamo calcolare I'energia trasferita considerando il lavoro fatto nell’oscil-
latore:
& _ P
A iR
dt
2 2 ;
G - e Lo E¥w)iw
A= e] iwt(w) - E(w)dw = -—j 2——(—}-—
-0 m J-co Wi — w? + iwy
di cui dobbiamo estrarre la parte reale ottenendo:

82 oo o, 2 WZ.T
az =5 L JBel =iy vt

Per piccoli 4 I” integrando ha un piceo alla risonanza che permette di appros-
simare I’ integrale nella forma:

z?dz

mel | 2
—_— = — | E(w
Iz+(‘§_zz)z mJ (O)I

2
€ — 2 foo
ag =Bl [
m —00
Possiamo per ogni w definire una sezione d’urto di assorbimento dividendo

. e € 2
per il flusso incidente = | Ey(w)|":
2 Wiy
me (wg — w?)? + wiy?

e
wr < 1

Tass = 4T
con il comportamento di basse frequenze a,,, ~ w?.
Per grandi w risulta 7 — w?r e quindi Gays — OThom = 273
Si riconosce inoltre ’assorbimento risonante w = wy.
Integrando su tutte le frequenze si ottiene la regola di somma di dipolo (cor-
rispondente alla relazione per I'energia totale AE):

oo 2.2
[ Uﬂu(w)d‘-‘-’ = LB
° mc
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Questo risultato non dipende da 7 (poteva essere ottenuto a v = 0) e nem-
meno dalla frequenza di risonanza wy.
Inoltre questa relazione é vera anche quantisticamente.

2.38 Diffusione su un sistema di cariche

In generale per la diffusione della luce su di un sistema di cariche occorre
considerare la possibilita che, a causa del movimento proprio delle cariche, la
frequenza della luce diffusa sia differente da quella incidente, anche nel caso
di cariche libere.

Nel caso di frequenza dell'onda incidente piccola rispetto alla frequenza ca-
ratteristica del sistema continuano a valere le formule dell’approssimazione
di dipolo:

—ikr N

B, = k(R Ad) AR

dove d,, é il momento di dipolo totale del sistema e si pu 6 considerare indi-
pendente da w per piccoli w.
Consideriamo il caso di frequenze grandi rispetto alle frequenze caratteristi-
che. Vale sempre la formula dei potenziali ritardati:
E % n; A(n, A @;)
R'i ‘-=‘_£§,(|l}

e dall’equazione del moto:

e ! I R D R Y = = =
@; = — Ege'wt' k&) R'=z-3'
m;

Bt
A grande distanza, osservando la radiazione nella direzione 7' = ]—’ﬁ-f, per cui

tmt—L4 —:'—, si ottiene:

. ql iw(t—&]ei(f'—z]-i’.-'ﬁfﬂ (ﬁ’ A E.O)
m|c T

ovvero introducendo il vettore § = k' — £ (differenza tra il vettore d’onda
diffusa e il vettore d’onda incidente), per Ik’l a2k

q= 2% sin g- 0 angolo di diffusione
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risulta
|u.r[l -)

E=3"A(h /\Eo)

§ W !

e il flusso di energia nell’angolo solido é al solito -—‘LE
Si pué introdurre la sezione d’ urto differenziale di diffusione dividendo per
il flusso di energia incidente ed ottenendo:

2
4o _ |5~ & s
albd—

g
T sin® @

Nel caso che il sistema sia formato da particelle di carica e e massa m, risulta:

= Eeiq-'f" ;

Definiamo fattore di forma|F( q"'] il rapporto tra la sezione d’urto e la sezione
di Thomson (di una singola particella):

2
o = e

Questa quantita si intende mediata sul tempo per tener conto dei moti interni
del sistema.

Secondo il valore relativo della lunghezza d’onda della radiazione incidente
e della dimensione s del sistema si hanno limiti molto differenti: poiché
a2 |z:'|:

sin? @ F;_l

e oK) qu<gl
Si pué porre 7%’ x I:

do
dQ

dove Z é il numero totale delle cariche: diffusione coerente.

= erz sin® 4

ea> )\ qu>1
Prendendo la media rispetto al movimento delle cariche:
S TF=F ) 85
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perché in questo caso la funzione oscilla rapidamente:

do ;
— = Zrlsin®f

dn

detta diffusione incoerente.

Nel primo caso il sistema si comporta come un tutto, nel secondo come un
insieme statistico di cariche isolate.
Passando alle distribuzioni continue notiamo che si pué scrivere:

eFlg) = e eta — [ pf@)e *dE = py

trasformata di Fourier della distribuzione di cariche : F(0) = Z.

2.39 Dispersione e assorbimento

2.39.1 Dispersione di onde e.m. in un mezzo isolante
(dielettrico)

Dalle equazioni di Maxwell nei mezzi continui si ricava la relazione di Maxwell
per l'indice di rifrazione

n =& (n=1)

che in questa forma pué valere solo per grandi lunghezze d’onda. perché in
generale la costante dielettrica dipendera dalla frequenza.

Per stabilire una relazione pit generale consideriamo il legame tra campo
elettrico e polarizzazione : = 3

D=E+4rP
A sua volta, in un modello a oscillatori del mezzo dielettrico si stabilisce la
relazione
P = Nez

dove n éil numero di elettroni per em?, ¢ la carica ed 7 il vettore spostamento,
per il quale abbiamo gia stabilito la relazione

3 1 -

7 Eepy

T =
mwh — w? + iwy
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ovvero, posto o = %;Ff,—m
P= NaE,H
da culi si ricava
e=l+4w’N0:=I+4—EE~2- o3 i

m wy —w?+ wy

valida per i gas rarefatti, per i quali Ee.ff ~ E. Pit in generale, nei mezzi
condensati, vale E,jy = E + %P, da cui

~ NaE e—1 dx
P= m ovvero - i ?N(x
che sposta la frequenza di risonanza a
47 e?
ol

Le equazioni di Maxwell risultanti dall’utilizzo di € come ricavato della re-
lazioni precedenti valgono soltanto per i fenomeni periodici della frequenza
particolare w da cui dipende €. Inoltre € é una quantitd complessa, il che
comporta per onde piane monocromatiche la dipendenza

ei(k:—wl) == e—iw(t—l‘l —iwt i

=)=g e'c"RE e

e
All'indice di rifrazione complesso n = ng + in; corrispondono un indice
di rifrazione reale ng, che definisce la velocitd di fase dell’onda tramite la
relazione

Wp = —
nR

e un ‘coefficiente di estinzione n; che misura 'affievolimento esponenziale
dell’onda che penetra nel mezzo. Dalle definizioni si ricava
e? FR
np=1+2xN—
; m (] — ) + ()2

e? wy
=2rN—
T W= P
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ng ed n; hanno sempre lo stesso segno, per cui si ha sempre affievolimento.
Nel regime in cui vale (w? — w?)? > 7%w? risulta

n;:uO
1 d
RR~1+27!’N——_? ‘;—wn')f}

Pur di tenersi lontani dalle frequenze prorpie di assorbimento del sistema, é
possibile generalizzare il risultato al caso qua.nt.istico con la relazione

np=1+ 27I'N Z = w’
dove w, sono le frequenze proprie ed f;, ]egatl alle intensita delle righe di
assorbimento, soddisfano

S =1

2.39.2 Dispersione anomala ed assorbimento

In prossimitd delle frequenze proprie la condizione %’:} > 0 non é soddi-
sfatta. In questo caso si parla di dispersione anomala, da mettere in relazione
con il fenomeno dell’assorbimento ( grande ny).

In prossimita di una riga di assorbimento, posto 5 = w — wy e trattando
7 come quantitd piccola rispetto ad w e wy, vale

wg — w? ~ —2uon

e si ottiene o2

~1+4+N A =
M 9 + 1o
e ¥
Qmwn f,': + L’
L’assorbimento é massimo per n = 0 e si d:mezza. quando n = £I. A questi
valori di 7 si hanno i valori estremi dell’indice di rifrazione. Ne]la zona
intermedia vale %f- =)t

Dal punto di vista energetico, nel processo di assorbimento I'energia sot-
tratta all'onda dal mezzo assorbente é uguale al lavoro fornito ai singoli atomi
del mezzo, come si pué agevolmente verificare calcolando la media temporale
del vettore di Poynting e il lavoro compiuto sugli elettroni.

€

nr>~Nrm
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Figura 2.20: In prossimita di una riga di assorbimento
k
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2.39.3 Relazioni di dispersione
Riconsideriamo la relazione n = 1 4+ 2raNdove

et 1

muwi — wiyw

2
I poli della funzione a(w) sono w = J"ﬁé‘E ~ —iZ +wy Per il teorema

di Cauchy l'integrale ¢ f,(:—;ldz' richiuso nel semipiano cornplesso superiore, se
f(z) é I'estensione di a(w) al piano complesso, deve dare zero perché non ci
sono poli racchiusi dalla curva. Pertanto dalla definizione di parte principale

risulta = )
Pf ﬁdw' = 2rice(w)

—oo W —w

e separando parte reale e parte imrna.ginaria.

j°° I_ma(w }dw"

I‘IR—].
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COMPLEMENTI DI FISICA GENERALE 3 - APPUNTI DALLE LEZIONI - PARTE IIT
—_— T e s e T AN

Prof.Paoclo Rossi - Dipartimento di Fisica - Universita' di Pisa

INTERFERENZA E DIFFRAZIONE

Il piu’ semplice esempio di interferenza e' dato da due dipoli oscillanti
in fase ad una distanza d uno dall'altro con frequenza - ine

. A
Se vogliamo studiare l'intensita’ della radiazione come funzione della
direzione, dobbiamo calcolare il gquadrato del campo elettrico di radia-
zione.
I punti che distano dagli oscillatori per distanze le cul differenze sono
multipll interi della lunghezza d'onda ricevono onde elettromagnetiche
"in fase".
Be le distanze differiscono per un multiplo semiintero della lunghezza
d‘onda, le onde sono in opposizione di fase.

AT = yx% (\:]-%f‘ - *Jt‘i-[gc-%]" et

Aglien* gl
= rJl-é% = r}4‘d5 E
- T
= -‘;‘J = _—dsing et
Pertanto quando s'r-‘lsL = :li‘.\ 81 ha interferenza costruttiva
mentre quando sinfy = ('"'i ')i 81 ba interferenza distruttiva.

L'intensita’ nei punti B e’ gquattro volte quella dell'onda singola,
mentre neli punti 6; l'intensita’ e’ nulla.

L'integrale dell’'energia irradiata e' esattamente uguale al doppio
dell'integrale per un singolo oscillatore.

=F 5

L'interferenza puo’ essere sfruttata nella costruzione di antenne:
antenne direzionali.

Figure di interferenza

r_

Calcoliamo come si sommano le onde: A;cos{wr + é,) + Azcos (wf + gy
AL 4 Ao A,
e risulta: i

Ak = (™ + Age )0 4 gty o AT + A3 + 24,45 cos (b3 — &),
In particolare 68 4, w 4..= 4. allora Ar = 2Awcos $(éy — #2),

L'interferenza nell'intensita’ e’ appunto il termine 2 A, A, cOs ("-"-f:_)
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Fenditura lineare

E’ 11 limite del rettangolo per B » A.
Gli effetti nella direzione lunga del rettangolo si sommano incoerentemente
tramite la relazione

R

(nel caso di una sorgente luminosa linearemente estesa)
e quindi la figura dipende solo da x tramite la relazione

E = (-‘:ﬂ*)t
Lol x
Questo risultato ci permette anche di completare 1'analisi del reticolo di

diffrazione sovrapponendo alla figura di interferenza gim' ott
figura di diffrazione e scrivendo quindi 8 BB

I~ SmX s N3 x=1m oA
k Py §=wad
% A

dove d &' la distanza tra le righe, «= 026

Apertura circolare

e Lt .
Up ~ K.g Tdr ! e SMW*:‘AL?

» -

5= Sl;hs

ma 1'integrale angolare non e’ altro che una rappresentazion
della funzione di Bessel Jg (kr), da oui: A g

o
Up ~ ?"5 krde Jo(ers) = ki::" [Knsj_,(h.s)_]

ottenuta sfruttando le relazioni ri
S n AT corsive delle equazionil di Bessel.

Up ~ Iﬂg’ 34 (hﬂ.s)
) Z S (g-T
5(8) = J:; (¢-2)

A4l centro della figura vale: Up= rak

I1 primo zero si trova a jy'p.94 = 064h

Piu’ in generale £
SmB, ~ (med)A
assine ) oo

-0+

81 possono utilizzare questi risultati per splegare gli aloni meteorolo-
glcl, ohe risultanoc dalla sovrapposizione delle figure di diffrazione delle

gooocioline d’‘acqua.

DIFFRAZIONE DI FRESNEL

Alla base del calecoli nella diffrazione di Fresnel sta 1'idea che per

un’opportuna scelta dell’'origine sul piano dellec schermo gl possa scegliere
dz o P=Po e far svanire i termini lineari in E

In questo caso restanc da effettuare gli integrall degli esponenziali

quadratiol immaginari (integrali di Presmel), il cui risultato fornisce

una rappresentazione completa dell'interc campo di diffrazione oltre lo

schermo, e mon solo il comportamento all’infinito.

Risulta per ¢
- LA 2_reln?
&= 2 (E*'Ee)[(‘?‘ff‘ll (§49%)
che a sua volta sl puo’ in genere ridurre ad assi principali.
Senza entrare nei complicati dettagli, ricordiamo So0lo come C&SO

interessante quello dellas diffrazione intorno ad uno spigolo rettilineo
infinito. Otteniamo per 1l'andamento dell'intensita’ la figura:

%

dove l'amsse verticale indica il confine dell’'ombra geometrica, mentre
l'asciesa &' 1l parametro adimensionale w= x/.rE‘

z
dove D @' la distanza dell'osservatore dallo schermo,

REFERENZE
R.FP.Feynman - Feynman Lectures n.29-30
¥.D.Jdackson = Classical electrodynamios

A.Sommerfeld - Optics
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Nel nostro esempio, notiamo che le fasi differiscono per la differenze
di cammino gia' calcolata moltiplicata per 2m e pertanto in generale
E)

®3 = ¢y = a + Irdsin 4/}

dove ¥ €' lo sfasamento intrinseco, se esiste, dei due oscillatori.
Quando ci sono poche sorgenti che interferiscono si parla di interferenza,
quando invece ce ne sono molte (o un continuo) si parla di diffrazione.
Si tratta comunque dello stesso fenomeno fisico.

Consideriamo una griglia di diffrazione, ovverc un insieme di n
oscillatori squispaziati di uguale emplezza ma di fase differente (ad
esempio perche' 11 csserviamo ad un angolo comportante una differenza
di cammino ottico). Occorre alleora effettuare la somma

Afeos wi + cos(wr + ¢) 4 coswt + 2¢) + -+ + cosfat + (n — 1)),

Infattl la differenza di fase tra due oscillatori e’ una costante, che
si ottiene dall‘analisi precedenta:

¢ = o« + 2xdsin 8/}

Risulta pertanto sommando la serie geometrica:

i" e 1-¢' eint
k=0 i-e ‘?
e prendendo 11 modulo gquadro :
(et iy 2-2 tos g f;mt'lé‘
fip= —S=m———pap =
e’ e 2-2co0y sin“d

da ocui l'ampiezza risultante:

g sin ng/2
Ax sng/2

(per n = 2 81 ritrove i1 risultato precedente)
@ l'intensita’ risultante:

sin® nd/2
sin? ¢/2

I=1
L'intensita’ integrata sl dimostra uguale & n I

Esiste anche un modo geomstrico di fare la somma (costruzione di
Sommerfeld) che sfrutte il fatto che cos n¢ e’ la componente su x di un
vettore unitarioc di angolo ny¢ per cul sommando i vettori unitari
gaonetrioamante 81 ottiene il vettore risultante che ha per modulo
1'ampilezza e per fase la fase risultante (inessenziale)

La funzione
s 2
Sim 0
mzlf

Sin= 4
2

:7*'3l 5.5119
=

ha 1'andamento in figura:

I massimi principali sono situati a 5’: =n 5mB = '!d_l

e 11 loro valore &' M- (un‘esaltazione enorme, da confrontare con 11

concetto di emissione coerente).

La larghezza a semiintensita’ dei massimi principali si trova essere &
A~ L e il primo zero si trova & ;L =4

" x

- -
I massimi secondari sono molto piu’ piccoli; il primo vale ;iﬁ n*

PRINCIPIO DI EUYGENS

Il principio puo' essers enunciato nella forma seguente:

la forma futura di ogni superficie d’'onda e' determinata assumendo che
ngni punto di questa superficle emetta un'onda sferica e costruendo
1'inviluppo di tutta quasta onde sferiche.

In un to inviluppo @' una superficie parallela alla
superficie 4 onda originarin.

Questa procedura porta ad esempio all’'usuale risultato per la rifrazione
e la riflessione.

Eirchhoff provo’ che il prinecipio di Huygens e’ una conseguenza esatta
delle equazioni differenziali dell'ottica.

Esso ocostituisce la fondazione della teoria classica della diffrazione.
Tuttavia questa teoria e’ approssimata e valida solo per lunghezze
d'onda sufficientemente corte, & causa dell'usc impreciso delle gondizioni
a contorno e dell‘aver trascurato il carattere vettoriale del campo
elettromagnetico.

Ricordiamo la derivazione della formula di Eirchhoff per il caso di
equezioni d'onda ecalari: dal teorema di Green si otteneva:

) XX i
fap= L § [7IRE_ T fu, ’)~_,1°f-ma]as I
1R-% 1x-2'l =i
[
dove f e’ la nmormale alla superficie, X' appartiene alla superficie.
Assumendo che alla frontiera della superficie (che per ipotesi pon
racchiude sorgenti) 1'onda sia monocromatica, per cul la sua dipendenza
temporale e' assunta essere exp-iewt , risulta:

t'ﬂR 4 =
=y, CH el K[+ LR ;:*]
f@)= L § & HORRS UGS LRI
dovek-‘-‘é SR = e

Per adattare questa relazione ai problemi di diffrazione dobbiamo definire
appropriate geometrie: I contiene le sorgenti, SL e’ la superficie

- 3=



eppropriata al problema da risolvere, 5, e' la sfera (semisfera) all’
infinito.

Possiamo assumere sui campi la condizione di radiazionme sulla superficie S,
(onde sferiche uscenti):

a ikr
£ fene é,':_f — (x-1)

Con questa condizione su f si vede che 1'integrale sulla (semi)sfera By
svanisce con 1'inverso del raggio della (semi)sfera quando il raggio
va all‘infinito.

Pertanto 1l‘integrale di Kirchhoff si riduce nella regione II alla
relazione:

iK€ g LA R .
)= - & _S“% A [T+ & (1 k—g)% £))as

dove n e' normale a 3! e diretto versc 1'interno della regione II.

Per appliocare la formula di EKirchhoff occorre conoscere i valori di
fe 7 alla superficie 8y
"

In generale tuttavia non conosciamo esattamente queste quantita’ perche’
dovremmo aver risolto un problema complicato.

Utilizziamo allora 1'approssimazione di Eirchhoff:

1. 2 a 3& EVaniscono ovungue su 8, eccetio alle aperture

2. I valori di £ e gé, alle aperture somo uguall ai valori dell’onda
incidente in assenza di ogni schermo od ostacolo.

C'e’' un'ovvia inconsistenza in queste ipotesi: si dimostra infatti per
l'equazione delle onde (monocromatiche) che 1a soluzione dentro un volume
chiuso e’ determinata univooamente specificando f (condizioni di Dirichlet)
o (condizioni di Neumann) ma non entrambi simultaneamente perche’

M. possono risultare mutuamente incompatibili.
L'approssimazione va bene per lunghezze d'onda piccole con aperture per la
diffrazione grandi rispetto a una lunghezza d'onda.
Inoltre la teoria non puo’ dare informezioni sulla polarizzazione perche’
e' puramente scalare.
A grandi lunghezze d'onda 1'approssimazions fallisce.
Un notevole miglioramento si ottienme sorivendo 1a versione vettoriale
dell’integrale di Eirchhoff.

DIFFRAZIONE DI FRESNEL E FRAUNHOFER

Sa le dimensioni dell’'apertura nellc schermo che causa la diffrazione sono
Piccole in confronto alle distanze della sorgente e dell'osservatore dallo
schermo, definendo u il valore del oampo sulla fenditura e u, il valore
dei c:mpo osservato a grande distanza la formula si semplifica alla
relazione:

KR
u!:-gik_m“ge u_dS, R:'I"

Il celcolo di quest'ultima quantita’ e‘ 11 problema che deve essere risolto
nella soluzione dei piu’ elementari problemi di diffrazione.
81 distinguono due casi principali:

a) consideriamo la diffrazione & grandi distanze dietro lo schermo.

Detta R' la distanza della sorgente dallo schermo e R la distanza
dell'osservatore il oriterio per la diffrazions di Fraunhofer (telescopioca)
e’ (per fenditura di larghezza a):

tfla+dly«d
Ko (R ﬂ)
Tutta la superficle della fenditura gioca un ruclo essenziale.

b) consideriamo invece 1l caso in cul sorgente e osservatore si trovano &
distanza finita dallo schermo:

Kﬁ‘(%t%,] »1

si he diffrazione di Fresnel (microscopica).

In questo caso solo una piccola regione della superficie d'onda partecipa
al fenomeno, quella che sl trova in vicinanza del minimo cammino tra
sorgente ed csservatore.

In generale si ha diffrazione di Fresnel quando nel fenomeno intervengono
soltanto piccoli elementi della superficie d'onda.

PRINCIPIO DI BABINET

Due apparati di difrazione sonmo detti ‘complementari’ se la fenditura del
primo @' congruente allo schermo del secondo.

Calcoliamo uy ed u, per la stessa sorgente primaria di luce e formiamo la
loro somma.

Dal principio di Huygens discende la relazicne u, +u; =u

dove u @' 1'illuminazione primaria al punto di osservazione quando entrambi
gli apparati sono assenti. -
Questo in quanto 1'integrale di Eirchhoff deve essere ora esteso all’'intera
superficie (infinita) che appartiene o all'apparato 1 o all’'apparato 2 e
pertanto corrisponde alla propagazionelibera tra sorgente ed osservatore.
Questo principio si applica quindi sia alla diffrazione di fresnel che &
quella di Fraunhofer: p 10 di Babinet.

Tuttavia questo prinecipio non riguarda le intensita’ ma le ampiezze.

Nel caso di diffrazione di Fraunhofer si puo’ tradurre il principic in
una relazione sulle intensita’:
dus schermi complementari producono figure di diffrazione di uguale
intensita’.

esto in quanto per fasol concentrati la luce andrebbe solo in avanti
dove non vale il prineipio) e pertanto u = 0 ovunque altrove, da cui:

U= -Uy WU [F = L
H.B. Nella teoris della diffrazione di solito si parla di g

(assorbente). In realta’ sperimentalmente 11 risultato non cambia purche’
1o schermo sia opaco (non passa luce): nella teoria di Maxwell questo

richiede uno schermo perfettamente ri!lattgg;g:

Prima di discutere esempl concreti di diffrazione chiariamo due punti
di principio che discendono da quanto detto finora.
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LIMITE DELL'OTTICA GEOMETRICA

Quando le frequenze vanno ad infinito A0 otteniamo 11 limite
dell‘ottica geometrica

Au+ky =0 k=28 5a (K:&;w)
A =
ma assumiamo «
wa Ap'e® Koz 2r =@ _ o

o C
A e' detta amplezza ed § &' detta iconale.
A.5 sono funzioni lentamente variabili dellas posizione, anche se k dipende
dalla posizione.
Risulta allora:

Lutku = —k.‘u[(f’s]ﬂg‘] +2iku [14S + TuA-TS]
piu’ termini che non diventano infiniti a K,2eo
Quindi una soluzione epprossimata per Kyco 81 ottiene da:
(FsF= nt n= X
TmA- VS = _iAs .
Equazione differenziale dell‘iconala.

Notiamo che A @' determinato solo dal suo gradiente lungo i1 gradiente
dell’iconale.

Quindi sono possibili discontinuita’ di A nelle direzioni perpendicolari al
gradiente dell’'iconale.

o indice di rifrazione

La supgrfioia 8§ = costante sono superficie di fase costante (superficie
d‘onda).
La direzione del gradiente di 8 e' normale alla superficie d'onda ed e’
quindi la direzione del raggio.
Se n varia nello spazio i raggdi sono curvi.
Se n = costante la soluzione piu’ semplice a’:
- - -
S= ndX A = 4
Le superficie d'onda sono plani, 1 raggl sono rette nella direzione .
Anche per altre soluzioni ?srariche. cilindriche) i raggi sono rette.

L'ombra in ottica geometrica e' delimitata dalle direzioni dei raggi
rettilinei che emergono dalla sorgente luminosa.

Nella direzione perpendicolare al limite dell'ombra A decresce a zero con
discontinuita’, 11 che e’ compatibile con la equazioni.

Nel caso limite non c'e’ diffrazione.

La visione e' basata sul presupposto psicologico della walidita’
dell'ottica geometrice: noi vediamo 11 sole in un punto del cielo in cui
non @' veramente, dopo che e' tramontato, rerche’ proiettiamo all'indietro
come rettilinel i raggi ourvati dall’'atmosfera.

Il bordo d1 uno schermo ol appare come una linea luminosa perche’
prolettiamo rettilineamente all'indietro i raggl dell'onda cilindrica,
ma in realta’ 11 campo in vicinanza dello spigolo dello schermo e’
coantinuo.

Notiamo che l‘iconale e' un'equazione di Hamilton-Jacobi: c'e’ una
precisa analogia con la meccanica classioca.

Allo stesso modo la meccanica classica e' il limite geometrico (iconale)
della meccanica quantistica (ondulatoria) (ofr. il metodo WEB)

-6-

L'OMBRA IN OTTICA ONDULATORIA

Consideriemo i1l problems dell'ombra in ottica ondulatoria, specializzando
1'equazione (principio di Huygens):

kR ~
Up = J_‘,_Ee u.[R-a)dS

‘Zn-l . L}
kR
al caso di sorgente puntiforme u= A E;
iR (R+R’
e e ) @ayds
2miRR’
51 puo’ dimostrare direttamente, nel limite di k —+o0 , che

a) quando il punto della congiungente B8 e P giace sullo schermo allora

Wp=0 ombra, prodotta dall’'interferenza delle onde
P secondarie originate sull'apertura

b) quando il punto della congiungente gimce sull’apertura allora
K [ReR')
Uup— A e
- al
ReR
Completiamo la nostra discussione del problema dell’'ombra considerando
gli effetti di diffrazione dietro un disco circolare o attraverso
un‘apertura circolare:

onda sferica primaria a distanza R + R’
dalla sorgente.

s WR+R') =
up = A | k £ GR) 2nx dx [,
fi= m RR'’ e
& ﬂ o
Scegliamo per comodita' Q'=Q _HRoNY
(non influisce sul risultato finale qualitativo) Screen b— 5 —&
e 2'kR 2RV [
wp= AL 2mg 5_ e dR Ag € o B
Ini TS At kp»a T Phrat

Definendo 1'eccitazione primaria al bordo del disco:

kR ket
U.p: = &'_E__tg = A’ ._?'_
R Vear
troviamo:
P \tJfﬁﬁl
Up= 1L £ LLP;
2 Voe
@ per le intensita’ risulta:
;X
= 1 = e = l. I
T2l Eo=lugl T=1 =2To

Non o‘e’ ombra da nessuna parte lungo la perpendicolare centrale dietro un
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disco circolare opaco
(diffrazione di Poisson)

Per capire la generalita’ confrontiamo col caso di un'onda piana incidente.

Banalmente risulta:
L=

ETf'“‘ L]

A grande distanza il disco non si vede.

Consideriamo ora i1l caso di fenditura circolare.
Cambiando solo i limiti di integrazione si ottiene:

VPRl 7xR 2ikKg 1 2k [Vpta*-¢)
Up = A e dR = Mg po S e
i S? RE g 1 Foat $ =

vk -'lgg W
S Ae e {_Zumrigi s

e % [ o \\
|

da cui la relazione: i
.2 T H

I =T, sw” Ko

£e

-

In un numero infinito di siti sull'asse perpendicolare 1l'intensita’ si
annulla.

In questo caso palesemente non c'e’ una relazione tra le intensita’
complementari, mentre il principio di Babinet vale per le amplezze,
cosa che si puo' verificare notando che, con la precisione usata nelle
approssimazioni precedenti:

jme.ﬁu‘_ﬂ =2 e
¢ 'L 2K gl-

FORMULA GENERALE DELLA DIFFRAZIONE

2lkp

Sempre considerando il fatto che il contributo dominante alla diffrazione
viene prevalentemeente dai cemmini ottici vicini &l cammino minimale
predetto dall'ottica geometrica, possiamo riformulare la soluzione, sempre
nel caso di sorgente puntiforme, adattandola al nostro caso, 1l che
significa assumere che RR , R ed R' variano poco nel dominic effettivo
di integraziomse.

Risulta allora:

]
~2) Ve [rer)
up = ALGK Se, ¢f dn. R,R’ minimali
2w AR/
dove ;,«1‘[ sono le variabili che parametrizzano la superficie di

integrazione misurate a partire dal punto in cui passa il cammino
minimale.

Poiche' l'oscillazione @' per ipotesi ad alta freguenza, sviluppiamo r, 1°
in potenze di £’1 (metodo di punto sella):

_s_

= f)+lyr 22 = (R-2xE+ym )+ (§+1)
7 e I E K
* { +Y

Redf -39~ éi‘:t" xéms")

= Ropehap) + EOP-(eEtpn)

ﬂ,f; coseni direttori del raggio diffratto rispetto agli assi £ "{
Analogamente:

o= Rl (4 +py) + eln’;ﬂfy—hmz

1]

e pertanto: L ﬁ ]K[Q*R,) A e":ka
=K i e d
Up ?rr'-RQ*L ] S f 1
dove:

e E a 1 2
& = )f+ (b - (44 4) B + r%@m w.-%ﬁ;w

DIFFRAZIONE DI FRAUNHOFER

E' 1l caso semplice dell'equazione precedente: per
R 920 , R'9ece risulta:

3 = (a)f t (pBo)Y

A guesto punto l'integrazione &’ in linea di principlo elementare in quanto
51 riduce al caloolo della trasformata di Fourler trasversa dell'apertura
dello schermo:

posto kX  vettore d’'onda incidente

k' wvettore d'onda diffratta

§ = X - k' variazione del vettore d'onda nella diffrazione

g glace sul piano della fenditura e 51 ottiene:

k® = §X = C¢n)
Consideriamo alcuni casi particolari.
Rettangolo

A jeja-a, 8 _ik(p-B,) X su
Up ~ k S-A L = ILI‘.*J;df 5._3 e (¢ .L.,[ = kA s fl:;_’j

dove A -44aB area del rettangolo -
x =k A ( d-ix.
y =kB( B-po b)
e per le intansifzn‘ vale: 2
Z =02 0F)
To 2 Y

dove I -w [k.‘&)‘L e’ l'intensita’ al centro della figura di
diffrazione
=



